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INTRODUCCION

El autor del presente trabajo, con el afan de fortalecer el aprendizaje
del dlgebra lineal en los estudiantes del primer nivel de la Universidad
Politécnica Salesiana, propone este Manual de Matrices y Determinantes
como un instrumento de ayuda a quienes cursan la Carrera de Inge-
nierfa Mecanica del Campus Kennedy.

Son muy conocidas, las dificultades que a nivel general se pre-
sentan en el aprendizaje de las matematicas, las cuales, en parte, se
atribuyen a la falta de metodologia que presentan algunos libros que
son utilizados como guia de estudio, ya que en su contenido propo-
nen conceptos y definiciones sin la debida sustentacién con ejemplos
y aplicaciones précticas.

Por esta razén, el presente trabajo incorpora, aparte de los cono-
cimientos cientificos necesarios acorde a las tematicas, aplicaciones
précticas y lineamientos procedimentales para resolver ejercicios. De
esta manera se busca propiciar la reflexién y el andlisis para que el
estudiante logre un aprendizaje significativo.

El autor
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PRIMERA UNIDAD

TEMATICA:
1. DIAGNOSTICO Y NIVELACION
DE CONOCIMIENTOS

o Introduccién
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OBJETIVO:
Realizar un proceso de induccién en el estudio de
la presente temética.



DIAGNOSTICO Y NIVELACION DE
CONOCIMIENTOS

Introduccién

Para la nivelacion se debe anotar en sintesis los conocimientos previos
que poseen los estudiantes en cuanto a conceptos, habilidades, aptitu-
des y valores detectados mediante prueba objetiva, prueba de ensayo,
observacién directa, entrevistas, trabajo de grupos y otros mecanismos
empleados en la evaluacioén inicial. En funcién de estos prerrequisitos
se planificard la nivelacién de conocimientos.
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SEGUNDA UNIDAD

eoeoc
eece
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ceoe

TEMATICA:
2. MATRICES Y DETERMINANTES

Definiciones. Clases

Propiedades de las matrices
Operaciones

Matrices y sistemas de ecuaciones
Determinante n x n

Propiedades de los determinantes

Ejercicios de aplicacién
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OBJETIVO:

Estudiar las propiedades de las matrices y deter-
minantes y su aplicacién en la resolucién de ejer-
cicios vinculados a la vida diaria.
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ESTRUCTURA ACADEMICA DE UNIDAD

Matrices y Determinantes

Matrices

Determinante

Definicién

Propiedades

Operaciones

Definicién

Propiedades

Operaciones
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MATRICES Y DETERMINANTES

Introduccién

Antes de entrar a abordar el tema de las matrices y los determinantes
se estudiard la teorfa de la sumatoria de elementos, que es un capitulo
importante para su entendimiento. Luego, ya en materia, revisaremos
la definicién de matriz, sus clases, las operaciones entre ellas y su apli-
cacion en la resolucion de sistemas de ecuaciones y calculo de dreas.
En cada caso, y a partir de la teoria, se presentan ejercicios resueltos y
actividades para que el estudiante refuerce lo aprendido.

Estrategias de aprendizaje

Se recomienda al estudiante realizar las siguientes actividades para
culminar con éxito su estudio de matrices y determinantes.

1. Lea todos los conceptos y definiciones que se detallan en el desa-
rrollo de la unidad.

2. Realice una lista de los conceptos y definiciones que considere
mas importantes.

3. Lea con mucha atencién los ejemplos resueltos y saque en una
hoja los enunciados de estos.

4. Resuelva los ejercicios cuyos enunciados los anoté anteriormen-
te, procurando no mirar la forma de resolucién dada en el texto.
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5. Sino logro resolver con éxito al menos el 70 % de los ejercicios, se
recomienda volver a leer nuevamente los conceptos, definiciones
y los ejemplos resueltos.

6. Sipudo resolver con éxito estos ejemplos, jFelicitaciones!, puede
pasar a resolver los ejercicios propuestos de autoevaluaciéon para
la casa.
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Sumatoria

Se representa por la letra sigma (}_), la cual indica que se deben su-
mar ciertos elementos mediante letras con subindices; estas letras que
son variables se suelen representar por letras mintsculas del alfabeto
como por ejemplo 4;, aj, ..., a,. El orden con que va a ir variando el
subindice se indica en los extremos del simbolo de sumatoria, siendo
por lo general en la parte inferior el inicio y en la parte superior el final
del orden hasta el cual se desea sumar, por ejemplo:

i=5 indica que el subindice i va iniciar con el valor de 1, luego 2, y
Z a; asisucesivamente hasta llegar a 5. Desarrollando la sumatoria,
i=1  setiene:

i=5
Za,« =a+ay+az+ag+as
i=1

5

i=5
Y ai=)_a;
i=1 i=1

Las sumatorias tienen ciertas propiedades que facilitan obtener su re-
sultado, las cuales se enuncian a continuacion, todas ellas son suscep-
tibles de demostracién. En este caso solo serdn verificadas mediante
ejemplificaciones.

A continuacién exponemos algunas propiedades de sumatorias.

Propiedades de las sumatorias

p P
1. Zc.ai = cZai
i=n i=1

donde c es una constante (no tiene subindice)
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Ejemplo:

9
Z 5a; = bas + 5a4 + 5a5 + 5a¢ + 5a7 + Sag + 5ag

= —5(as+ay + a5 + ag + ay + ag + ag)
sacando factor comun 5
9
i=3
Luego
9 9
Y 5a;=5) a
i=3 i=3
4 4 P
2. ) (ai+b) =Y ai+) b
i=n i=n i=n

6
Y (ai+bi) = (a1 +b1) + (a2 + b)) + (a3 + b3)
+ (a4 +by) + (a5 + bs) + (ag + be)
= (m +ay+az+ag+as+ae)
+ (b1 + by + b3+ by + bs + bg)
asociando términos

(g ()

Luego:

Mm

6 6
(az+b):Zai+Zbi

Il
—
Il
—
Il
—
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P P
3. ) (aj-b) = 2(bi‘ai)
Ejemplo:
=8
Z(ui -b;) = (asbs) + (agbg) + (azby) + (agbs)
i=5
i=8
= ) (bi xa;)
i=5

se puede intercambiar el orden los factores en el producto entre
dos ntimeros

Luego:
i=8 i=8
Zai-b,' = Zbi-ai
i=b i=5

p q P
4. Y a;=) a;+ Y a;  siendon<g<p
i=n i=n i=q+1

Ejemplo:

7
Y aj =az+as+as +ag + a7
i=3
=(a3 + a4) + (a5 + a¢ + ay)

) (2
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Luego:
7 4 7
Z a; = Z a; + Z a;
i=3 i=3 i=5
P P
5 2an+p_i = Zaz
i=n i=n
P p+q
6. ) ai= Y ajg4
i=n i=n-+q
p+1
7 Zai+ﬂp+1 = Z a;
i=n i=n

n
1) -
10. Zizwzlo
1

Ejemplo:

4
Y i=14+2+3+4=10
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ACTIVIDAD DEL ESTUDIANTE

Actividad para el aula

Resuelva los siguientes ejercicios:

1. Encuentre el valor de la siguiente expresiéon sin desarrollarla,
Unicamente aplique e indique qué propiedad fue usada.

5
Y (Bk+1)
k=2
5 5-1
Y (Bk+1) = B(k+1)+1]  propiedad6 g=—1
k=2 k=2—1
4
=) [Bk+3+1]
k=1
4
=) [Bk+4]
k=1
4 4
=) 3k+) 4  propiedad2
k=1 k=1
5 4 4
Y (Bk+1)=) 3k+) 4  propiedades1y9
k=2 k=1 k=1
4
=3) k+4-4
k=1
=3 {(44—1) 4] +16
2
=3-[10]+16

=46
2. En el desarrollo del ejercicio anterior, utilizando otras propieda-
des, indique cudles fueron aplicadas.
5

5 5
Y (Bk+1)=) 3k+1) 1
k=2 k=2

k=2
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ACTIVIDAD DE REFUERZO

Actividad para la casa

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)

1. Encuentre el valor de la expresién siguiente, inclinando las pro-
piedades que se deben usar para el efecto.

n
(2i—1) Rpta n?

=1

2. Encuentre el valor de la expresion siguiente, indicando las pro-
piedades que se deben usar para el efecto.

3n
Y (2i—1) Rpta 9(n+1)?
i=1

3. Verifique:

p p+3
a) Y aj= ), a3
i=n i=n+3

4 p—2
b) 2“1’ =Y a
1=n

i=n—2
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Aplicaciones practicas

Una de las aplicaciones mas comunes de sumatorias se halla en pro-
gramas bancarios donde se maneja gran cantidad de informacién de
clientes, transacciones, ntimeros de cuenta, etc., por lo que se utilizan
identificadores con subindices que varian de uno en adelante.

Matrices

Definicién de matriz

Una matriz A de m X n es un arreglo rectangular de m X n niimeros
dispuestos en m filas o renglones y n columnas.

Notacién de matrices

Las matrices se representan mediante letras maytsculas como A, B, C,
D, E,..., mientras que los elementos de cada matriz con letras mints-
culas acompafnadas de dos subindices que generalmente son 7, j, las
cuales representan el nimero de fila y el nimero de columna donde
se encuentra ubicado dicho elemento. El ntimero de filas y columnas
de una matriz se representan por m y n, respectivamente.

Ejemplos:

2 1 2 1 0 1 01
A(:—s 12) B<3 22 4> C(3 i>

A=Ay = (aij)ax2 B = Baxs = (bij)2x3 C = Cax2 = (cij)2x2
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En la matriz B

2=1>0y;  primera fila, primera columna
1=10yp; primera fila, segunda columna
0 =103  primera fila, tercera columna

3=by segunda fila, primera columna
22 = by segunda fila, primera columna

4 =by3  segunda fila, primera columna

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Actividad para la casa

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)

1. Represente cada uno de los elementos de la matriz C del ejemplo
anterior e indique el nidmero de fila y columna en el que se halla.

2. Escriba la matriz D cuyos elementos se muestran a continuacién:
dp=3 dp=-8 dp=7

dz=1 dp=2 d3=3

Clases de matrices

Matrices iguales: Dos matrices A = (aij)u1xn1 ¥ B = (bif)maxn2 son
iguales si y solo si:

a) my=my
b) ny=mn para todo i, j elemento de los naturales
c) a;=bj

Senotard A = B
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Ejemplo:

210 21 .
A= < ) B= < > no son iguales porque: n1 # ny
320 2x3 32 2x2

m =2 n =3 my =2 ng =2
a;j 7 bij
C= (é 0) D= (é 0) son iguales porque:
1 2x2 Y ax2
a) my = my
b) ny =np
<) cij = djj

2 3 2 3
E=1|1 -2 F=11 -2 son iguales porque:
6 4 3x2 6 4 3x2

a) my = mp

b) ny =np
<) eij = fij
G= (V2 /3 a),, H= (V2 1/3 2),, , sonigualessiy solosi:

=2

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Actividad para la casa

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Verifique si las siguientes matrices son iguales o no.
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1)A:(1 2 a) B=(12)
1 2 3 1 a 2 3 1
2)C<4202> D<420a>
Matriz
cuadrada: Una matriz A, se dice que es una matriz cuadrada
sim = n.
Ejemplo:
4 3 2
A=1|6 5 1 es una matriz cuadradam =3n =3
3 4 6
Matriz fila y

matriz columna: i) Sea A = (aij)mxn se llama i-ésima fila de A a la
matriz Ai = (an ap a;3 ... a;,) o matriz fila.
ii) Sea A = (aij)mxn se llama j-ésima columna de A a
la matriz

ay ]
a2j .
o0 matriz columna

amj
Matriz
transpuesta: Sea A = (aij)mxn, se llama matriz transpuesta de A
a la matriz B = (by)uxm tal que by = aj. Se nota

B = Al
Ejemplo:
3 4
3 -1 2 . ;
A= ( i 7 3) su matriz transpuestaes A" = [ =1 7
2x3 2 3
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DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacion)
Halle la matriz transpuesta de las matrices By C

Matriz
antisimétrica:
0 -1
A= |1 0
0 -4

4 3 2
B=1] -1 5 6
1 25 /),,
3 2 1 4
C=| -5 3 -2 3
-1 7 2 6

3x4

Una matriz A € My« se llama antisimétrica, si la

matriz transpuesta de A es igual a su opuesta. Es de-
cir: A = —A.

0 0 1 0 0 1 0
4 Atl=[-1 0 -4 —A=[-1 0 -4
0 0 4 0 0 4 0

= — A entonces A es una matriz antisimétrica

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Verifique si la matriz B es o no anti simétrica.

Matriz nula:

0 -3 2
B=| 2 0 3
-2 3 0

Una matriz A = (a;;)mn se dice matriz nula, si y solo
sia;j = 0 paratodoi,j.
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Ejemplo:
A= (8 8) es una matriz nula
2x2
Matriz
identidad: Una matriz A = (al-]-)mm se llama matriz identidad,
siy solo si:
g — 1, si i=j
Yl0, si i #j
Ejemplo:
1 0 0
10 010
A= ( ) B—
0 1/,,, 0 0 1
A'y B son dos matrices identidad
Matriz

diagonal: Una matriz A cuadrada de n x n se llama matriz dia-
gonal, siy solo si a;; = 0 para todo i # j.

Ejemplo:

4 00
C= ((1) g) D=10 3 0

0 01
Cy D son dos matrices diagonales

Matriz
escalar: Una matriz cuadrada de A« se llama matriz esca-
lar sia;; = a para todo i y a;; = 0 para todo i # j.
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Ejemplos:
500
A= (3 g) B=(0 5 0
0 05
Las matrices A y B son dos matrices escalares
Matriz
triangular

superior:  Una matriz cuadrada de A, «, es triangular superior,
siy solo si a;; = 0 para todo i mayor que j(i > j).

Ejemplos:
A=|0 0 5 B =
0 0 1 0025
0 00 3

Las matrices A y B son triangulares superiores ya que tienen ceros bajo
la diagonal.

Matriz
triangular
inferior: Una matriz cuadrada de A, «, es triangular inferior, si
y solo si ajj = 0 para todo i menor que j(i > j).
Ejemplos:
4 00
C= (g 2) D=3 2 0
1 5 6

Las matrices C y D son triangulares inferiores ya que tienen ceros so-
bre la diagonal.
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Operaciones elementales de fila

Entre las operaciones elementales de fila de una matriz de m filas y n
columnas se pondré atencién principalmente en 3 operaciones:

1. Multiplicacién de una fila por un escalar no nulo. Sea Ar la fila
r-ésima y « un escalar diferente de cero
wAr=wa(an ap...... Arn)
aAr = (napy aay...... Kilpy)

2. Reemplazo de la r-ésima fila de A por la fila r més « veces la fila
s, siendo r diferente de s.

Ar < Ar+aAs r#s
3. Intercambiando filas en A
Ar<+» As r#s

Definicién.- Sean A y B, dos matrices de m x n, se dice que B es
equivalente por filas a A, si B se obtiene de A por me-
dio de un ndmero finito de operaciones elementales de
fila.

Definicién.- Una matriz A de orden m x n se llama reducida por

filas si:
1) El primer elemento no nulo de cada fila nonula es 1
2) Cada columna de A que tiene el primer elemento
no nulo de alguna fila no nula, tiene todos sus otros
elementos igual a cero.

Ejemplos:

es una matriz reducida por filas

o O = O
S O O
O = OO
O = W
[N

0

Teorema: Toda matriz A de rango m X n es equivalente por filas
a una matriz reducida por filas.
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Ejemplo:

Hallar una matriz reducida por filas que sea equivalente por filas a
la matriz A.

1 2 3
A=12 3 4
3 45
1 2 3
0 -1 -2 F=F—-2F
0 -2 —4 F,=F —-3F
1 3
~| 01 2 E=(-1)Fk
0 00 F,=F—-2F
10 -1
~| 01 2
00 0 F=F -2FK
1 0 -1
R=101 2 matriz reducida por filas
00 O

Entonces la matriz R es equivalente a la matriz A
R~ A

Definicién.- El rango de una matriz A de orden m X n es el niimero
de filas no nulas de una matriz reducida por filas que
sean equivalente por filas a la matriz A. En el ejemplo
anterior el rango de A = 2
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Definicién.- Unamatriz A = (a;;)mxn» se llama escalonada reducida
por filas si:

1. A es reducida por filas.

2. Toda fila nula de A se hallan “bajo” las filas no
nulas

3. Silasfilas1,2,3...r (r < m) sonlas filas no nulas
de A, y si el primer elemento no nulo de la fila i
se halla en la columna k, entonces k1 < kp < k3 <

e < k.
Ejemplo:
010010 2 3 r=3 ., _,
00013010 i=1 N ky <ky < k3
i k=4 Entonces
000 0O0 13 4 i= L6 (2<4<6)
000 0O0UO0TG 0O i= N

Teorema: Toda matriz A de rango m X n es equivalente por filas
a una matriz escalonada reducida por filas.

Operaciones con matrices

Suma de matrices:

A = (ajj)mxn

Dadas las matrices entre
B = (bij)mxn

Llamaremos suma de la matriz A y B a la matriz C = (c;j)mxn tal que
Cij = ajj + b;j notaremos como C = A+ B
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Ejemplos:

Realizar la suma entre Ay B

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Conocidas las matrices

Determine:
1) A+ B
2) A+C

3) B4+C
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Propiedades de la suma de matrices

1) A—B=A+(-B)

2) —(~A)=A

3) —Omxn = Omxn

4) —(A+B)=(-A)+(-B)

5) Para todas las matrices A y B existe una matriz X
talque A+X =18

6) SiA+ B = A+ C,entonces B=C.

Producto de un escalar por una matiz:

Sea A = (aij)m s A elemento de la matriz A y « un ntimero, entonces:
a- A= a(a;)mxn = (Qa;)mxn-

Ejemplo:

(3 5)-(% o)

Propiedades del producto de un escalar por una matriz

L1-A=A
2. (0)- A= (0)
3. a-(0) = (0)
4 (-1)A=-A
5. Sia-A=(0)entoncesx =00 A = (0)
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6. Entonces o - (BA) = B(a- A)
7. (a+pB) A=a-A+B-A
8 a(A+B)=a-A+a-B

9. «(A—B)=a-A—a-B

Producto de matrices

Dadas las matrices A = (al-]-)mxn, B = (bij)nX p, llamamos producto
de A por B alamatriz C = (cjj)mxp tal que:

1 Paratodoi=1,...m
Cijik;aik'bkj Paratodoj=1,...p

Notaremos como C = A - B

Ejemplo:

Realizar el producto de A por B

611:11+2<—1)+(—1>0:—1
cp=1-242-(=2)+(-1)-(1) = -3
C21 :1'1+(—1)(—1)+3(0) =2

(%) :1-2+(*1)(72)+3(1) =7
c3=1-44(-1)-0+3=13

1 -3 1
CZ(z 7 13)
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ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Dadas las matrices:

hN
I
7N
N >
= W
W N
~_
N
X
w
o]
I
/N
N N
W a1 N
N O W
\_/
W
X
w

Realice los siguientes productos:
1) A-B
2) A-C
3) B-C
4 C-A

Propiedades del producto de matrices

Las propiedades del producto se dan mediante los siguientes teore-
mas:
Para todo ntiimero y toda matriz Ayxn y Buxp

af
af

1. [a-A
2. A«
3. [A-Bla = A[

4 A-B+C]=A-B+A-C
5

6

D>

SURS
II

.B]
]

D>
=5}

O:J

- a
_[A+B]C=A-C+B-C
. [A-B]C=A[B-C]

Observacién.- El producto entre las matrices no es conmutativo, es
decir: A-B # B - A.
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Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Sea un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas representadas
como sigue:

a11X1 +apxy + ... + a1,xy = by
Ax1X1 +dpXy + ..., + asuxy, = by
AmX1 + AgoXo + ... ... + Aynxy = by,
y sea
a1 41z o A1 . ) )
A— R R la matriz denominada matriz
o E de coeficientes
w1l Am2 - Amn mxn
X1
X2
X = . la matriz columna de variables x1, x, - - - x5,
Xn nx1
by
by
b= . la matriz columna de variables by, by, - - - by,
by

Como la matriz es de orden A y X una matriz de orden n x 1, el pro-
ducto matricial A - X es una matriz de orden m x 1. Por lo que el sis-
tema de ecuaciones y n incégnitas inicial puede ser expresado como:

A-X=D
Ejemplo:

Escribir mediante representacién matricial el siguiente sistema de ecua-
ciones:
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3x1 + axp; + 2x3 =5

—2X1 + 2xo —|—4X3 =1

X1+ x2 + 3x3 =2
3 4 2 X 5
A= 224 X=| x| b=|1
1 1 3 s 2

A-X=D

3 4 2 X1 5

2 2 4 n | =1

1 13 X3 2

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Escriba mediante representacién matricial los siguientes sistemas de
ecuaciones:

X1 +2xp —x3=2
1) 2x1+3xp+5x3 =5
—x1 —3x +8x3 =—1

X1 — 3x2 = -2
—2x1+6xp =4

X]—Xp —Xx3=2
3) 2x1+x2+2x3 =4
x1 —4xy) —bxzg =2

X1 —Xx2+x3=06
3x1 —3xp +3x3 =18
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Inversa de una matriz cuadrada

Sean A y B dos matrices de ordenn x mtalque A-B = B- A = I
donde I es la matriz identidad de orden n X n; entonces B se llama la
inversa de A y se denota por A~!, entonces se tienen que:

A-AT=AT1. A=1

Si la matriz A tiene inversa se dice que A es invertible, ademds una
matriz cuadrada que no es invertible se llama singular y aquella que
es invertible se dice que es no singular.

Teorema: Si una matriz A es invertible, entonces su inversa es
Unica.

Teorema: Sean Ay B dos matrices invertibles de orden n x n en-
tonces A - B es invertibley (A-B)™! = A71. B~ =
B~1.4-1

Si la matriz es invertible, el sistema A - X = b tiene solucién tinica

X = A~'.b. Siendo esta la razén por la que se estudian las matrices

inversas.

Inversa aumentada

Cuando un sistema de ecuaciones puede ser expresado en notacién
matricial, para su resolucion, existe una notacién que es mds simpli-
ficada denominada matriz aumentada. Esta se condensa en una sola
matriz, la de coeficientes de las variables y de los coeficientes indepen-
dientes “del otro lado de la igualdad” separadas en una linea vertical;
asi por ejemplo:

2x1 —3xp+x3 =5

X1+ xp—3x3 =4

3x1+2xp +x3 =3

2 -3 1
matriz de coeficientes de las variables A = ( 1 1 -3 )
3 2 1
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W =~ Q1

)

notacién matricial del sistema de ecuaciones A-x = b

matriz de coeficientes independientes b = (

X1
matriz de variables X = ( Xo )

X3

2 -3 1 X1 5

1 1 -3 Xy | = 4

3 2 1 X3 3
2 -3 115
matriz aumentada 1 1 -3|4
3 2 1|3

Eliminacién de Gauss-Jordan

Es un método que sirve para resolver sistemas de ecuaciones median-
te operaciones elementales en las filas de la matriz aumentada para
convertir la matriz de coeficientes de las variables “matriz A” en una
matriz identidad I, asi por ejemplo:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el método de
eliminacién de Gauss-Jordan.

3x1+6x0 —6x3 =9
2x1+5xp +4x3 =6
—x1+16xp —14x3 =3

3 6 619 1 2 2|3
(2 5 4 6>%<2 5 4 6>F1’=F1/3
-1 16 —143 -1 16 —143
1 2 23 B —F-2F
~0 1 8 o) g7 2 ¢
0 18 —166 33T
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12 -2 13
%(0 1 8 0) F,=F — 18K,
0 0 —160|6
1 2 -2 3
E
~[ 01 8] 0 F; = 1360
0 0 1 |-3/8 N
1 0 —-18| 3
~| 01 8 0 F=F —-2FK
0 0 1 —3/80
1 0 0| 9/40 /
F, = F, +18F
~| 01 0|30 P
00 1|35 | R=h-85
X1 = 93/40
Entonces xp = 3/10
x3 = —3/80

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando el método
de eliminacién de Gauss-Jordan.

2x+xp —x3 =23
1) X1+x+3,=1
3x1 —2xp +3x3 =2

—x1+x—2x3=1
2) 5x1+2xy +x3 =2
3x14+xy—3x3=3

X1*ZX2*3X3I9
3) 4x1 +5xp+6x3 =1
3x14+xp) —2x3 =4
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Calculo de la inversa de una matriz

Para calcular la inversa de una matriz cuadrada se suele seguir el si-
guiente procedimiento.

a) Se escribe la matriz aumentada(A|I).

b) Mediante la reduccién por reglones se lleva a la matriz A a su
forma escalonada reducida por reglones.

) Sila forma escalonada reducida por reglones de A es la matriz
identidad I entonces la matriz que se halla a la derecha de la

vertical es A~ 1.

d) Si la reduccién de la matriz A conduce a una fila de ceros a la
izquierda de la vertical, entonces A no tiene inversa, es decir A
no es invertible.

Ejemplo:

Determinar si es que existe la inversa de A, donde A es la matriz de
coeficientes de las variables del sistema del ejercicio resuelto por el
método de Gauss-Jordan

3 6 6|1 0 0 1 2 2113 0 )
2 5 4 |01 0 |~ 2 5 4 [0 10 |F==
1 16 -14]0 0 1 1 16 —14| 0 0 3
1 2 2113 00 /
E,=F —2F
~[0 1 8 |23 10 ) 2 2 1
0 18 —-16| 1/3 0 1 FE=FK+h
1 2 -2 113 0 0
~|l01 8 |-23 1 0 | FE=F-18k
0 0 —160]37/3 —18 1
1 2 =21 13 0 0 r
~ ( 01 8] 23 1 0 ) F=—2
0 0 1 | -37/480 9/80 —1/160 —160
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1 0 -18 5/3 —2 0
~l 01 8 | -23 1 0 F=F —-2F
0 0 1 —37/480 9/80 —1/160
1 0 0| 67/20 1/40 —9/80 ;.
A ( 0 1 0| -0 110 1/2 ) ?, - 11::1 téi%
0 0 1| -37/s80 9/80 —1/160 2712 3
67/240 1/40 —9/80
Entonces A1 = -1/20 1/10 1/20 es la matriz inversa
—37/480 9/80 —1/160
recuerdeque A1 - A=1=A-A"1
3 6 -6 67/240 1/40 —9/80 1 00
2 5 4 -1/20 1/10 1/20 = 0 1 0
-1 16 —-14 —37/480 9/80 —1/160 0 0 1

Ademés el sistema de ecuaciones puede ser expresado en forma ma-

tricial como:
A-x=b

AL Ax=A"1p
H/_/

I-x=A"1-b multiplicamos a la igualdad por A~ x = A~1. b

Es la forma de resolver un sistema de ecuaciones conociendo su ma-

triz inversa.

67/240 1/40 —9/80 9
X = -1/20 1/10 1/20 -l 6
—37/480 9/80 —1/160 3



40 Msc. Wilson Bravo

67 1 9
.9 — .6 —=.3
240 +40 80
1 1 1
= —%-9 +E-6 +%-3
37 9 1
—_ .9 Z .6 ——.3
480 +80 160
93/40 X
X=1 5/10 ComoX = [ x
~3/80 X3
Entonces X; = % X = 1% X5 = _8%

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)

Hallar las matrices inversas de los coeficientes en los tres ejercicios
propuestos para su resolucién por el método de Gauss-Jordan. Ade-
mds que la matriz inversa se halla bien calculada por medio de A~! -
A = I y hallar la matriz X mediante X = A—1-.

Aplicaciones Practicas

Contacto directo e indirecto con una enfermedad contagiosa. En este
ejemplo se muestra como se puede usar una matriz para modelar la
manera en que se extiende una enfermedad contagiosa. Suponga que
cuatro personas de un primer grupo, han contraido esta enfermedad.
Este grupo hace contacto con cinco personas de un segundo grupo.
Estos contactos, llamados contactos directos, se pueden representar
por una matriz de 4 x 5.

_ O = O
_ O O =
O, OO
O R =) O
[
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En este caso se hace 4;; = 1, si la i-ésima persona del primer grupo
hace contacto con la j-ésima persona del segundo grupo. Por ejemplo,
el 1 en la tercera fila y cuarta columna significa que la tercera persona
del primer grupo (infectada) hizo contacto con la cuarta persona del
segundo grupo.

Determinantes

El método anterior no es el inico para hallar una matriz inversa, tam-
bién se lo puede hallar mediante el determinante y la matriz adjunta.

Definicién de determinante

Se define al determinante como una funcién que asigna un nimero a
una matriz cuadrada.
una matriz cuadrada de orden 2 x 2, el
Sea A = ( i 012 ) determinante de la matriz A se denota
21 por detA o |Al.

detA = ayyax — appay = ‘A‘

Sea en forma general una matriz cuadrada de orden entonces el deter-
minante de denotado por esta dado por:

’ detA = |A| =a11A11 +a1pAp +ai3A1z3+ ...+ a1, A1

Que se puede escribir en forma reducida utilizando la notacién de su-
matoria

n
detA = |A| = Z a1 A1k
k=1

Donde: Ajx se conoce como cofactor 1k de A y se lo determina como
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A = (=)™ My | |y |Mix| se denomina menor 1k de A

| M| representa el determinante de la matriz de orden (n —1) x (n —1)
obtenida eliminado la fila 1 y la columna k

Ejemplo:

2 -3 5
Calcular el determinante de la matriz A = ( 1 0 4 )

3 -3 9
2 -3 5
1 0 4| =apnAn +apAp+aiAis
3 -3 9
2 -3 5
10 4 =2[(-)"Mul] + (=3) [(=1)"?|Miz|] +5 [(-1) 7| Mis]]
3 -3 9
2 -3 5
1 0 4/=2(-1)?2 0 4 +(=3)(-1)3 14 +5(—1)* Lo
-3 9 3 9 3 -3
3 -3 9
2 -3 5
10 4/=20-9-(4)(-3)]+3[(1)(9) - (4)(3)] +5[1-(-3) —0(3)]
3 -3 9
2 -3 5
1 0 4/=2-1243(-3)+5(-3)=0
3 -3 9
Nota 1:

En la definicién del determinante de orden 1 X 1 se escogieron los coeficientes
a1, a1, 413, - - ., A1k s decir la primera fila, pero se puede escoger cualquier fi-
la o cualquier columna para resolver el determinante.

Nota 2:

Si los coeficientes de la fila o columna son ceros, facilita el cdlculo del determi-
nante, siendo esta la razén por la que se escoge la fila o columna con el mayor
ntmero de ceros, pero si no existen filas o columnas con ceros, mediante las
operaciones elementales se puede obtener filas o columnas con ceros.
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Ejemplo:
2 -3 5

Calcular el determinante de lamatriz A = |1 0 4 |utilizando la segunda
3 -3 9

Calcular el determinante de la matriz utilizando la segunda columna y obte-
niendo una matriz equivalente mediante operaciones elementales con el ma-
yor niimero de ceros.

Utilizando la segunda columna:

2 -3 5
1 0 4 =apAp tanAn +anis
3 -3 9
2 -3 5 0
10 4)=(=3)[(-D)'"2Mp] +0[(=1? 2] + (=3 [(=1)*"2|Mz,|]
3 -3 9
2 -3 5
1 4 2 5
1 0 4/ =(-3)(-1) +(=3)(=1)
1o A N
2 -3 5
10 4/=3[(1)9) - #B)]+3[(2)(4) — (5)(1)]
3 -3 9
2 -3 5
1 0 4/ =3-(-3)+3(3)=0
3 -3 9

Utilizando una matriz equivalente con el mayor ntiimero de CEROS en la se-
gunda columna de la matriz A:

2 -3 5 2 -3 5 F 2 -3 5
1 0 4|=~|1 0 4 Fé:gz 1 0 4 |F=K-FK
3 -39 1 -1 3 1 -1 -1

2 0 8 2 0 8
~(1 0 4|F=f-3r A=[1 0 4
0 -1 -1 0 -1 -1

Matriz equivalente a la matriz A
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2 0 8

1 0 4| =apApn+anAn+anis

0 -1 1

2 0 8 0 0
1 0 4|=0[(=1¥ 2] +0[(=1)? 2] +(=1) [(=1)3"2|Mz|]
0 -1 -1

2 0 8 2 8

I e M B GICRRC)
0 -1 -1

2 0 8

1 0 4|=18-8=0

0o -1 -1

Como se puede observar la matriz se resolvié considerando la primera fila, la
segunda columna y una matriz equivalente con el mayor ntimero de ceros y
su resultado es el mismo cero.

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Resuelva los siguientes determinantes:

a) Utilizando cualquier fila.
b) Utilizando cualquier columna.

c) Utilizando una matriz equivalente con mayor ndmero de ceros en sus
filas o columnas.

4 3 2 4 00 0 ;’6228
A=[1 -2 1 B=13 2 6 -1 C=ly, 7 30
5 6 -2 5 3 4 2 0 3 1 1
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Matriz adjunta

Sea A una matriz cuadrada de orden n X n 'y sea B = (4;;) la matriz de cofac-
tores de la matriz A. Entonces la adjunta de A, que se denota por AdjA, es la

transpuesta de la matriz B de orden n x n.

Ar Ay Am
, A Ax Az
AdjA =Bt = | | . .
Aln A2n Ann
Al Anp Am
Ay Az Ap
B = . .
Anl AnZ Ann
Teorema.- Sea A una matriz cuadrada de orden n x n. Entonces A es
invertible, si y solo si detA # 0. Si el detA # 0, entonces:
At= L agia
T detA ]
Ejemplo:

Utilizando la matriz adjunta y el determinante hallar la inversa de A.

3 6 —6 3 6 0
2 5 4 ~|2 5 9|~
-1 16 -14 -1 16 2

G=G+C

3 0 O
2 1 9
-1 18 2

Cr =G +2C;

Se utilizé operaciones elementales en las columnas y se obtiene una matriz
equivalente.
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3 0 0 0 0
219 = a1 )0 ]+ 0l
-1 18 2
3 0 0
2 1 9] =3[(1)(2)—(9)(18)] =3(2—162) = —480  detA = —480 # 0
-1 18 2
Entonces A es invertible A~1 = L AdjA
= ZetA Y
An A A
B=|Axy Axn App
Az Az Asz
A |5 4| =(=70-64)(1) A |2 4| =28+
=116 —14| =134 12711 —14| =-24
A |2 5| =(=32+5() A |6 6] =(-84+96)(-1)
1B~ 11 16| =37 217116 —14| =-12
|3 —6] =(—42-6)(1) |3 6] =48+6)(-1)
An=|_4 14‘ = —48 AB=11 16] = -5
a 6 —6| = (24+30)(1) A — |3 6] =(12+12)(-1)
31715 4| =54 271 4| =24
A 6| = (15—12)(1)
B~ 5 =3
—134 24 37 —134 -12 54
B=| —12 —48 —54 Bt=| 24 —48 -24
54 —24 3 37 -—54 3
—134 -12 54
Recuerda que AdjA =B = | 24 —48 -24
37 -54 3
—134 -12 54
Al=—l5| 24 —48 -24
37 -54 3
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67/240  1/40-9/80
A 1= -1/20  1/101/20
—37/480 9/80—1/160

ACTIVIDAD DE REFUERZO

Ejercicios propuestos (autoevaluacién)
Calcule la inversa de las siguientes matrices usando el determinante y la ad-

junta.
2 3
4= )

APLICACIONES PRACTICAS

Areas de un triangulo y de un paralelogramo.- Se escoge un vértice del pa-
ralelogramo como origen de un sistema de referencia y se escribe en notacién
vectorial esos dos lados que salen del vértice, luego se realiza el producto cruz
o vectorial mediante el determinante, cuya primera fila son los unitarios , j, k,
como segunda fila los coeficientes del vector que representa al primer lado y
como tercera fila los coeficientes del vector que representa al segundo lado. El
resultado de este determinante es el drea del paralelogramo y la mitad de ese
valor es el drea del tridngulo.

RECUERDE QUE:

M‘w

~eLo

Il
B

[ ]
M“
=

+

w‘

'M
2

+
g
&

Il
B
Il
B
Il
B
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p p
Y (a-by) =Y (b;-ay)

i=n i=n

4 q 4
2 a; = Z a; + Z a;
i=n i=n i=gq+1
P P

2 Apntp—i = Z aj
1=n 1=n

P ptq

Yoai= ), aig
i=n i=n+q

4

Za =ap
i=n

ii: (n+1)n

T 2

Una matriz A de m X n es un arreglo rectangular de m x n ntimeros
dispuestos en m filas o renglones y n columnas.

Dos matrices A = (aij),l x nl'y B = (bij)m2 x n2 son iguales si y solo si:

a) my=my
b) ny=mny para todo 7, j elemento de los naturales
c) aj=Dbj
Una matriz Ay, se dice que es una matriz cuadrada si m = n.
Sea A = (aij)mxn se llama matriz transpuesta de A a la matriz
B = (byy)nxm tal que by = ayy, se notard B = A’
U?a matriz A € My xm se llama antisimétrica, si A transpuesta
Al = —-A.

Una matriz A = (aij)nxn se llama matriz identidad, si y solo si:

g — 1,sii=j
YN0, sii#

Una matriz A cuadrada de n x n se llama matriz diagonal, si y solo si
a;j = 0 paratodoi # j.
Una matriz cuadrada de A, x, es triangular superior, si y solo si ajj = 0
para todo i mayor que j(i > j).
Una matriz cuadrada de A x, es triangular inferior, si y solo si ajj =0
para todo menor que j(i > j).
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Sean Ay B, dos matrices de m x 1, se dice que B es equivalente por filas
a A, si B se obtiene de A por medio de un ntimero finito de operaciones
elementales de fila.

Una matriz A de orden m X n se llama reducida por filas si:

1. el primer elemento no nulo de cada fila no nula es 1

2. cada columna de A que tiene el primer elemento no nulo de algu-
na fila no nula, tiene todos sus otros elementos igual a cero.

Dadas las matrices A = (ai]-)mxn y B = (bl-]-)mxn. Llamaremos suma
de Ay B alamatriz C = (cjj)mxn tal que ¢;j = a;; + b;;. Notaremos
C=A+B.

Dadas las matrices A = (a,-]-)mxn, B = (b,-]-)nxp. Llamamos producto de
A con B alamatriz C = (cij),nxp tal que:

C"_i”' bu: Paratodoi=1,---m
ljik:l ik " Ukj Paratodoj=1,---p

Sean Ay B dos matrices de ordenn x ntalque A-B = B- A = I donde
es la matriz identidad de orden n x n. Entonces B se llama la inversa de
A'y se denota por A~1, entonces se tienen que:

A-Al=a1.A=1

Si una matriz A es invertible, entonces su inversa es tinica.

Sean A y B dos matrices invertibles de orden #n x n, entonces A - B es
invertible,y (A-B)~! =B~1. A7L

Se define al determinante como una funcién que asigna un ntimero a
una matriz cuadrada.
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