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Prefacio

La presente publicacién tiene como objetivo introducir el estudio de Ecuaciones Diferenciales con
énfasis en modelado de aplicaciones de Biomatematica. Es asi que se da especial importancia al modelado
de ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones a las ciencias naturales. Se hace énfasis también en el método
del operador inverso para la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas. Por otra parte,
dada la importancia del manejo de las TIC en la ensenianza de las ecuaciones diferenciales, se ha incluido un
diagrama de bloques desarrollados en Simulink que permiten simular el comportamiento de las soluciones
del modelo matemaético, asi como los cédigos para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales en Matlab y
el uso de diagramadores como Winplot y dfield que permiten graficar los campos direccionales y curvas
integrales de las ecuaciones diferenciales.

El objetivo principal de este texto es dotar de una guia didéctica a los estudiantes de las universidades
ecuatorianas, gufa que les ofrezca una introduccién a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
acompanada con la simulacién del modelo matemético; explicar cémo, y el por qué del comportamiento
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ayudado con el cémputo cientifico.

La mayorfa de los ejemplos del texto presentan la solucién tedrica junto con el diagrama de bloques de
Simulink que permiten ilustrar graficamente las simulaciones. Adema&s contiene c6digos en MATLAB que
permiten encontrar las soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales, con modelos matematicos que
abarcan desde aplicaciones elementales a problemas de aplicaciéon de diversas dreas de la ingenierfa y las
ciencias sociales; ejemplos que demuestran cémo las ecuaciones diferenciales son aplicadas en la vida real,
situacién que siempre se lamentan los estudiantes: en la vida profesional, jpard que sirven las ecuaciones
diferenciales?

Esperamos mejorar paulatinamente esta publicacién a partir de las experiencias adquiridas en el
aula y de las valiosas aportaciones o sugerencias de los lectores para mejorar futuras ediciones del libro.
Agradeceremos sus comentarios. Valoramos enormemente sus comentarios; les invitamos a enviarlos a las
siguientes direcciones de correo electrénico: ggonzalezQups.edu.ec, y gjgonzalezQuce.edu.ec.
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Introduccion

Este texto es un referente bésico sobre los métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
en el programa curricular semestral en las carreras de Ciencias e Ingenierfa. En el libro de Jorge Lara
se cubre los contenidos necesarios y es de gran importancia que los estudiantes complementen con los
elementos que se presentan en esta obra.

Se utiliza MATLAB porque estd especialmente orientado a la computacién cientifica y es actualmente
el software mads utilizado por estudiantes y profesores universitarios. El texto introduce este lenguaje
de programacién mediante comandos que resuelven exactamente las ecuaciones diferenciales e incluye
los diagramas de bloques de Simulink que permiten simular los modelos mateméticos, asi como el fun-
cionamiento de la funcién dfield8 que permite trazar campos direccionales. Estos diagramas y funciones
estdn a disposicién de los estudiantes en el CD que acompana a este libro. En el futuro, estas funciones
se incorporardn a un tnico nicleo mediante la interfaz gréfica de usuario GUI.

En el texto, al final de cada seccién se proponen unas practicas de laboratorio en MATLAB para
realizar a lo largo de la asignatura. El orden de entrega de los contenidos en este texto se basa en
el mismo orden de los textos cldsicos, tratando de equilibrar los contenidos tedricos y las précticas de
simulacién en MATLAB y Simulink.

Para el buen seguimiento del libro, se recomienda al lector revisar la teoria elemental sobre Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias en el libro de Jorge Lara.

El capitulo 1 contiene un breve repaso sobre generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales,
problemas de valores iniciales y problemas de valor en la frontera, solucién de una ecuacién diferencial
(Soluciones particular y solucién singular), ecuaciones diferenciales auténomas, teorema de existencia y
unicidad. Se presenta una serie de ejercicios de ecuaciones diferenciales a variables separables, ecuaciones
diferenciales homogeneas, ecuaciones diferenciales exactas y factores integrantes.

El capitulo 2 hace referencia a la modelizacién con ecuaciones diferenciales de primer orden, se estudian
los siguientes modelos: temperatura de un cuerpo (Ley de enfriamiento de Newton), modelo de Malthus,
modelo logfstico, decaimiento radioactivo, mezclas de soluciones en tanques, movimiento de un cuerpo y
las trayectorias ortogonales.

El capitulo 3 da una breve introduccién de las ecuaciones diferenciales lineales de orden n, se pone
especial interés en las aplicaciones de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden como son
las: vibraciones mecdnicas, Movimiento arménico simple, vibraciones amortiguadas libres, movimiento
sobreamortiguado, problemas de valor en la frontera y sus aplicaciones a la deflexién de vigas, problemas
de valor limite y aplicaciones de valores propios y autofunciones propias.

En el capitulo 4 describiremos los métodos operacionales, las aplicaciones del operador diferencial D
y su operador inverso, se menciona la generalizacién a otras ecuaciones y se muestra la gran ventaja que
tiene contra otros métodos de resolucion como es el método del anulador y el de variacién de pardmetros.

Finalmente en el capitulo 5 tratamos aplicaciones de los sistemas bidimensionales y las simulaciones

de sistemas de ecuaciones diferenciales entre las cuales estd el sistema depredador presa, aplicaciones a
sustancias radioactivas y aplicaciones bioldgicas en sistemas ecomarinos.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales

1.1. Generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales

Sea y = f(z) una funcién real definida en un intervalo abierto I. Supongamos que f es derivable
hasta el orden n al menos y que, en todo punto = de I, existe entre y y sus n primeras derivadas una

relacién de la forma P p
mn
o may77y77y7"'a i =0. (11)
dz’ dx? dz™
La ecuacién (1.1) en la cual la funcién y = f(z) es considerada como la incégnita, es llamada ecuacidn
diferencial ordinaria de orden n. Claro estd que, la misma expresion se aplica a toda ecuacién que puede
reducirse a dicha forma.
Un caso particular importante es aquel en el cual la ecuacién diferencial se escribe como

dny dy d2y dnfly
- o 7 1.2
dan (m, Y de? dan1 ) (12)

la cual se dice que estd dada en forma normal.
Las siguientes ecuaciones son algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias que estudiaremos
mds adelante.

A’z

. M=
dt?
sujeta a un muelle helicoidal que suministra una fuerza de recuperacién proporcional al desplaza-
miento x, con constante de proporcionalidad k.
d*i 1. dE e . . . . N P
2. L— 4+ —i = —, ecuacién diferencial que gobierna la corriente 4 (¢) en un circuito eléctrico com-

a2~ C dt’
puesto por un inductor con inductancia L, un capacitor con capacitancia C' y una fuente de voltaje

E (t), donde t es el tiempo.

+ kx = F(t), es la ecuacion diferencial que gobierna el movimiento de una masa m que estd

d*0

3. o2 + %sen@ = 0, ecuacién diferencial que gobierna el movimiento angular 6 (¢) de un péndulo de
longitud L bajo la accién de la gravedad, donde g es la aceleracién de la gravedad y ¢ es el tiempo.
dx

= cx, ecuacién diferencial que gobierna la poblacién z(t) de una sola especie, donde ¢ es el

Cdt
tiempo y ¢ es una tasa constante neta de natalidad / mortalidad.
d*y dy\ o : : .
5. i C 1+ 7 ) ecuacion diferencial que gobierna la forma de un cable o cuerda flexible,
x x

colgando bajo la accién de la gravedad, donde y(x) es la deflexién y C' es una constante que depende
de la densidad de masa del cable y la tensién en el punto medio = = 0.

d4
6. ET d—?i = —w (), ecuacién diferencial que gobierna la deflexién y(z) de una viga sometida a una
s

carga w (z), donde E e I son constantes fisicas del material de la viga y de la seccién transversal,
respectivamente.



2 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

Observacién 1.1 La ecuacion diferencial (1.1), recibe el calificativo de ordinaria para indicar que la
funcion incégnita es funcion de una sola variable. Si la funcion incdgnita es funcion de varias variables,
la ecuacion diferencial se denomina en derivadas parciales.

Algunas ecuaciones diferenciales parciales representativas e importantes son las siguientes:

0%u ou
1. QQW = 50 es la ecuacién del calor, que rige la variacién de la distribucién de la temperatura
x

en funcién del tiempo u(x,t) en una varilla o placa de una dimensién; x localiza el punto ba-
jo consideracién dentro del material, ¢ es el tiempo y o2 es una propiedad del material llamada
difusividad.
0u  0%u  *u y ) o

2. — + — + — =0, es la ecuacién de Laplace, que gobierna la distribucién de la temperatura
0x2  Oy? 022
de estado estacionario u(x,y, z) dentro de un cuerpo tridimensional; z, y, z son las coordenadas del
punto dentro del material.

0x2 = Oy? ot?’
membrana vibrante tal como una membrana de tambor.
g Py, O O i6n biharméni bierna la funcién de corriente u(z, )
. =—+2—-——=+—-— =0, eslaecuacién biharménica, que gobierna la funcién de corriente u(x
ax4 83}'2 8y2 ay4 Y Y q g Y y
en el caso de un movimiento lento (de arrastre) de un fluido viscoso tal como una pelicula de pintura

0? 0? 0%u ) . )
3. | =+ == | = —, es la ecuacién de onda, que gobierna la defleccién wu (z,y,2) de una

hiumeda.
5 @ + @ =
" 9s Ot
2o

or Oy

ou 282u
7. a = C @

1.1.1. Problemas de valores iniciales y problemas de valor en la frontera

Ademass de satisfacer la ecuacion diferencial, la funcién desconocida se somete a menudo a condiciones
en uno o mas puntos del intervalo considerado. Las condiciones especificadas en un punto tnico (a menudo
el punto extremo izquierdo del intervalo), se llaman condiciones iniciales, y la ecuacién diferencial junto
con esas condiciones iniciales se llama un problema de valor inicial. Las condiciones especificadas
en ambos extremos se denominan condiciones de contorno o de frontera, y las ecuaciones diferenciales
junto con las condiciones de contorno se llaman problemas de valor limite. Para los problemas de valores
iniciales, la variable independiente suele ser el tiempo, aunque no necesariamente, y para los problemas
de valores limite la variable independiente suele ser una variable espacial.

Ejemplo 1.1 Movimiento en linea recta de una masa. Consideremos el problema de predecir el movimien-
to en linea recta de un cuerpo de masa m sometido a una fuerza F(t). De acuerdo con la sequnda ley de
movimiento de Newton, la ecuacion diferencial que gobierna el desplazamiento x(t) es m ' = F(t).
Ademds de la ecuacion diferencial, supongamos que queremos imponer las condiciones x©(0) = 0 y
2'(0) = vg; es decir, el desplazamiento y la velocidad inicial son 0 y v, respectivamente. Entonces la
formulacion completa del problema es el problema de valor inicial

ma’(t)=F(t), 0<t<+o00 (1.3)

z(0)=0, 2'(0) =wvg. ’
Esto es, z(t) debe satisfacer la ecuacion diferencial m x (t) = F(t), en el intervalo 0 < t < +o00 y las
condiciones iniciales x(0) =0 y 2'(0) = vp.
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Ejemplo 1.2 Deflexion de una viga en voladizo cargada. Consideremos la deflexion y(x) de una viga

en voladizo de longitud L, bajo una carga w (x) % Usando la llamada teoria de la viga de Fuler, se

encuentra que el problema gobernante es el siguiente:
{EIy’” —w(zr), 0<z<L

() =0, (0 =0, y(L)=0, y"(L)=0, (14)

donde E e I son constantes fisicas conocidas.

Las condiciones adjuntas son condiciones de contorno porque algunas se especifican en un extremo, y
otras en el otro extremo, y (1.4) es por lo tanto un problema de valor limite. La significacién fisica de las
condiciones de contorno es la siguiente: y(0) = 0 es verdadera simplemente en virtud de nuestra ubicacién
elegida del origen del sistema de coordenadas z, y; y'(0) = 0, ya que la viga estd en voladizo fuera de
la pared, de modo que su pendiente en = 0 es cero; y” (L) = 0 y y"”/(L) = 0 porque el momento y la
fuerza de cizallamiento, respectivamente, son cero al final (extremo) de la viga.

Nota. Una ecuacién diferencial es una ecuacién que implica derivadas. Al tratar un problema de
aplicacién, se debe empezar por etiquetar todas las cantidades y dibujar una figura o diagrama. También
es necesario identificar las variables dependientes e independientes.

1.1.2. Solucién de una ecuacion diferencial

Consideraremos por simplicidad la ecuacién diferencial de primer orden en su forma normal: y' =
f (z,y). Rara vez podemos encontrar su solucién en forma explicita, es decir como y = ¢(z). Diremos
que la ecuacién @ (z,y) = 0, define una solucién en forma implicita si @ (z,y) es una funcién conocida.

. Coémo saber que la ecuaciéon @ (z,y) = 0 define una solucién y = ¢(x) de la ecuacién y' = f (z,y)?
Asumiendo que se cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita, diferenciamos ambos
miembros de la ecuacién @ (z,y) = 0 con respecto a x :

9o 00
— 4+ —vy =0. 1.5
5 T ay" (1.5)
De la ecuacién y' = f (z,y) obtenemos:
o 9P
— + — = 0. 1.6
o +-aylf(x,y) (1.6)
Por lo tanto, si la funcién y = ¢(x) es una solucién de ¢y = f (x,y), entonces la funcién @ (z,y) =
P 0P
y — ¢(x) debe satisfacer (1.6). En efecto, en este caso, tenemos T - (z) y e
x

Una ecuacién diferencial ordinaria puede ser dada ya sea para un conjunto limitado de valores de
la variable independiente o para todos los valores reales. Restricciones, si las hay, pueden ser impuestas
de manera arbitraria o debido a las limitaciones relativas a la ecuacién. Tales restricciones pueden ser
causadas por condiciones impuestas a la ecuacién o por el hecho de que las funciones que participan en
la ecuacién tienen dominios limitados. Por otra parte, si una ecuacién diferencial ordinaria se declaré
sin restricciones explicitas a la variable independiente, se supone que todos los valores de la variable
independiente estdn permitidos con excepcién de los valores para los que la ecuacién no tiene sentido.

Ejemplo 1.3 La relacion

x

2 —u?
In(y)+y“— [e ™ du=0, cony >0,
0

. .. . L . . . .-
es considerada una solucion en forma implicita de la ecuacion diferencial (1 + 2y2) y —ye ¥ = 0,0
2
- 2 /! Yy —x
también y' = 52 e' ' ' . '
Esto puede ser visto derivando la relacion dada implicitamente con respecto a x. FEsto conduce a

€T

d 1 )
. Iny + 3> —/e_“zdu = 0= Y +2y —e " =0 (
x Y

1+2y2> ’ e_'”Q

0
/ y _1,2

— = —_—
Y = 152,.2°¢
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Ejemplo 1.4 La funcién y(z) que estd definida implicitamente por la ecuacion z? + 2y*> = 4 es una
solucion de la ecuacion diferencial x + 2yy’ = 0 en el intervalo |—2,2] sujeta a y (£2) = 0.
La relacion implicita x? + 2y? = 4 contiene las dos soluciones explicitas

1 1
y(x):,/Q—iazQ y y(x):—1/2—§m2 para —2 < 1w <2,

que corresponden grificamente a dos semielipses. En efecto, si reescribimos la ecuacion diferencial x +
2yy’ = 0 en la forma normal Y = ——, entonces deberiamos excluir y = 0 de la consideracion. Puesto
)

que x = £2 corresponde a y = 0 en ambas soluciones, debemos excluir estos puntos del dominio de las
soluciones explicitas. Note que la ecuacion diferencial x+2yy’ = 0 tiene infinitas soluciones: x> +2y? = C,
con |z| < C, donde C es una constante arbitraria positiva.

MATLAB dispone del médulo Symbolic Math Toolbox, que permite manejar el cdlculo matemati-
co simbdlico con mucha facilidad. Por ejemplo, para graficar la funcién y(z) en el intervalo [—2, 2] use los
comandos y la gréfica aparece en la figura 1.1.

>> £=’(2-0.5%x72)"0.5’
>> fplot(f,[-2,2])
>> grid on

Figura 1.1. Solucién explicita de la ecuacién diferencial
z+2yy = 0.

A continuacién, se observa que una ecuacién diferencial puede (y generalmente) tienen un nimero
infinito de soluciones. Un conjunto de soluciones de y' = f(z,y) que depende de una constante arbitraria
C merece un nombre especial.

Criterion 1.2 Una funcién y = ¢ (z,C) es llamada la solucion general de la ecuacion diferencial y' =
f(z,y) en algin dominio bidimensional ) si para todo punto (x,y) € Q existe un valor de la constante
C tal que la funcion y = ¢ (x,C) satisface la ecuacion y' = f(x,y). Una solucion de esta ecuacion
diferencial puede ser definida implicitamente:

O (z,y,C) =0 o también ¢ (z,y) = C.

En este caso, ® (z,y, C) es llamada la integral general, y ¢ (z,y) es referida como la funcién potencial
de la ecuacion dada ¢y’ = f(x,y). A la constante C' se puede dar cualquier valor en un intervalo adecuado.
Puesto que C puede variar de un problema a otro, a menudo se llama un pardmetro para distinguirla de
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las principales variables e y. Por lo tanto, la ecuacién @ (z,y, C') = 0 define una familia uniparamétrica
de curvas sin intersecciones. Gréficamente, ella representa una familia de curvas solucién en el plano xy,
cada elemento de los cuales estd asociado con un valor particular de C. La solucién general corresponde
a toda la familia de curvas que la ecuacién define.

Como era de esperar, la afirmacién inversa es verdadera: las curvas de una familia uniparamétrica
son las integrales de alguna ecuacién diferencial de primer orden. Antes bien, sea la familia de curvas
define por la ecuacién @ (z,y,C) = 0, con una funcién suave ®. Diferenciando con respecto a = con-
duce a una relacion de la forma F (z.y.y’,C) = 0. Eliminando C de estas dos ecuaciones, obtenemos la
correspondiente ecuacién diferencial.

Ejemplo 1.5 Consideremos la familia uniparamétrica de curvas x> + y?> + Cy = 0 o también C =

2, .2
i —;/—y (cony #0).

$2+y2

Diferenciando, tenemos 2z + 2yy’ + Cy’ = 0. Remplazando C = — en la ultima ecuacion,

obtenemos la ecuacion diferencial

x2+y2
Y

2xy
2 —y

) =0 o también y = 5

2z +2yy’ — v <

Para graficar la familia uniparamétrica de curvas, se lo puede hacer con el simple comando ezplot de
la siguiente forma:

>> syms X y

>> for C = -5:5
>>  f=x"2+y"2+C*y;
>> ezplot(f);

>> hold on

>> end

La grafica de la familia uniparamétrica de curvas la muestra la figura 1.2.

Figura 1.2 Familia de curvas uniparamétricas de la ecuacién

diferencial ¢y’ = mffZQ
Ejemplo 1.6 Para una constante arbitraria C, mostrar que la funcion y = Cx+ — es la solucidn

V14+C?

/

Y

de la ecuacion diferencial no lineal y — xy’ = .
L+ (y)°
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yy' = C en la ecuacion

C
V1+C?

Tomando la derivada de y vemos que y' = C. Sustituyendo y = Cz+

diferencial se obtiene
C B c

— 2= ——.
V1+C2 v V1+C2

Esta identidad prueba que la funcién es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Dando a C'

T+

cualquier valor, por ejemplo C = 1, obtenemos la solucién particular y = = + ﬁ

A veces la integracion de y' = f (z,y) conduce a una familia de curvas integrales que dependen de
una constante arbitraria C' en forma paramétrica, a saber,

sc:,u(t,C), y:’U(t,C).

Esta familia de curvas integrales es llamada la solucién general en forma paramétrica.

Ejemplo 1.7 Mostrar que la funcion y = ¢(x) en forma paramétrica, y(t) = te™t, z(t) = €', es una

solucion de la ecuacion diferencial %y =1 — xy.
Solucion. Las derivadas de x yy con respecto a t son:

dx t dy —t ;
— =e — =e 1 —1t), respectivamente.
pn v (1—1t), resp
Por tanto,
dy
d et (11—t 1 1—x
ay _ dt _ ( )267216 (1_t)2672t_t672t:7_32 3/7
dx dj et 22 72
dt
puesto que x> = et y 4 _ te=2t. A continuacion se muestra una solucién de la ecuacion
z

diferencial z%y' = 1 — zy.
Los siguientes comandos grafican la solucién en el intervalo [0, 2] y se muestra en la figura 1.3.

>> t = linspace(0,1,20);
>> x = t.xexp(-t);

>> y = t.xexp(t);

>> plot(x,y);

25 1

15

a5k

Figura 1.3 Gréfica de la solucién paramétrica y(t) = te ™,
z(t) = el
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En muchos casos, es méas conveniente buscar una solucién en forma paramétrica, especialmente cuando
P (z,y)

la funcién pendiente es una razén de dos funciones: y' = m Entonces, introduciendo una nueva
T,y
variable independiente £, podemos reescribir la ecuacién simple como un sistema de dos ecuaciones:
dx dy
— = (z,y), — =P (x,y).
o (z,y) o (z,y)

Observacion 1.3 FEncontrar soluciones de ecuaciones diferenciales es una tarea complicada la mayor
parte de las veces. Verificar si una funcion es o no solucién es, sin embargo, muy sencillo: basta derivar,
sustituir en la ecuacion y comprobar si se obtiene una identidad o no para todos los valores posibles
de la variable independiente para los que la ecuacion tiene sentido. Por ejemplo, considere la ecuacion
diferencial " — 22’ + © = 0.

Comprobar si la funcién z(t) = (Cy + Cat)e’ es o no solucién es muy sencillo. En efecto, calculamos las
derivadas presentes en la ecuacién 2’(t) = (3 + 2t)e! y 2”(t) = (5 + 2t)e’, y sustitufmos en la ecuacién:

() —22'(t) + z(t) = (5+2t)e" —2(3 +2t)e' + (1 +2t)e' =[5 -6+ 1) + (2 — 4+ 2)t]e’ =0,

para todo t. En consecuencia, la funcién z(t) = (1 + 2t)e’ es solucién de la ecuacién dada.

Matlab permite encontrar las soluciones de una ecuacién diferencial con la simple utilizacién de un
comando, por ejemplo para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial z” — 22’ + z = 0 utilice los
siguientes comandos:

>> dsolve (’D2x-2%Dx+x=0")
>> ans =Clxexp(t) + C2xt*exp(t)

Con el siguiente c6digo en MATLAB se grafica las curvas integrales de la ecuacién diferencial que se
muestra en la figura 1.4, esta es una solucién explicita de la ecuacién y la podemos escribir explicitamente
en funcién de t.

15

-1 -

-1 0.8 06 04 402 (1] 02 04 06 08 1

Figura 1.4 Curvas integrales de la ecuacién diferencial
2 =22 +x=0.

Hay soluciones en las que sin embargo esto es imposible. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

dx T

dt a2+ 1
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2
x(t
Resulta que cualquier funcion z(t), que verifique In |z(t)|+ # = t+C, cualquiera sea la constante C
es una solucién de la ecuacién. Para comprobarlo procedemos de la siguiente forma: Escribimos g(t, z) =

22(t) y z?(t) ,
—t—C, de modo que la ecuacién In|z(t)| + — = t+ C es equivalente a: g(t,z(t)) = 0.

In |x(t)] +

Esto es una ecuaciéon en t y x que bajo ciertas condiciones permite definir  como funcién de ¢ en
algun intervalo de la recta hay un teorema importante en matematicas, el Teorema de la funcién implicita,
que establece dichas condiciones e intervalos. Es como si pudiéramos despejar x como funcién de t para
ciertos valores de t. En algunos casos, de hecho, se puede despejar = explicitamente. Por ejemplo, si
g(t,x) = 2% — t entonces la ecuacién g(t,z) = 0 define dos funciones de ¢ : z(t) = Vvt y z(t) = —/t.
Nétese que g(t,z) = x? —t es continua y derivable de cualquier orden en todos los puntos del plano, pero
las dos funciones que define la ecuacién 22 — ¢t = 0 solo estdn definidas para ¢t > 0 y son derivables para
t > 0. La mayoria de las veces, sin embargo, no es posible despejar x explicitamente. Se dice entonces que
g(t,x) = 0 define una funcién z(t) implicitamente (y también, claro, una funcién ¢(z) implicitamente.
Los papeles de las variables ¢ y = en g(¢, ) son intercambiables).

Atn cuando no podamos despejar explicitamente x como funcién de t en g(¢, z) = 0, podemos saber
si la funcién o funciones z(t) definidas implicitamete por esta ecuacién son o no soluciones de una deter-
minada ecuacién. Basta, para ello, aplicar cualquiera de los dos siguientes métodos que son equivalentes:

1. Derivar implicitamente: Por ejemplo, en nuestro caso, derivar implicitamente en g(t, z) = In |2 (¢)|+

z2(t) a?(t)
5 t — C = 0 o derivar ambas partes de la ecuacién In|z(t)| + — = t 4+ C viendo x como
2
t
una funcién de t. Asi, derivando implicitamente en In |z(t)| + xT() =t+ C obtenemos:

+z(t)z’'(t) =1

y para todos los valores de ¢ :

x(t)

() + 22 ()2’ (t) = 2(t)) = 2/ () 1+ z2(t)] =z(t)) = 2'(t) = T 220

con lo que x(t) verifica la ecuacién diferencial.

2. Aplicar la regla de la cadena: Como ¢g(t,z) = 0 define una funcién z(t) implicitamente, tenemos que
g(t,z(t)) es una funcién de ¢, digamos h(t). Asi, la ecuacién g(¢, z(¢)) = 0 es equivalente a h(t) = 0,
de modo que h/(t) = 0. Pero, por la regla de la cadena

dgdx g
Wty=22 L%
= Gea * o "
2*(t)
En nuestro caso, g(t,z) = In|z(t)| + 5 —t—C =0, de modo que
dgdx  Og 1 , 1+a2 , , x
0=2"—"4+ === -1= =l=a=—73
or di ot <x+z>x z R L

y x verifica la ecuacién diferencial.
Una observacién adicional. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial:

2
()
Y
Una solucién implicita de esta ecuacién es:
23—y (x)—1=0.
En efecto, derivando implicitamente en 22 —y3(z) —1 = 0 tenemos 3z% —3y*(z)y'(z) = 0 = ¢/(z) =
2
x
() que es precisamente la ecuacion diferencial dada. Sin embargo, esta solucién implicita puede darse
Y

explicitamente: y(z) = (2% — 1)'/3.

La observacién es que siempre que una soluciéon pueda darse explicitamente, debe hacerse.
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Autoevaluacién (Taller en grupo)

En los ejercicios del 1 al 4 verifique que la funcién dada es solucién de la ecuacion diferencial:

1Lay =y In(%) y=elcw — et +cy

2. yy" =) +y VY + ()2 v =c +In(152)



4. /2t + y(xdy + ydz) + 23dx + y3dy = 0

CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

ot +yt = (20y + O)?
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La solucién de una ecuacioén diferencial ordinaria puede ser dada en forma explicita o implicita, en muy
pocos ejemplos se puede expresar la solucién en forma explicita. Los cdlculos, incluso para ecuaciones que
parecen muy simples, rdpidamente se vuelven muy complicados y uno rdpidamente comienza a comprender
que las soluciones elementales no siempre serén posibles. Fue Liouville (1841) quien dio la primera prueba
del hecho de que ciertas ecuaciones, como gy = 2 + y? no puede ser resuelta en términos de funciones
elementales.

Ejemplo 1.8 La relacion

x
Iny +y* — /e*“Qdu =0, cony >0,
0

es considerada una solucidn en forma implicita de la ecuacion diferencial

) —z?

(1+2y°)y — yeﬂg2 =0 o también y = W@

Esto puede ser visto derivando la relacion dada tmplicitamente con respecto a x. Esto conduce a

x

d 1 14 2y2
— lny+y2—/e’“2du = O<:>y'+2yy'e””2—0<:>( toy >y'—e:”2
dx Y Y
0
Y .2
—t =7 z‘
Y15 22¢

Observacion 1.4 Las soluciones a la mayoria de las ecuaciones diferenciales no se pueden expresar en
términos finitos utilizando funciones elementales. A algunas soluciones de las ecuaciones diferenciales,
debido a su itmportancia en las aplicaciones, se les dio etiquetas especiales (por lo general el nombre de
un investigador de sus propiedades) y por lo tanto se refiere a las funciones especiales. Por ejemplo, hay
dos integrales sinusoidales conocidas:

T “+oo
Si(z) = / SNt si(a) = — / be:tdt = Si(r) - 2,
0 x

t

y tres integrales coseno:

*1— cost 0 cost “cost
Cin(x) = / %dt, ci(x) = —/ %dt y ci(z)=v+Inz —|—/ %dt,
0 T 0

donde v =~ 0,5772 es la constante de Euler.

Otro comando para graficar en MATLAB es fplot, las grificas 1.5 y 1.6 se obtienen con los siguientes
comandos:

>> syms t

>> f=’gin(t)/t’;

>> fplot(f, [-6*pi,6%pil);
>> grid on

>> syms X;

>> g=int(f,t,0,x);

>> figure

>> ezplot(g, [-6*pi,6%pil);
>> grid on



12 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

sin(t)

Figura 1.5 Gréfica de la funciéon ——.

i i i
1t 10 1 o £ 10 ig

Figura 1.6 Grafica de la funcién seno integral

Si(z) = / sent .
o U

Ejemplo 1.9 Use integral definida para encontrar una solucion explicita al problema de wvalor inicial
xy' =senz, sujeto a y(0) = 1.

La ecuacion diferencial se escribe % = smx(z)

del cdlculo se obtiene [ dy = [ ) 4t o también y(x) —y(0) = Iy %dt, finalmente y(z) = 1+ Si(z).

, integrando y aplicando el primer teorema fundamental

MATLAB incorpora estas funciones especiales, por ejemplo para utilizar la funcién seno integral,
utilice los siguientes comandos:

>> sinint(pi)
>> ans = 1.8519
1.1.3. Soluciones particular y solucién singular

Una solucién de una ecuacién diferencial es llamada solucién particular, si ella no contiene cualquier
constante arbitraria. Dando a C un cierto valor, obtenemos una solucién particular de la ecuacién diferen
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cial. Asf que cada valor especifico de C' en la solucién general identifica una solucién o una curva particular.
Otra forma de especificar una solucién particular de ¢y’ = f (x,y) es imponer una condicién inicial:

y(zo) = Yo,

que especifica una curva solucién que pasa por el punto (g, yo) en el plano. Sustituyendo en la solucién
general y (xg) = yo, determinamos el valor de la constante arbitraria.

A veces, por supuesto, no existe valor de la constante que satisfaga la condiciéon dada y (z¢) = yo, lo
que indica que no hay una solucién particular con la propiedad requerida entre toda la familia de curvas
integrales de la solucién general.

Definicién 1.1 Una ecuacidén diferencial y' = f(z,y) (o, en general, F(x,y,y') = 0) sujeta a la
condicion inicial y (zo) = yo, donde Ty y yo son valores especificos, es llamado un problema de valor
inicial o un problema de Cauchy.
xr
Ejemplo 1.10 Mostrar que la funcion y(z) =z |1 —I—/
1

CoOsu

du| es una solucion del siguiente problema
de valor inicial:
vy —y=uwmcosz, y(l)=1.
La derivada de y(x) es:

x

x
Y (z) = 1Jr/cosudquzcosx :1+COS$+/cosudu‘
u x U
1

1

Luego,

x €T

cosu cosu
:cy'—y:erxcostr:c/ du —x 1+/ du| = zcosz.

u u
1 1

La condicion inicial también es satisfecha, pues,

1

y(1)=1- 1+/COS“du ~1.

u
1

Definicién 1.2 Una solucion singular de y' = f (x,y) es una funcion que no es un caso especial de la
solucion general y para la que la singularidad del problema de valor inicial ha fallado.

No toda ecuacion diferencial tiene una solucioén singular, pero si lo tiene, la solucién singular no puede
ser determinada de la solucién general para algin valor particular de C, incluyendo 400, puesto que las
curvas integrales de la solucién general no tienen puntos comunes. Una ecuacién diferencial puede tener
una solucién que no es ni singular ni miembro de la familia uniparamétrica de las curvas de la solucién
general. De acuerdo con la definicién, una solucién singular siempre tiene un punto en el plano donde se
encuentra con otra solucién. Dicho punto se refiere generalmente como un punto de ramificacién. En ese
punto, dos curvas integrales se tocan porque comparten la misma pendiente ' = f (z, ), pero no pueden
cruzarse entre si. Por ejemplo, las funciones y = 22 y y = 2 tienen la misma pendiente en x = 0, ellas
se tocan, pero no se cruzan.

Una solucién singular de especial interés es la que consiste en su totalidad de los puntos de rami-
ficacién en cada punto que es tangente a otra curva integral. Una envolvente de una familia de curvas
uniparamétrica es una curva en el plano xy tal que en cada punto es tangente a una de las curvas in-
tegrales. Puesto que no hay una definicién universalmente aceptada de una solucién singular, algunos
autores definen una solucién singular como una envolvente de la familia de curvas integrales obtenidas
a partir de la solucién general. Nuestra definiciéon de una solucién singular incluye no solo las envol-
ventes sino también todas las soluciones que tienen puntos de ramificacién. Esta definicién més amplia es
motivada por las aplicaciones practicas de las ecuaciones diferenciales en el modelado de los problemas
del mundo real. La existencia de una solucién singular da una senal de aviso en el uso de la ecuacién
diferencial como modelo fiable.
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Una condicién necesaria para la existencia de una envolvente es que z, y, C satisfagan las ecuaciones:

o
(I’(.Z‘,:%C)ZO y %:07

donde @ (z,y,C) = 0 es la ecuacién de la solucién general. Eliminando C podemos introducir una funcién

que no es una solucién de la ecuacion diferencial dada. Por lo tanto, cualquier curva encontrada al resolver
. 0P . . . . .

el sistema ® (x,y,C) =0 y ——= =0, se debe comprobar si se trata una solucién de la ecuacién diferencial

oC

dada o no.

Ejemplo 1.11 Consideremos la ecuacion diferencial

Y =2, cony>0,

donde la raiz toma el signo positivo. Supuesto que y > 0, dividimos ambos miembros de la ecuacion
diferencial por 2,/y, lo que nos conduce a una ecuacion a variables separables.

!
d
Qy% =1, o también o Vy) =1,

de la regla de la cadena, se sigue que:

d _ 1 —-1/2,

ge VW) =5y Ty
Por tanto, \/y = v+ C, donde x > —C'". La solucion general de la ecuacion diferencial dada estd formada
por la familia uniparamétrica de semipardbolas y(x) = (z + 0)2, o también C' = \/y —x, conx > C.

Algunas soluciones de y' = 2,/y y la solucién singular y = 0 se pueden ver en la figura 1.7. Esta
se obtiene utilizando la funcién dfield8 que permite graficar campos direccionales y que se la puede
descargar de la pagina http://math.rice.edu/~dfield/.
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Figura 1.7 Curvas integrales de la ecuacién diferencial

Y =2/y.

La funcién potencial para una ecuacién diferencial dada es 1 (z,y) = \/y — «. La ecuacién 3’ = 2,/y
tiene también una solucidén trivial y = 0 que consiste de puntos de ramificacién, llamada la envolvente.
Esta funcién es una solucién singular puesto que y = 0 no es un miembro de la familia de soluciones
y(z) = (x4 C)* para cualquier eleccién de la constante C'. La envolvente de la familia de curvas puede
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0P
2 0P 2

(z4+C)Y—y=0y 3 =2(z+C)=0,donde & (z,y,C) = (z+C)" —y.

Podemos dibujar algunas soluciones junto con la solucién singular y = 0 como se indica en la gréfica
de abajo.

En realidad, la ecuacién dada tiene una infinidad de soluciones singulares que podrian ser construidas
a partir de la singular envolvente y = 0 y la solucién general juntando partes de soluciones. Una envolvente
no necesariamente vincula las curvas integrales de un lado. Por ejemplo, la solucién general de la ecuaciéon
diferencial i’ = 3y?/3 consiste de y = (z + C’)3 que llenan todo el plano xy. La envolvente es y = 0.

también ser encontrada del sistema ® (z,y, C) = 0, resolviendo el sistema de ecuaciones:

Ejemplo 1.12 La ecuacion diferencial 5y’ = 2y~3/2, y # 0, tiene la familia uniparamétrica de soluciones

y=(z— 0)2/5, que puede ser escrita en forma implicita ® (z,y,C) = 0, con ® (z,y,C) = y°—(x — 0)2/5.
Derivando con respecto a C' e igualando a cero, obtenemos y = 0, que no es una solucion. Fste ejemplo

0P

muestra que las condiciones ® (x,y,C) =0 y 3

= 0, son solamente necesarias para la existencia de

la envolvente.

Ejemplo 1.13 Pruebe que la funcion y(x) definida implicitamente por la ecuacion y = arctan (x 4+ y)+C,
donde C' es una constante, es la solucion general de la ecuacion diferencial (x + y)2 y =1.
La regla de la cadena muestra que

de donde p
Y

=14 -2,

Yy
+(x+y)2% .

@y
dx
De donde se sigue que (z + y)2 y =1.
A continuacién se muestra como utilizar el comando dfield8 en MATLAB para graficar las curvas
integrales, al ejecutar el comando

>> dfield8

Aparecera después de unos segundos la pantalla que se muestra en la figura 1.8, ingrese todos los
valores correspondientes de la ecuacién diferencial: la variable independiente, la variable dependiente, la
ecuacion diferencial, los limites inferiores y superiores de las variables y de un click en el botén Proceed
y automadticamente aparece las curvas integrales de la ecuacién diferencial que se indica en la figura 1.8.

Bl dfields Setup — m| X

File Edit Gallery Desktop Window Help k]

The differential equation.
y| "= | o2

The independent variable is x

Parameters = =
&
expressions: = =

The display window.

The minimum value of x = -2 The minimum value ofy = -4
The maximum value of x = 2 The maximum value ofy = 4
Quit Revert i Proceed

Figura 1.8 Pantalla principal al ejecutar el comando dfield8.
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En la figura 1.9 se muestra las curvas integrales.

El siguiente ejemplo muestra cémo para una funcién que contiene una constante arbitraria como
un parametro podemos encontrar una ecuacién diferencial relevante para la cual la funcién dada es su
solucién general.

—x B
es la solucién general de la

Para una constante arbitraria C', mostrar que la funcién y = 5
x

ecuacion diferencial
(1+2zy)dz + (14 2%) dy = 0.
Pruebe que esta ecuacion no tiene otras soluciones.
Solucién. La ecuacién diferencial de esta funcién es

7(1+m2)7(07x)2:rd 22 —1-2Cz

dy = y'dx = r = dx.
(1+22) (1+22)°
Multiplicando ambos miembros por 1 + 22, tenemos
22 —-1-2Cx —22 —1+22%2-2Cx C—=x
( +a¢) Y 7(1—%902) x T2 x ( + $1+z2) T
t Co2 bt
uesto que y = ——, obtenemos
¥, P que y = =5,
2
9 ot —=1-2Cx ,

., -z .
Vamos a probar ahora que no hay otra solucién que y = 5 - Resolviendo para C, encontramos la

1+z

funcién potencial ¢ (x,y) = (1 + xz) y~+x. Suponiendo lo contrario, es decir que existe otra solucién, sea
y = ¢(x) una tal solucién. Sustituyendo y = ¢(z) en la funcién potencial ¢ (z,y), obtenemos una funcién
que denotamos por F(z), que es, F(z) = (1 + 2?) ¢(z) + 2. Derivando obtenemos

Fl(z) =2z¢(z) + (1 +2°) ¢'(z) + L.

142
Puesto que ¢'(x) = 7%;?2(%)’ tenemos
F'(z) = 2z¢(z) — (1 + 2z¢(x)) + 1 = 0.
Por lo tanto, F'(x) es una constante, que denotamos por C. Esto es, ¢(z) = 1C+_ :c2
x

Figura 1.9 Curvas integrales de la ecuacién diferencial

r_ 1
Y = @
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Ejemplo 1.14 Sea y' = f(x,y) = /|y| para cada y € R. Como esta funcion es continua en todo el
plano, entonces la ecuacion diferencial tiene la forma y' = f (z,y). Las siguientes funciones son todas
soluciones:

1

—Z(x—oz)z, stz < a;
Yapl@)=19 0,sia<z<f;
1
1(35—5)2; sif<w
donde o < 3. Es posible que a = —o0 o0 bien § = co. Observamos que existe un conjunto infinito de

soluciones que satisfacen ¢ (0) = 0.

La figura 1.10 muestra el campo de direcciones obtenido con el comando dfield8, y también las curvas
integrales que se obtienen facilmente al dar un click en la pantalla que sale el campo de direcciones.

Figura 1.10 Campo de direcciones y curvas integrales
obtenido con el comando dfield.

Ejemplo 1.15 Sea 2’ =z —t, Para cada C € R emiste la solucion dada por oo (t) =1+t+Ce', t € R.
Estas son las unicas soluciones. La figura 1.11 de abajo muestra su grifica. Las soluciones se separan
entre st al aumentar el tiempo, por lo que un pequeno cambio en las condiciones iniciales produce un
error que va aumentando con el transcurso del tiempo.
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v
=]

=
T

2]

Figura 1.11 Campo de direcciones y curvas integrales
T =z —t.

Ejemplo 1.16 Sea z' = 2xt. Las soluciones son ¢(t) = Ce’” donde t € R.

Para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial en MATLAB utilice el siguiente comando

>> dsolve (’Dx-2*x*t=0’)
>> ans =C5*exp(t~2)

C
Ejemplo 1.17 Sea 2’ = _z Las tinicas soluciones son las ramas de las hipérbolas ¢ (t) = 7 para

t eI, donde I =]—00,0[ o bien I =]0,00].
1
2

Las tnicas soluciones de la ecuacion diferencial ©’ = x* son las ramas de las hipérbolas ¢ (t) =

C—t
para todo t € I, con I =]—00,C[ o0 bien I =]C,+ool.

Isoclinas

Cualquier miembro de la familia f(x,y) = ¢ se llama isoclina, que significa curva a lo largo de la cual
la inclinacién de las tangentes es igual. Al hacer variar el pardmetro c, se obtiene un conjunto de isoclinas
en que los elementos lineales se construyen adecuadamente. La totalidad de esos elementos lineales se
denominan: campo de direcciones, campo direccional, campo de pendientes o campo de elementos lineales
de la ecuacién diferencial % = f(z,y).

Ejemplo 1.18 Las isoclinas de la ecuacidn diferencial y, =y —x sony—x = m, que son rectas de
pendiente 1 y ordenada en el origen m.

(z—-1Dy

Ejemplo 1.19 Dada la ecuacion diferencial zy’ + (1 — x)y = 0, las isoclinas son ahora ~——= =m,
T
0 si despejamos vy :
_mx
v= r—1

curvas que pasan por (0,0) y tienen una asintota vertical en el punto x = 1.
La pendiente en el origen no estd definida. De la expresion obtenida en primer lugar, uno puede
deducir que la recta © = 1 es una isoclina de pendiente igual a cero. Asimismo, x = 0 es una isoclina de

la ecuacion (d—) con pendiente igual a cero (o si se quiere de la ecuacion inicial con pendiente co). El

dibujo de las isoclinas y soluciones se muestra en la figura 1.12.
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Figura 1.12 Isoclinas de la ecuacién diferencial y/ =

Ejemplo 1.20 Otras caracteristicas de las soluciones pueden obtenerse de la propia ecuacion, Por ejem-
plo, el conjunto de puntos de inflexion estd contenido en el conjunto de puntos que anulan a la sequnda
derivada y puede obtenerse de la ecuacidon sin mds que derivar:
af | of
"= =+ —f(z,y) =0.
V= T oy (z,y)

Ejemplo 1.21 Dada la ecuacidn diferencial y' = y?> — x, las isoclinas de esta ecuacion son las curvas
y2 —x =m, es decir pardbolas con eje horizontal. La derivada sequnda de una solucion es:

y”:2y’y—1:2y(y2—m)—1

y por tanto, la ecuacion de los posibles puntos de inflexion es la expresion anterior igualada a cero, es
decir;
1
=y - —.
2y
En la siguiente figura pueden verse las isoclinas, curva de puntos de inflexion y algunas soluciones.

Ejercicio 1.5 Representar las isoclinas de la edo y' = 2x —y. ;Qué tipo de curvas son dichas isoclinas?
Representar las isoclinas correspondientes a m =0y m = 2.5 Qué particularidad tiene la correspondiente
am=27?

Ejercicio. Construir el campo de direcciones y las curvas de nivel de la edo y' = sen(z) + y.

2 —
Ejemplo 1.22 Dibujemos aprozimadamente las soluciones de y' = i
r—y
. S 22—y 2 —
Solucion. Trazamos algunas isoclinas = C, de donde y = 1 Cac (rectas que pasan por el
T—y —

origen), para diferentes valores de C' y sobre cada una de ellas dibujamos algunos segmentos de pendiente
C.

C =0= y = 2z (segmentos horizontales: posibles mdzimos y minimos de las soluciones)
3
C=1=2=0; C’=—1$y=§x;

Una vez que sabemos que las isoclinas son rectas y = ma (es trivial ver que esto sucede en toda

ecuacidn homogénea) es mas cdmodo dibujar la recta de pendiente m que uno quiera y trazar sobre ella
. 2—m
segmentos de pendiente C' = f (x,mx) = ="
—m

3
m=0—=C=2; m=1— K =+o00; m=—1=>C’=§
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Las curvas tangentes a estos segmentos parecen ser cerradas (o tal vez espirales poco abiertas). Podemos
resolver la ecuacion y comprobar (el ejemplo es poco practico). Hay dos formas de hacerlo: mirandola como
ecuacion homogénea o como exacta:

9_ Y
y=1—v o @-y+-2)y =0
xr
Por los dos caminos se llega a y> — 2xy + 222 = C con lo que las soluciones son elipses. Con

mas propiedad, cada una de ellas define de hecho dos soluciones en (—\@, \@) cy =+ V0 — 22,
y=x—VC —x? funciones definidas en [—\/5, \@} no derivables en & = +v/C.

1
Dada la ecuacion diferencial y' = x — 2y, las isoclinas son y = 3 (x — C) (rectas de pendiente— ).
1 1
Dibujamos las de C = —1, —%, 0, %, 1y % (que cortan respectivamente x = 0 en y = 37 0, T
1 3 )
2 ¥V T/

1
SiC = 3 la recta y los segmentos trazados sobre ella tienen la misma pendiente y por tanto la isoclina

es solucion de la ecuacion (por ser tangente al campo de direcciones).
Podemos, también en este caso, resolver la ecuacion (que es lineal) y comprobar. Bastard sumar

1
— — +Ce 2 (a lo mismo

x
la solucion general de la homogénea a la particular ya encontrada: y = 51

llegartamos con la férmula y = Ce™?* + e=2* [ ze**dx).

Ejemplo 1.23
, Bay + 2y?
24y

Es una ecuacion homogénea (tanto el numerador como el denominador son homogéneos de grado 2), con

3z + 222 z(z+2)
— = f(l,2) 2= ———.
T Fz) —z=——+

Las soluctones lineales son por tanto y =0y y = —2z. Las demds soluciones estdn dadas por
z+1 1/1 1 1
1 C= | ———dz= [ = |-+ ——=]dz?=1 2)|,
oglel + /z(z+2) : /2<z+z+2> 220g|z(z+ )

z2(z+2) = Ca2?.

f(laz) =

de donde

con K = 4+e2Y constante no nula. Resolviendo esta ecuacion cuadrdtica en z vy sustituyendo z = =

T
y=—-xtxv1+Czx?.

1
FEsta solucion estd definida para todo x si C > 0, y para |z| < ﬁ si C < 0. En este caso f es singular

en las rectas x = 0 y x +y = 0, por lo que el abierto U estard contenido enuna de las cuatro regiones
abiertas determinadas por la interseccion de estas rectas. En cada una de estas regiones el signo del
radical en la formula anterior estd bien determinado: por ejemplo, six <0y z+y > 0 deberd tomarse
el signo —. Finalmente, ndtese que haciendo C =0 en la férmula obtenemos las dos soluciones lineales.

obtenemos finalmente

Ejemplo 1.24 Sin embargo esta estrategia no siempre produce los frutos deseados. Sin ir mds lejos, el
problema

no tiene solucion y
{ y/ _ 3y2/d

tiene al menos dos soluciones dadas por y(x) =0y y(x) = 2. Se verd mds adelante bajo qué condiciones
los problemas de existencia y unicidad tienen asociados una tunica solucion.
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Autoevaluacién (Taller en grupo)

En los siguientes ejercicios utilice el comando dsolve para resolver la ecuacion diferencial:

1. a:zy” + :Ey, =1

2.9+ )2 =1y )

21
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3. En los siguientes ejercicios grafique el campo de direcciones con dfield8:

Yy
D) o/ = +sin(2)

az®—1
C) y/ = (I(rz_;'_l))y

d) ' (y)? =22y +y=0
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Ejercicios

23

En cada uno de los siguientes ejercicios se presenta una ecuacién diferencial y una funcién. Verificar
que la funcién es solucién de la ecuacién diferencial. En cualquier caso, las C' (con subindice o sin él) que

aparecen son constantes.

sen x
1. 2y +y=cosz; y= .
x
C
2.y — (tanz)y =0; y = .
cos T

3. yy =z —223;, y=2zv1—22

d,
7. :csenzd—y+(senx+xcosx)y:xe Ty =

T

1
8. y +ycosx = isen2x;

ex—1)+C

rsenx

x

y=senx — 1+ Ce "%,

d 1++v1— 22
9.x—y+7y :(1—1—\/1—3:2)65”; y=<+ . x

dr /1 — 22

dy\> d
10. y(dyyc) +2x£fy:();

1.y =elv);  y=In(C+

12. zy

13. (952 + y2) dx — 2zydy = 0;
14. 2y’ = ytan(lny); y=e

ddy  3d%y
15, — + —
dx3  z dx?

y? =20z + C?.

er).

dy\? dy
(% (22N 2 o2
1 <dx> ]) (% —y a)dac’ y*=Cz T C

y=+va?—Cu.

arcsen(Cx)

C
— = 0; y=C1w+?2+C3~

x

16. y/—yze”+”’2; y:ew/etht—i—Ce”’.

17.

de — 1+y2’ T

18. (asyQ)/ = x93 (x2 + 1);

0

dy 1+4+a? y+C

Cy’
_ 5
YT T i -COva

) (e 4+ C).

con k una constante.

y = Credarcsen® o Cye—Aarcsent donde A es una constante.

di E

19. Ld—z +Ri=F; i= = + Ce 1t ; donde L # 0; R # 0y F son constantes dadas y C es una

constante arbitraria.

d*y dy e’
20. —= — 2k + K2y = e = (Cy +C ke %

107 5 TEy=¢s y=(CitCare +(k—1)2’

2

21. (1_$2)ﬂ —a:@—Azyzo;

dx? dx
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22. Una solucién general de la ecuacién diferencial yy’ — 4z = 0 puede escribirse como 422 — y? = C.
Determinar la solucién particular que satisface a la condicién y (2) = /7.

23. La ecuacién diferencial ¥ + 4y = 0 admite a y = Acos (2t) + Bsen (2t) como solucién general.
Determine la solucién particular que cumple con y (0) =3 y 3" =8.

1.2. Ecuaciones diferenciales auténomas

1.2.1. Notas sobre ecuaciones diferenciales auténomas

Considérese una ecuacién del tipo ' = f(z), donde la incégnita es una funcién z(t). Este tipo de
ecuaciones se llaman auténomas porque la funcién f no depende de la variable independiente t. Observe
que son ecuaciones de variables separables. Existe un método para resolverla, lo que no quiere decir que
siempre se pueda resolver (es posible que las integrales que aparezcan no se puedan calcular). Por otro
lado, el hecho de que la ecuacién sea de variables separables implica que existe una tnica solucién de la
ecuacion que satisface x(tp) = g si f(xg) # 0.

Observacion 1.6 Sila ecuacion diferencial de primer orden satisface la propiedad de existencia y unici-
dad de solucion con dato inicial, entonces las curvas grificas de dos soluciones diferentes, no se intersecan.

Definicién 1.3 Un punto de equilibrio xq es estable si existe un entorno de xq tal que toda solucion que
en algin instante t caiga en ese entorno permanecerd dentro de él en el futuro y tenderd a xy cuando el
tiempo t tiende a +o0o. En caso contrario, el punto de equilibrio se llamard inestable.

Ahora, seria bueno saber cémo decidir si el punto de equilibrio es estable o no. Para esto volvamos
a la argumentacién de arriba: si la funcién f es positiva en = toda solucién que en un cierto valor ¢ sea
igual a = tendrd que ser creciente en el instante ¢. Por lo tanto, si f(xg) = 0y f(z) es positiva en un
semientorno izquierdo de g, entonces para cualquier x en ese entorno, se tiene que la solucién que pasa
por x crece y por lo tanto se mantendra en el entorno y tenderd a xg. Si, en cambio, f(x) es negativa
en un semientorno izquierdo de xg, entonces la solucién que valga x decrecerd, alejéndose asf de zq. El
mismo tipo de consideraciones sirve para un entorno derecho de zg.

Notar que, en particular, si en un entorno reducido de x( el signo de f es constante, entonces xg es
inestable:

Concluimos los siguientes resultados de estabilidad:

Proposicién 1.7 Un punto de equilibrio xq es estable si f(x) es positiva en un semientorno izquierdo
de xg y negativa en uno derecho.

Proposicién 1.8 Un punto de equilibrio xg es inestable si f(x) es negativa en un semientorno izquierdo
de xo o positiva en uno derecho.

Si f es una funcién derivable, la condicién de la Proposicién 1 es verificada siempre que f'(zg) < 0,
y entonces se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.9 Un punto de equilibrio x es estable si f'(xg) < 0.
Idénticas consideraciones permiten afirmar también:
Corolario 1.10 Un punto de equilibrio xq es inestable si f'(xp) > 0.

Finalmente, observamos que, ain cuando una ecuacién auténoma no pueda resolverse por lo com-
plicadas que puedan ser las integrales involucradas, de todos modos es posible calcular el limite de una
solucién cuando t tiende a +oo. En efecto, supongamos que se tiene determinado el signo de la funcién f
y que z es una solucién cuyo valor en algin instante ¢ pertenece a un intervalo |a, b[ donde f es positiva
y que f(b) = 0. Entonces = es una funcién creciente, y solo dejaria de ser creciente si en algiin momento
z(t) se pasa de b. Pero esto no es posible porque el punto b es de equilibrio, y si  alcanza alguna vez
el valor b quiere decir que es b para todo t. Se concluye que la solucién es creciente para todo t > 0, y
resta ver hasta donde llega, es decir, queremos saber todavia cudnto vale el tii+moo z(t), que sabemos que

existe porque la x(t) es creciente. Afirmamos que el limite es precisamente b: en efecto, si fuera menor,
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serfa algin « < b donde la f es positiva, y entonces z’(t) es mayor que una constante positiva a partir
de un cierto ¢, y eso es absurdo ya que implicaria que la z(t) tiende a +o00.

La conclusién es la siguiente:

Si x(to) pertenece a un intervalo donde f es positiva, entonces , h’gl x(t) = b, donde b es la menor de
— 100

las raices de f mayores que z(tg). Si no hay raices de f a la derecha de z(¢g), entonces el , h'gl x(t) = +o0.
— T 00

Idénticas consideraciones permiten afirmar que:

Si f es negativa en un intervalo que contiene a z(tp), entonces z(t) es decreciente y tiende a la mayor
raiz de f a la izquierda de z(tp). Como antes, si no hay raices a la izquierda de z(tg), entonces el limite
es —00.

Ejemplo 1.25 El siguiente es un modelo para la temperatura de un fluido: xz' = (332 — 336—!—2) e ",
donde x(t) indica la temperatura en el instante t. Si intentamos resolverla como las ecuaciones de variables
separables, quedaria

! _1 / dx —/dt
(22 =3z +2)e* 0 s (x2 =3z +2)e®

y la integral de la izquierda parece dificil de calcular. Puede ser que nuestro interés sea averiguar si la
temperatura llegard a 0 o no y cudles son los estados de equilibrio estables del sistema.

Para eso estudiamos el signo de la funcion f(x) = (2% — 3x +2)e % :

Los puntos de equilibrio (o sea las raices de f) son x = 1 y x = 2; se tiene que f es negativa entre 1
y 2y positiva fuera del intervalo [1,2]. Por lo tanto obtenemos las siguientes conclusiones:

1. Como f es positiva a la izquierda de 1 y negativa a su derecha, resulta que 1 es punto de equilibrio
estable.

2. Como f es negativa a la izquierda de 2 y positiva a su derecha, resulta que 2 es punto de equilibrio
inestable.

3. Si la condicién inicial es xy < 1 entonces la solucién tenderd al punto de equilibrio 1.
4. Si la condicién inicial es xg € ]1,2[ entonces la solucién tenderd al punto de equilibrio estable 1.
5. Si la condicién inicial es xy > 2 entonces la solucién tenderd a +oo.

6. Si la temperatura inicial es positiva, entonces se mantendra positiva en el futuro.

dy

Definicién 1.4 Una ecuacidn de primer orden en la forma i

f(y) es llamada auténoma (la variable

t no aparece explicitamente).

Definicién 1.5 Los ceros de f son llamados puntos criticos o puntos de equilibrio. Las soluciones con-
stantes son llamadas soluciones de equilibrio.

Ejemplo 1.26 FEncontrar las soluciones de equilibrio de la ecuacion diferencial Z—g =2y(l—y).

Solucion: Las raices de f(y) =2y(1—y) sony =0 y y = 1. Luego las soluciones de equilibrio
son y(x) =0 y y(x) = 1. El campo direccional y algunas soluciones se muestra en la figura 1.13.
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Figura 1.13 Soluciones de equilibrio de la ecuacién
diferencial % =2y(1—vy)

El campo de direccién de una ecuacién diferencial dada indica que a medida que z aumenta sin
limite, cada solucién o bien se mueve hacia o se aleja de una solucién de equilibrio. Si todas las soluciones
cercanas se mueven hacia una solucién de equilibrio determinada se llama asintéticamente estable, estable,
o atractor. La solucién y = 1 estd atrayendo. Una solucién de equilibrio se llama inestable o repelente
cuando todas las soluciones cercanas se alejan de él. La solucién y = 0 es repelente.

En los casos en los cuales las soluciones en un lado de una solucién de equilibrio se mueven hacia la
solucién de equilibrio y en el otro lado de la solucién de equilibrio se alejan de ella, la llamamos solucién
de equilibrio semi-estable.

Observacién 1.11 Soluciones de equilibrio pueden ser definidas para ecuaciones diferenciales no auténo-
mas.

Ejemplo 1.27 Por ejemplo, la funcion y(x) = 1 es una solucidn de equilibrio de la ecuacion diferencial
y'=(1-y)a
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Figura 1.14 Campos de direcciones de la ecuacién

diferencial ¢/ = (1 — y) 2%
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Una solucién de equilibrio no necesariamente tiene que atraer o repeler. El siguiente ejemplo ilustra
esta situacién.

Construir el campo direccional de la ecuacién diferencial y' = 4y (1 — y)2. Mostrar que y = 1 no es ni
estable ni inestable. El campo direccional se muestra en la figura 1.15.

o - ”.
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Figura 1.15 Campo direccional de la ecuacién diferencial

Note que la solucién de equilibrio y(x) = 1 no es ni estable ni inestable. Cerca de las soluciones que
comienzan debajo de ella son atraidos hacia arriba, hacia él, pero las soluciones cercanas que comienzan
por encima de ella son repelidos hacia arriba y lejos de ella. Otra representacion cualitativa de una ecuacion
diferencial es el modo llamado linea de fase. Una linea de fase consta de puntos sélidos y flechas. Los
puntos sélidos representan los puntos de equilibrio y las flechas indican las direcciones que las soluciones
se mueven cuando t aumenta.

Ejercicios

1. Encontrar todas las soluciones de equilibrio de cada una de las ecuaciones diferenciales auténomas
que se indican a continuacién.

a) y'=@W—-1)(y—2) Ay =@Uu-1)Hy—-2)(y-3)
b) ¥ = (y—1)(y—2)° d) y' =y =sin(y)

2. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma con una solucién de equilibrio en y = 1 y satisfaciendo
y <Opara —co<y<1ly 1<y<+oo.

3. Dada la ecuacién diferencial /() = y? (y? — 4).

a) Encontrar todas las soluciones y = constante, de la ecuacién diferencial.

Mostrar que si y(t) es solucién al problema, y (t — ¢p) es también solucién. Interprete el resul-
tado geométricamente.

b) jPara qué valores de y son las soluciones y(t) crecientes? jdecrecientes? Dibuje la linea fase
para el problema.

¢) Describa el comportamiento de las soluciones cuando ¢ tiende a infinito.

d) Determinar la concavidad de las soluciones.

4. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma con una solucién de equilibrio en y = 1 y satisfaciendo
Y <Opara —co<y<1ly 1l<y<+oo.
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5. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma que no tenga soluciones de equilibrio y que satisfaga
/
y > 0.

6. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma que no tenga soluciones de equilibrio y que satisfaga
/
y > 0.

1.3. Teorema de existencia y unicidad

Enunciaremos, sin demostracién, una variante menos potente, pero que resulta de mayor utilidad
préctica, ya que las condiciones suficientes son més faciles de comprobar que otras menos restrictivas que
pueden utilizarse en su lugar.

Teorema 1.12 (Existencia y unicidad). Si la funcion f y su derivada or son continuas en un

dy

dominio, el problema de condiciones iniciales

{ yy’z f(w,yy)

(ro) =90 ’

tiene una dnica solucion para cada condicion inicial (zg,yo)en el dominio.

1.3.1. Observaciones

Una ecuacién diferencial de primer orden ¢y’ = f (z,y) no necesariamente tiene una solucién que la
satisfaga. Por lo tanto, la existencia de una solucién es un problema importante tanto desde el punto de
vista tedrico como de las aplicaciones.

Algunos fenémenos son modelados por una ecuacién diferencial, entonces la ecuacién debe tener una
solucién. Si no lo tiene, entonces presumiblemente hay algo mal con la modelacién matemética y la
necesidad de simulacién para mejorar. Por lo tanto, un ingeniero o un cientifico les gustaria saber si una
ecuacion diferencial tiene una solucién antes de invertir tiempo, esfuerzo, y las aplicaciones informéticas
en un vano intento de resolverlo.

Una aplicacién de un paquete de software puede fallar para proporcionar una solucién de una ecuacién
diferencial dada, pero esto no significa que la ecuacién diferencial no tiene una solucién.

Siempre que un problema de valor inicial se ha formulado, hay tres preguntas que pueden formularse
antes de encontrar una solucién:

1. ;Existe una solucién de la ecuacién diferencial que satisface las condiciones dadas?

2. Si existe una solucién que satisface las condiciones dadas, puede haber una solucién diferente que
también satisface las condiciones?

3. ;Cudl es la razén para determinar si un problema de valor inicial tiene una solucién tnica si no
vamos a ser capaces de determinar de forma explicita?

Una respuesta afirmativa a la primera pregunta es nuestra licencia de caza para ir en busca de una
solucién. En la practica, se desea encontrar la solucién de una ecuacién diferencial que satisface las
condiciones dadas a menos de un nimero finito de cifras decimales. Por ejemplo, si queremos dibujar
la solucién, nuestros ojos no pueden distinguir dos funciones que tienen valores que difieren en menos
del 1%. Por lo tanto, para aplicaciones de impresion, el conocimiento de tres cifras significativas en la
solucién es exactitud admisible. Esto puede hacerse, por ejemplo, con la ayuda de paquetes de software

disponibles.
En general, la existencia o unicidad de un problema de valor inicial no puede ser garantizada. Por
ejemplo, el problema de valor inicial ¥ = 3%, * < 1, y(1) = —1 tiene una solucién y = —z~*, que no

existe para x = 0. Por otra parte, el problema de valor incial y* = 2,/y, muestra que el problema de
valor inicial puede tener dos (o0 mas) soluciones.

Para la mayoria de las ecuaciones diferenciales en este libro, hay soluciones unicas que satisfacen ciertas
condiciones establecidas. Sin embargo, consideremos la ecuacién diferencial xy’ — 5y = 0. Supongamos
que un cientifico ha dibujado una curva experimental como se muestra en la figura 1.16.
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Figura 1.16 Curva experimental a la izquierda y solucién
modelada a la derecha.

La solucién general de la ecuacién diferencial es y = C2® con una constante arbitraria C. De la
condicién inicial y(1) = 2, se sigue que C' = 2 y por tanto y = 2x°. Por lo tanto, los graficos tedricos y
experimentales estuvieron de acuerdo para x > 0, pero no estdn de acuerdo para z < 0.

Si el cientifico habria asumido erréneamente que existe una solucién inica, él puede decidir que la
matematica era incorrecta. Sin embargo, puesto que la ecuacién diferencial tiene un punto singular x = 0,
su solucién general contiene dos constantes arbitrarias, A y B, una para el dominio = > 0 y otra para
z < 0. Asi que

Azb siz >0,
y(w) = { Bx®,siz <0.

Por lo tanto, el gréfico experimental corresponde al caso A =2 y B =0.

Ahora supongamos que para la misma ecuacién diferencial xy’ = 5y tenemos la condicién inicial en
el origen y(0) = 0. Entonces cualquier funcién y = Cz° la satisface para cualquier valor de C' y tenemos
entonces una infinidad de soluciones al problema de valor incial dado.Por otra parte, si queremos resolver
la ecuacién dada con la condicién inicial y(0) = 1, estamos fuera de suerte. Este problema de valor inicial
no tiene solucién.

A continuacidn, trataremos dos teoremas fundamentales para ecuaciones diferenciales de primer orden
sujetas a condiciones iniciales que prueban la existencia y unicidad de sus soluciones. Estos teoremas
establecen condiciones suficientes para la existencia y unicidad de una solucién; esto es, si las condiciones
se cumplen, entonces la unicidad y/o existencia estdn garantizadas. Sin embargo, las condiciones no
son condiciones necesarias en absoluto; todavia puede haber una solucién tnica si no se cumplen estas
condiciones. El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales.

Teorema 1.13 Consideremos el problema del valor inicial para la ecuacion diferencial lineal

{ Y +a(z)y = f(z)
y(T0) = Yo,

donde a(z) y f(x) son funciones conocidas y yo es un valor inicial arbitrario dado

Asumiendo que las funciones a(x) y f(x) son continuas en un intervalo abierto a < x <  que contiene
el punto zp. Entonces el problema de valor inicial ¥’ 4+ a(z)y = f(z), y(x0) = yo, tiene una tinica solucién
y = ¢ (x) en el mismo intervalo |a, B].

Mostramos que si y’ + a(x)y = f(z) tiene una solucién, entonces debe estar dada por la férmula
siguiente:

y(z) = u' () [ / (@) (z)dz + c} . con p(z) = exp { / a(m)dm} .
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Donde p(x) es una funcién derivable no nula en el intervalo |a, 5[. Se tiene que

d

7 H(@)y(@)] = p(a) f(2).

puesto que u(xz) y f(z) son funciones continuas, su producto p(z)f(x) es integrable y la ecuacién
y(z) = p~Y(z) [[ w(z) f(z)dz + C], se sigue de esta ultima ecuacién. Por tanto, la funcién y(x) existe
y es diferenciable en el intervalo Ja, S[. Sustituyendo la expresién para y(x) en la ecuacién diferencial,
podemos verificar que esta expresién es una solucién de la ecuacién diferencial lineal. Finalmente, la
condicién inicial determina la constante C' de manera tnica. Por sustitucién directa

Si escogemos como limite inferior xy en todas las integrales en la expresién y(x)

enonees @)= [ [ s6rts +m] o) = e { [t}

es la solucién del problema de valor inicial ¢’ + a(z)y = f(z), y(xo) = yo.
En 1886, Giuseppe Peano da condiciones suficientes que solo garantizan la existencia de una solucién
para problemas de valor inicial.

_ Ju@)f(z)detC
w(z) ’

Teorema 1.14 (de Peano) Supongamos que la funcion f(x,y) es continua en algin rectdngulo:
) ) b
Q={(z,y):zo—a<z<zo+a, y—-b<y<yo+b}.Sea M= mix |f(z,y)|, h=minqa,— 7.
(z,y)€Q M

Entonces el problema de valor inicial y' = f(x,y), y(zo) = yo, tiene una solucion en el intervalo
[.’L‘()—h,.’l,'o—l-h].

En la mayoria de las presentaciones de hoy, el teorema de Peano se demuestra con la ayuda del
principio de compacidad Arzela-Ascoli para una sucesién de funciones o el teorema del punto fijo de
Banach, que estdn mads alld del alcance de este libro.

El teorema de existencia de Peano puede ser mirado como una generalizacién del teorema fundamental
del célculo, que hace la misma afirmacién para la ecuacién de primer orden 3y’ = f(z). La intuicién
geométrica sugiere que se puede obtener una curva solucién, si la hay, de la ecuacién y' = f(z,y)
enhebrando los segmentos del campo de direccién.

Giuseppe Peano (1858-1932) fue un famoso matemdtico italiano que trabajé en la universidad de
Turin. En 1890, Peano mostré que la solucién de la ecuacién diferencial no lineal 3/ = 3y2/3 sujeta
a la condicién inicial y(0) = 0 no es unica. Descubrié y publicé una método para resolver ecuaciones
diferenciales lineales usando aproximaciones sucesivas. Sin embargo, Emile Picard habia redescubierto
de manera independiente este método y lo habia aplicado para mostrar la existencia y singularidad de
las soluciones a los problemas de valores iniciales de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Su resultado,
conocido como el teorema de Picard, impone una condicién mds fuerte en f(z,y) para evitar que la
ecuacion 3’ = f(x,y) tenga soluciones singulares.

Conjectura 1.15 Sila funcion continua f(x,y) en el dominio Q = {(z,y) :a <z < f, —o00o<y< +4oo }
satisface la desigualdad |f(z,y)| < a(x) |y| + b(x), donde a(x) y b(x) son funciones continuas positivas,
entonces la solucién al problema de wvalor inicial yv' = f(z,y), y(xo) = yo, existe en el intervalo
a<z<pf.

Teorema 1.16 de Picard. Sea f(x,y) una funcion continua en un dominio rectangular Q que contenga
el punto (zg,yo). St f (x,y) satisface la condicion de Lipschitz

If (z,91) = f(z,92)] < Ly — ya

para alguna constante positiva L (llamada constante de Lipschitz) y x, y1, y y2 de Q, entonces el problema
de valor inicial y' = f (z,y), yo = y(xo) tiene una solucion unica en algin intervalo xo—h < x < xzg+h,

b
donde h es definida por h = min « a, [ e M = méx(, ealf (z,9)].

El teorema de Picard impone una condicién mds fuerte sobre f (z,y) para evitar que la ecuacién
y' = f (z,y) tenga soluciones singulares.
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Demostracién. No podemos garantizar que la solucién y = ¢ (z) del problema de valor inicial existe
en el intervalo|zg — a,z¢ + a| porque la curva integral y = ¢ (x) puede existir fuera del rectangulo .
Por ejemplo, si existe z1 tal que 29 —a < a1 < zp+a yyo+b= &(x1), entonces para x > x1 (si
x1 > xp) la solucién ¢ (z) puede no estar definida.

Definitivamente sabemos que la solucién y = ¢ (x) estd en el rango yo — b < ¢ (z) < yo + b cuando

b
g —h <z <z0+h, conh:ml’n{a,M}
Observaciones:

= En 1838, Joseph Liouville fue el primero en usar el método de aproximaciones sucesivas en un caso
especial.

= Charles Emile Picard (1856-1941) fue uno de las m&s grandes mateméticos franceses del siglo
diecinueve.

» Es llamada la condicién de Lipschitz en honor al matematico aleman Rudolf Lipschitz (1832-1903),
quien lo introdujo en 1876 al elaborar pruebas de existencia para ecuaciones diferenciales ordinarias.

Corolario 1.17 Si las funciones f (z,y) y == son continuas en un rectdngulo

Ay
Q={(z,y):mo—a<z<mo+ta, Yo-b<y<y+b},
entonces el problema de valor inicial y' = f(x,y), y(zo) = yo, tiene una inica solucion en el intervalo

b
|z — zo| < h, donde h estd definido por h = min\< a, i con M = méax, yeolf (z,y)| v la constante

of (z,y) ’
oy |

de Lipschitz es L = max

0
Corolario 1.18 Si las funciones f (z,y) y or son continuas en una vecindad del punto (xo,y0) Y

y

f (zo,y0) # 0, entonces el problema de wvalor inicial y' = f(x,y), y(xo) = yo, tiene una tinica solucion.

Ejemplo 1.28 Consideremos nuevamente el problema de valor inicial y' = 2y*/2, y(0) = 0. El teorema
de Peano garantiza la existencia para el problema de valor inicial puesto que la funcion f(x,y) = 2y1/2
es continua.El punto critico y = 0 es obviamente una solucion del problema de valor inicial. Podemos
mostrar que f (z,y) = 2y"/? no es una funcion de Lipschitz asumiendo lo contrario. Existe entonces una
constante positiva L tal que

‘yi/Q —yé/Q) < Llyi — o

Haciendo yo = 0, tenemos

’yiﬂl < L|yi| o también 1 <L ’yim’ .
La dltima desigualdad no se cumple para pequenos yy; por lo tanto, f(y) = 2y1/2 no es funcion Lipschitz.
En este caso mo podemos aplicar el teorema de Picard, y el problema de valor inicial dado puede tener

maultiples soluciones. Puesto que la integral
Y

e

converge, el problema de valor inicial no tiene solucion unica. Ademds, para xo > 0 arbitrario, la funcion

0, st —oo <z < o,
y=p(x) =

def | (z—z0)°, six > o,

es una solucion singular del problema de Cauchy. Note que y = 0 es la envolvente de la familia
uniparamétrica de curvas, y = (x — 0)2, con x > C, correspondiente a la solucion general.
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Ejemplo 1.29 Consideremos la edo auténomay’ = |y|, la funcion pendiente f (x,y) = |y| no es derivable
en x =0, pero es una funcion de Lipschitz, con L = 1. De acuerdo al teorema de Picard, el problema de
valor inicial con la condicion inicial y(0) = yo tiene solucion dnica:

yoe®, st yo > 0,
y(.’ﬂ) = 07 st Yo = 07
yoe ", st yo < 0.

Puesto que una funcidn exponencial es siempre positiva, las curvas integrales nunca encuentran o
cruzan la solucion de equilibrio y = 0.

Ejemplo 1.30 ;EIl problema de valor inicial

dy 3 1/3
—=14+=-(y—x , y(0) =0,
Ir 5 (=), y(0)
tiene una solucion singular? Encontrar todas las soluciones de esta ecuacion diferencial.

Solucion. Cambiando la variable dependiente a y — x = u, encontramos que la ecuacion diferencial
1/3 1/3

U
. La derivada de la funcion f (z,u) = f(u) =
no es acotada en u = 0. En este caso, el teorema de Picard no se puede aplicar y la ecuacion diferencial

3ul/3

1
con respecto au es u = es f'(u) = 7U,2/3’ que

u = puede tener una solucion singular. dado que la ecuacion para u es auténoma, podemos aplicar

el teorema 1.41. La integral

u u
dz _ §/z’1/3dz BT R V2
flz) 2 0
0 0
converge. Por lo tanto, hay otra solucion ademdas de la general, y = o (v + C)3/2, donde 0 = £1 y C es
una constante arbitraria. Note que la solucion general de esta ecuacion diferencial no lineal depende a
mds de la constante de integracion; también depende del pardmetro discreto o. Retornando a la variable y,
obtenemos la solucion singular y = = (que corresponde aw = 0) y la solucidn generaly = v+o (x — 0)5/2,
z>C.

1.4. Ecuaciones diferenciales a variables separables
1. Determine una familia de soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales, utilice el comando

dsolve de MATLAB para encontrar la solucién exacta y utilice el comando dfield8 para graficar
los campos direccionales

a) ly/ = 110g($); ) (ylnz)™" dy _ (= 2,
Yy z dx y+1
! 1 do
b) y3_|_yy -z k) E:(cost) (cos260 — cos?6).
¢) cos?(t) cot(y)y’ = — tan(t) sen?(t); , ds  (s°—s) (4t —6t)
0) o ,__t2—|—1. dt  (t*—3t2)(3s2 —1)
ey = y m) eydy — (e7¥ + e** V) dzx = 0.
e) (tZy—y)y’:—(tyQth); n) ﬁ:tu+u+3t+3'
dy du  tu+2u—t—2
= =w+1) 5 L !
dz n dz + dy = 0.
d Vot e
72/ — y+a?
g) dx—:ce . 0) 22y =1— a2 +y% — 222
dy _ zy+3z—y—3
h) Zﬁ — 2x5m p) dr = xy—2z+4y—8
dx q) sec y% + sin(z — y) = sen(xz + y)
Y
dz )

i) I (1 + y?) cos 2z. r (:rJr\/E)%:(yJF\/@
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2.

1.5.

Resuelva cada problema de valor inicial. Si es posible, encontrar soluciones explicitas. Determinar
al menos aproximadamente el intervalo en el cual la solucién estd definida.

:E(a:2+2) 1 2t -1 r— 2r?
a) y/:T’ y(o):7ﬁ' d) ; dt + e dt =0, conr(2)=4.
b) o = —22 | y(0) = -2 dT
Yy Tyt aty Yy =—= e) gzk‘(T—Tl), con T (0) = Ty, donde
¢) ye 'y +x =0, y(0)=1. k, Ty, T1 son constantes.

. Una poblacién aislada, afectada de una enfermedad desconocida, va desapareciendo a ritmo inver-

samente proporcional a la poblacién presente. Se sabe que la poblacién que inicialmente es de 10

mil habitantes se reduce a 9 mil en 24 horas. Si z(¢) indica la poblacién en el instante de tiempo ¢
(medido en dfas), se pide:

a) Completar la siguiente tabla

x(t)

indicando los valores de z(t) mediante aproximaciones por defecto.

b) Hallar el niumero de personas que permanece con vida transcurridas seis horas del sexto dia.

¢) Hallar el nimero de personas que permanece con vida a las seis horas y quince minutos del
sexto dia.

d) Calcular 1lim x(¢) y explicar el significado de este resultado.
-(19)"

Ecuaciones diferenciales homogéneas

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas

1.6.

., . ., . . ’ T
Con la susticién xy = sinf o xy = v, resuelva la ecuacion diferencial y = (

o 2
a) y W e) y = %sm(;ﬁ‘;})
’ 2.2 _
_ y@®+ayty®)
¢) 2(¥z + 3\/E)dw +w(3¥z + 4¥w)dz =0 9) Y = Hoaatis,
d) (zy — xz\/2? — y? arcsin(¥))dy — y*dz =0 h) y = 4 4 sin ¥

. Demuestre que la familia de curvas z" + y" = Cx™y™ siempre conduce a ecuaciones diferenciales
homogéneas. ;Que limitaciones hay para los valores de n y m?

. Resolver el problema de valor inicial

a) 4adydy + (2* — 4a?y* — y*) de =0, con y(-5) =0
b) y = VI con y(0) = 4

¢) 2%y = ay — (22 4 y?) arctan(y)

292 —2)424/1—22y2
T3y

., . . ’ . .
. Resolver la ecuacién diferencial (14 y%€2*)y +y = 0 con el cambio de variable y = ue™® donde m
es una constante y v es una nueva funcién incégnita.

Ecuaciones diferenciales exactas y factores integrantes

1. Resolver la ecuacion diferencial
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a) ye®¥ +x y'e® 4+ 2z = 0. 9) (1f%+y)dx+(1f%+z)dy:0
b) (3a%y + 2y +y*) du + (a® +y?) dy = 0. h) (tanz — sinzsiny)dz + cosx cos ydy = 0
¢) ¥y —ytanx = senx cosx. dy
y _ i) =—— =e* —senx.
d) (e¥+2xycoshz)y +ay?sinh z+y2 coshz = dx

e) (siny—ysinx)dz+(cosz+zcosy—y)dy =0 7) @ dx Ay = e’ —sent.

(
) (2y—%+c053$)%+x—7’2—4x3+3ysin3x =0 k)y+y=1+e".

2. ;Es la ecuacién (2zy + 3) dz + (mz — 1) dy = 0, una ecuacién diferencial exacta? Si la respuesta es
afirmativa, resuélvala.

3. Resolver el problema de valor inicial

a) 2z—y)+ 2y —=2)y =0, con y(1)=3.

b) zy — 2y = /x, con y(1) = 0.

¢) ty +(t+1)y=t,cony(ln2)=1, ¢>0.

d) (x+y)?dz + 2zy + 22 — 1)dy = 0, con y(1) = 1
e) (z+y)de + (2zy + 22 — 1)dy = 0, con y(1) =1
)

f

(522 4 52 = 0,con y(1) = 1

4. Encontrar el valor de gy para el cual la solucién del problema de valor inicial ¥’ —y = 1 + 3sent,
con y(0) = yo, permanece finita cuando t — +o0.

5. {Es la ecuacién z2y% + x (1 + yz) y' = 0, una ecuacién diferencial exacta? Multiplique la ecuacién

por el factor integrante p (x,y) = — y resolver la ecuacién diferencial.
xy

6. En los siguientes problemas determine el valor de k para que la ecuacién diferencial correspondiente
sea exacta

a) (y3 + kay* — 22)dz + (3zy? + 2022y )dy = 0

=

22 — ysinxy + ky*)dz — (202y® + zsinzy)dy = 0
2292 + ye®)dx + (22°%y + ke® — 1)dy = 0
6zy> + cosy)dr + (kay? — xsiny)dy = 0

c

) (
) (
) (
d) (

7. Deduzca una funcién M (z,y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta
a) M(z,y)dx + (ze™ + 2zy + 1)dy = 0. b) (yza—z + 7y )de + M(z, y)dy = 0.

8. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales comprobando que la funcién u(x,y) es un factor
integrante.

a) Grydz + (4y +92%)dy =0, p(z,y) = y2

b) —yPda + (2 +xy)dy =0,  p(z,y) = =
) (—zysinz + 2y cos z)dx + 2z cosxzdy = 0, w(z,y) = zy
)

y2de+ (1 +axy)dy =0,  p(z,y) = e

c

d
9. ;Bajo qué condiciones son exactas las siguientes ecuaciones diferenciales?

a) f(x)g(y)de + h(z,y)dy =0
b) (f(x) +g(y))dzx + (h(z) + I(y))dy = 0
¢) (23 + 2y?)dzx + (ax?y + bzy*)dy = 0
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Autoevaluacién (Taller en grupo)
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

2

1. (2ysinzcosz —y + QerIyQ)dx = (z —sin®z — 4myezyg)dy

35
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3. En los siguientes ejercicios resuelva la ecuacién diferencial sujeta a la condicién indicada.

a) (y?cosw — 322y — 2x)dx + (2ysinz — 23 + Iny)dy =0, y(0)=e

b) (ﬁ + cosx — Qxy)% =y(y+sinz), y(0)=1.
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1.6.1. Ejercicios
1. Una ecuacién diferencial de la forma y' = f(¢;y) se dice homogénea si f(\t; A\y) = f(¢; y); para todo
A

a) Pruebe que si y' = f(t;y) es una ecuacién diferencial homogénea, es posible escribirla en la

forma
Yy =g (%) : (1)

b) Pruebe que efectuando el cambio de variable dependiente (y — z) definido por % =z la

ecuacién (1) se transforma en una ecuacién de variables separables.
¢) Pruebe que las siguientes edos son homogéneas y determine sus soluciones generales.
1) 2t2 +y2 — tyy = 0;
2) ty =te /Y +y.

2. Determine una familia de soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) Lineales de primer orden:

b) y' + cos(t) -y = 0;

gye 2,1
Y riyeY T iye
d) y +t2y=1.

3. Determine el comportamiento, cuando ¢ — 400, de todas las soluciones de la ecuacién diferencial
y' + ay = 0; donde a es una constante.

4. Determine una solucién continua del problema de valor inicial y +y = g(t) ; y(0) = 0; donde

2.510<t<1
g(t){ 0,sit>1, -

5. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial g/ =1z + a2 +y3.
Y

Solucién. La ecuacién puede ser escrita en la forma

dx . dr = 2
y—— =+ 2?2 +y? otambitn, — =—+4/— +1.
dy dy y Yy

Usando la sustitucién — =« o también, z = yu, se tiene:
Y

T Y e e G .
— = u+y— U+y— =u U —_ =
dy ydy ydy w?+1 Yy

du dy
= [ ==Y +mc=1m(u+ Va2 +1) =lny+lC
[w=-15 !
2
= u+m=0yz>z+\/520y=>m20y2—x

= 22 +y? = C%* — 202y? + 22 = C*y? = 2Cz + 1 es la solucién general.

6. (El problema del nadador que cruza un rio). Un nadador parte de un punto P en el banco. El quiere
llegar al punto @ en el otro lado. La velocidad del rio es constante e igual a v; = k; y la velocidad
del nadador es vo = ko donde ko es constante. FEncontrar la trayectoria descrita por el nadador,
sabiendo que la velocidad del nadador siempre se dirige hacia Q.
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. Hallar todas las soluciones de z(z + 1)y +y = z(z + 1)2e™

CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

Solucién. Seleccionemos @ como el origen del sistema como se muestra en la figura. Consideremos
que M es la posicién del nadador en el tiempo t. Las componentes de la velocidad en los dos ejes
Oz y Oy son

dv T
dt_ 1 2 /7x2+y27
dy _ Y

it Rt

Dividiendo la relacién previa resulta:

d 2 k
Y_% ] 41, donde k=L
dr vy y? ko
. o dz du o .
La siguiente sustitucion es usada: x = yu y T =u+ yd— La ecuacién diferencial se transforma
o d ’ ’ d d
v_ —k \/1127—&—1 0 también, A —k—y.

Yy

Luego de integrar se tiene:

vu?+1 Y

ln(u+ u2+1) =—klny+1InC, con C >0, otambién, u+u2+1=Cy*.

1/C ¥ O
De donde, u = 2 <yk — yC’) Retornando a las variables x y y, se obtiene, = = g (yk — yC)
De la condicién de que la trayectoria pasa por el punto inicial P (zg,yo) la constante C es C =
C k
ygfl (fEO +z3 —l—y%) La condicién que pase por @ es escrita como h’r%g (k — yg) =0 vy
y— Y

ello es posible si k < 1. Para k; = 0, k = 0, la trayectoria tiene por ecuacién x = Z—gy; es decir, el
segmento de recta entre P y Q.

. Hallar todas las soluciones de y sinz +ycosz = 1 en el intervalo (0, 7). Demostrar que una exac-

tamente de estas soluciones tiene limite finito cuando z — 0, y otra lo tiene también finito cuando
T — .

#* en el intervalo (—1,0). Probar que
todas las soluciones tienden a 0 cuando x — 1, y que tan solo una de ellas tiene limite finito cuando

x — 0.

. La funcién f definida por la ecuacién

1—a2 2 [* 9 2
flz)=2e2 —xe*T/ t™ ez dt
1

para = > 0 tiene las propiedades de que 1) es continua en el eje real positivo, y 2) satisface la
ecuacién

F@)=1- :c/lz Ft)dt

para todo x > 0. Hallar todas las funciones con esas dos propiedades.

10. Dada una funcién f que satisface las relaciones

/ 1
2f (@) = f(5), si@ >0, /(1) =2
a) Siy= f(x), probar que y satisface una ecuacién diferencial de la forma
zzy” + aa:y/ +by =0,

donde a y b son constantes.

b) Encontrar una solucién de la forma f(x) = Ca™.



Capitulo 2

Modelado con ecuaciones
diferenciales

La formulacién matemética de problemas en ingenieria y ciencia suele conducir a ecuaciones que im-
plican derivadas de una o mas funciones desconocidas. Tales ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales.

Precisamente, para ilustrar el concepto de ecuacién diferencial y su relacién con distintas ramas de las
ciencias, vamos a analizar una serie de problemas précticos donde las ecuaciones diferenciales surgen de
forma natural. Aprovecharemos para introducir algunas definiciones que formalizaremos méds adelante.

Los modelos matemdticos asociados con las ecuaciones diferenciales en este libro serdn simuladas
con Simulink de MATLAB, en el apéndice 1 se indica la forma de utilizar Simulink para modelar las
ecuaciones diferenciales.

2.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

En esta seccién simulamos modelos matema&ticos que conducen a ecuaciones diferenciales de primer
orden, como la evolucién de la temperatura de una barra metdlica que ha sido calentada hasta una
cierta temperatura, los del crecimiento demografico, la desintegracién radiactiva, el interés compuesto
continuamente, las reacciones quimicas, un liquido que sale por un agujero en un tanque, la velocidad
de caida de un cuerpo, la rapidez de memorizacién y la corriente en un circuito en serie, son ecuaciones
diferenciales de primer orden.

2.2. Temperatura de un cuerpo (Ley de enfriamiento de New-
ton)

Consideremos la ecuacién diferencial que, aplicando la ley de enfriamiento de Newton, nos proporciona
un modelo para estudiar la evolucién de la temperatura de una barra metélica que ha sido calentada hasta
una cierta temperatura, Ty, que llamaremos temperatura inicial, y que a continuacién ha sido introducida
en un habitdculo a temperatura constante T' =T, :

dT
= = k(@) -T.). (2.1)

En primer lugar debemos considerar la temperatura inicial: la temperatura de la barra no evolucionara
igual si la temperatura inicial de la barra es 50°C o si es 75°C'. Al problema de hallar la o las soluciones
de la ecuacién (2.1) sabiendo que T'(0) = T se le llama problema de condiciones iniciales para dicha
ecuacion, y lo escribimos de la siguiente forma:

dT
{ o =k (T(t) - T) 22)
T(0) = T,

39
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Analisis cualitativo

Nuestro objetivo es tener tanta informacién como sea posible de la solucién (veremos mds adelante
en el curso que solo hay una) de este problema de condiciones iniciales. Es decir, conocer tanto como sea
posible acerca de la funcién T'(t) que es solucién de la ecuacién (2.1) y cumple la condicién (2.2). Lo ideal
serfa tener una expresién explicita de la funcién T'(¢). Veremos mds adelante que en este caso es posible,
pero salvo que necesitemos saber con precisiéon extrema el valor de T en un instante concreto (digamos
T(60), que serfa el valor de la temperatura de la barra después de 60 minutos) un simple andlisis de la
ecuacion a partir del significado del concepto de derivada, es suficiente para obtener informacién muy
valiosa sobre la solucién.

Observamos en primer lugar que si T'(t) = T, en todo instante, entonces T'(t) — T, = 0 y, al sustituir

en la ecuacién, o 0 para todo t. Por lo tanto T'(t) = T, es una solucién de la ecuacién. Este tipo

especial de soluciones reciben el nombre de soluciones de equilibrio porque son constante para todo ¢. Su
significado es claro y sencillo: la barra no cambia de temperatura si y solo si la temperatura de la barra
y del medio ambiente es la misma siempre.

Si Ty = T(0) # T, entonces en el momento inicial ¢t = 0

dr
o (O =k(To-Ta) #0 (2.3)

y en consecuencia hay variacién de temperatura; es decir, la temperatura de la barra no se mantiene

dr
constante. Si k > 0y T'(0) > T, entonces ’ > 0 y la temperatura estarfa creciendo. Esto no concuerda

con lo que sucede en la realidad: si la temperatura de la barra es superior a la del medio ambiente, la
temperatura de la barra decrece, es decir la barra se enfria. Asi que conviene anadir a nuestra ecuacién
o bien que la constante k es negativa, o bien escribir la ecuacién como

ar
= ka0 -1

siendo k£ una constante positiva, que es lo que se suele hacer habitualmete. Asi pues escribiremos
nuestro problema de condiciones iniciales de la siguiente forma:

dT
{ = —k(T(t) - T.)
7(0) = Tp

drT
Ahora, si T(0) > T, entonces — < 0 con lo que la temperatura de la barra decrecerd; es decir, para
t1 > 0 pero muy préximo a t =0, T'(¢1) < T(0) y T(t1) — T < T(0) — Ty Por lo tanto,

L (1) =k (T(0) ~ ) >~k (T(0) ~ T) = 2 (0)
t dt

Si t1 estd proximo a 0, la temperatura de la barra decrecerd, pero no lo suficiente como para que sea
inferior a T,,. Asf pues, T(t1) — T, > 0y 0 > T"(¢1) > T'(0). Es decir, la derivada sera negativa, por lo
que la temperatura seguird decreciendo. Asf si ty > ¢1 y es préximo a ¢ tendremos que T'(t2) < T(t1), y
un andlisis como el que hemos hecho para 0 y ¢; nos permitird concluir que

CLT (to) = —k(T(t2) —T,) > —k(T(t1) — Ty) = %

dt (k1)

Podria pensarse que es posible que T'(t3) < T,. La observacién de la realidad nos dice que esto
nunca ocurre. Ahora no podemos demostrarlo pero veremos mds adelante en el curso que esto también se
deduce de las propiedades de las ecuaciones diferenciales. Todavia no estamos preparados para hacerlo,
pero vamos a seguir suponiendo que T'(t2) > T, de modo que 0 > T"(t2) > T'(¢1). Y podriamos seguir el
andlisis con un t3 > to pero préximo a ts.

En conclusién, la derivada T”(t) siempre es negativa, cada vez mayor y, por lo tanto, cada vez mds
proxima a 0. Esto significa que la gréfica de T'(¢) es una curva decreciente pero que este decrecimiento
es cada menor a medida que el tiempo ¢t aumenta. En definitiva, a medida que transcurre el tiempo el
valor de la temperatura de la barra se acerca més y mds, pero cada vez mds lentamente, al valor de la
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temperatura del habitdculo. Esto concuerda completamente con lo que la observacién de la realidad nos
dice que sucede.

Si comenzamos con una condicién inicial diferente obtendremos una funcién T'(t) diferente.

Podria ser, por ejemplo, que lo que suceda es que el habitdculo sea un horno que se mantiene a una
temperatura constante T, y lo que se pretende es calentar la barra,

inicialmente mads fria que la temperatura del horno. En este caso, la condicién inicial es Ty = T'(0) < T,.

dr
Haciendo un anélisis como el de mas arriba tenemos que s > 0ent =0y lafuncién temperatura es

creciente. La diferencia T, — T'(t) es cada vez m&s pequena para ¢t > 0 y previsiblemente la grafica de la
funcién temperatura serd parecida a la de la Figura 2.1.

Este anélisis de la manera en la que T'(t) evoluciona cuando t aumenta se llama andlisis cualitativo
de la ecuacién diferencial. Si lo que nos interesa es tener una idea de cémo evoluciona la temperatura
de la barra a medida que pasa el tiempo, este andlisis es suficiente: predice que cualquiera que sea su
temperatura inicial (la condicién inicial del problema) la temperatura de la barra se aproxima més y mds
a la temperatura del medio ambiente a medida que trascurre el tiempo. Ademads, predice también que la
rapidez con la que T'(t) se aproxima a T, depende de la constante k. En efecto, como k > 0 la variacién

T
de T ; es decir, i tanto mayor (si T'(t) — T, < 0), o tanto menor (si T'(t) — T, > 0), cuanto mayor
sea k.
Por lo tanto T'(t) se aproxima a T, tanto mds rdpidamente cuanto mayor sea la constante k. Esta
constante k depende de la materia de la que estd hecha la barra y estd relacionada con su calor especifico.
Resolvemos la ecuacion diferencial, que es claramente de variables separables:

dT dT
T/ - T —T _— - =
) BT () ~T) = 7o kdt:>/T(t)_Ta Kt + Cy
= Wn|Tt)—T, =kt+C, = |T(t) - T,| = T = et —
Tt = T,+Ce CeR".

que es la temperatura del cuerpo en el instante ¢ > 0.

Para tener bien determinada la temperatura T (t), son necesarias dos condiciones adicionales que
permitan calcular valores tinicos para las constantes C'y k. Estas condiciones podrian ser las temperaturas
del cuerpo en dos instantes cualesquiera y una de ellas podria ser la temperatura inicial Tj.

Ejemplo 2.1 Un cuerpo que tiene una temperatura de T0°F es depositado (en el tiempo t = 0) en un
lugar donde la temperatura se mantiene a 40°F. Después de 3 minutos, la temperatura del cuerpo ha
disminuido a 60°F.

¢ Ctal es la temperatura del cuerpo después de 5 minutos?

Ejemplo 2.2 ;Cudnto tiempo pasard para que el cuerpo tenga 50°F' ¢

Solucion Si T (t) es la temperatura del cuerpo en °F después de t minutos, entonces la ecuacion
diferencial que modela a T (t) es
T ) =k(Tt)-Ty,),

donde T, = 40°F es la temperatura fija del medio circundante. Las condiciones adicionales son T (0) = 70
y T (3) = 60.
La solucion de este problema estd dada por: T (t) = T,+Ce**, con T, = 40, es decir, T (t) = 404+Cekt,
Ahora,
T (0) =70 <= 70 = 40 + Ce*? <= 70 = 40+ C = C = 30,

por lo que, T (t) = 40 + 30e¥t. Se sigue entonces que:
2
T(3) = 60<=60=40+30e%" < 2=3e3" = 3 = 3
2 1 2
— 3k=In (3) — k=3 (3) — k~ —0,1352.

Luego,
T (t) = 40 + 30e~ 1952,
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La temperatura del cuerpo después de 5 minutos es
T (5) = 40 + 30e(~%1352)5 — 55 9594 — T (5) ~ 55,26°F .
El tiempo para que el cuerpo tenga 50°F es

1 1
T({) = 50<=50=40+ 30e” 01352 — ~01352¢ _ 3= —0,1352t = In (5)

I3 o 1,0986
~0,1352 00,1352

= 8, 1258 minutos.

Entonces el cuerpo tendrd una temperatura de 50°F después de t = 8 minutos con 8 sequndos.

Estos resultados se pueden simular fcilmente utilizando Simulink de MATLAB, la figura 2.1 muestra
un diagrama de bloques que modela la ecuacién diferencial (2.2)

Constant

dT/dt
Gain Integrator Scope

Figura 2.1 Diagrama de control que modela la ecuacién de temperatura % =k(T —T,).

Revise el Apéndice 1 para ver como se puede ejecutar el modelo de Simulink en MATLAB, después
de realizar la simulacién se obtiene la figura 2.2.

B Scope — O *
B0 Q< dRR EFas ¥

Time offset: 0

Figura 2.2 Simulacién de la ecuacién
temperatura.

Como se puede observar en la figura 2.2 la temperatura disminuye a 7" = 50° cuando el tiempo es
t = 8 min. La ventaja de realizar una simulacién en Simulink es que se puede cambiar facilmente el
valor de los pardmetros y rédpidamente obtener otra simulacién, en los siguientes ejemplos se utiliza el
mismo modelo (2.1) para encontrar las diferentes soluciones a los problemas planteados.
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Ejemplo 2.3 Un objeto que tiene una temperatura 50°F se coloca a las 10:00 horas en un horno que se
mantiene a 375°F. A las 11:15 horas su temperatura era 125°F. ;A qué hora estard el objeto a 150°F'?

En este caso T, = 375°F es la temperatura constante del medio circundante. Puesto que de 10 am a
11:15 am transcurren 75 minutos, las condiciones adicionales son T (0) = 50 y T (75) = 125. Luego la
temperatura T (t) del objeto estd dada por

T (t) =T, + Cet = T (t) = 375 + Ce*!
Ahora, usando la condicion inicial:
T (0) = 50 <= 375 + Ce*? = 50 = C = —325.

Por lo que, T (t) = 375 — 325,
Usando la segunda condicion:

10 1 10
T (75) = 125 <= 375 — 325e7°% = 125 = "% = 3 k= (1—3) ~ —0,0035.
Luego,
T (t) = 375 — 325~ :0035¢,
El objeto alcanzard la temperatura de T = 150°F cuando:
9 9
T(t) = 150 <= 375 — 325¢ 0035 = 150 = ¢~ 00035 — 13 — —0,0035¢t = In (1—3)

— t =

: (9) _ D3T3 105,06 min.

“0.0035 "\ 13 0,0035

Es decir, la temperatura del objeto serd T = 150°F después de t = 105 minutos, a partir de las 10 de la
manana. Por lo tanto, la temperatura serd 150°F aprozimadamente a las 11:45 horas, fiigura 2.3.

Bl Scope . O p4
20 @i HN% Da% 3

100 1580 200 250

Time offset: 0

Figura 2.3 Simulacién con T'a = 375° y T'(0) = 50°.

Ejemplo 2.4 Una taza de café cuya temperatura es 190°F se coloca en un cuarto cuya temperatura es
65°F. Dos minutos mds tarde la temperatura del café es 175°F. ;Después de cudnto tiempo la temperatura
del café serda 150°F' ¢

Solucion. Sea T (t) la temperatura (en °F) del café en el instante t > 0 min. Observamos que
T(0)=190, T, =65y T (2) =175.



44 CAPITULO 2. MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES

La temperatura del café en cualquier instante t > 0 es
T(t)=T,+ Ce" = T (t) = 65+ Ce™.
Usando la condicion inicial, tenemos:
T(0) = 190 <= 65+ Ce*? = 190 = C = 125 = T (t) = 65 + 125¢".

Ahora usamos la sequnda condicion:

. 22 1. (22
T (2) = 175 <= 65 + 125¢** = 175 = &*" = 55— k=35 <25> =k~ —0,0639

FEntonces:
T (t) = 65 4 125¢~ 099,

que es la temperatura (en °F) del café en el minuto t > 0.
Sea t1 el instante en que T (t1) = 150. Tenemos entonces:

85
T(h) = 150 <= 65+ 125" "% =150 — ™ 70000 = =
1 17
— = In (= ) ~ 6,0354 min.
17 70,0639 (25) e

Por lo tanto deben transcurrir t1 = 6 min, 2 s para que la temperatura del café sea de 150°F'.

Otra forma de obtener una solucién al problema de valor inicial es utilizando el comando dsolve,
para nuestro ejemplo utilice los siguientes comandos:

>> syms T t k
>> dsolve(’DT-k*(T-65)=0,T(0)=190")
>> ans = 125%exp(k*t) + 65

Observe que el resultado que devuelve MATLAB coincide con el resultado teérico del ejemplo.

Ejemplo 2.5 Un termdmetro en el que se lee T0°F se coloca en un lugar donde la temperatura es 10°F'.
Cinco minutos mds tarde el termometro marca 40 °F. ;Qué tiempo debe transcurrir para que el ter-
mdmetro marque medio grado mds que la temperatura del medio ambiente?

Solucion. Sea T (t) la temperatura (en °F) del termdmetro en el instante t > 0 min. Observamos
que T (0) = 70; T, = 10 y T (5) = 40.

El PVI por resolver es

%T (t)=k(T(t)—10), conT(0) =70 y ademdas T (5) = 40.

La solucion es
T(t)=T,+ Ce" = T (t) = 10 + Ce™.
Utilizamos la condicion inicial:
T(0) =70 <= 10+ Ce"* =70 = C = 60 = T (t) = 10 + 60e"*.
La sequnda condicion nos permite calcular k:

30
T (5) = 40 <= 10 + 60e°" = 40 = % = —

1 1 1
=—-=k=-In(=-) =k~ —0,1386.
60 = 2 k 5n< ) k 0,1386

FEn conclusion:
T (t) = 10 + 60e~*1386",

Sea t1 el minuto en que T (t1) = 10,5°F.

0,5 1

T(t) = 10,5<= 10+ 60e 13860 = 10,5 = 013861 — % = 50
= t ——;ln L ~ 34,57 min
V70,138 \120) O '

Por lo tanto, el tiempo que debe transcurrir para que el termdémetro marque medio grado mds que la
temperatura ambiente es t1 = 34 minutos, 34 sequndos.
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Ejemplo 2.6 Un termdmetro que estd en el interior de una habitacion se lleva al exterior donde la
temperatura es 5°F. Después de 1 min el termdmetro marca 55°F y después de 5 minutos marca 30°F .
¢ Cudl era la temperatura del termdémetro en la habitacion?

Solucion. Sea T (t) la temperatura (en °F) del termdmetro en el instante t > 0 minutos. Tenemos:
T,=5;T(1)=55;,T(5) =30 yT(0) =Ty, que es la temperatura a determinar.

Al resolver la ED, resulta:

T(t) =T, + Cet' = T (t) = 5+ CeM.
Usando la condicion inicial:
TO)=Ty<=5+Cf' =Ty =C=Ty-5=T() =5+ (Tp — 5) e"".
Usando ahora las dos condiciones dadas:
T(1) = 55<=5+(Ty—5)ef =55 = (Ty — 5) e =50 = T — 5 = 50e". (*)
T(5) = 305+ (Ty—5)e®* =30 = (Ty — 5)*F =25 = Ty — 5 = 25¢ %, (**)

Las expresiones (*) y (**) conforman un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas (Ty y k). Entonces,

1 1 1
To—5=50e% y Ty—5=25e""" = 50e % = 25¢ "% — ¢ = 3 =t=7 In (2> ~ —0,1733.

Utilizando el valor de k en (*):
To —5=50eF = Ty =5+ 50”17 — T} ~ 64, 46°F.
Es la temperatura que marcaba el termémetro en la habitacion.

Ejemplo 2.7 En una habitacion la temperatura que marca un termdmetro clinico es 20°C. Para detectar
st un paciente tiene fiebre (definida como temperatura corporal de 38°C' o mds) se coloca un termoémetro
en la axila del paciente. Si al cabo de un minuto el termdmetro marca 27°C' en una persona sana (con
temperatura de 36°C), scudnto tiempo se debe dejar en una persona con fiebre para detectarla con un
error no mayor que 0,2°C'?

Solucion. Si T (t) es la temperatura que marca el termometro a los t minutos, entonces:

T(0)=20°C; T(1)=27°C y T,=36°C.

Con estos datos podemos obtener el valor de k, que en cierta forma mide la sensibilidad del termdmetro.

FEl PVI es

%T (t)=k(T(t)—36), conT(0) =20 y ademdsT (1) =2T7.

Sabemos que
T (t) =T, + Ce" = T (t) = 36 + Ce™.

Usando la condicion inicial:
T(0) =20 <= 36+Ce"*=20= C =16 = T (t) = 36 — 16¢"".

Usamos ahora la sequnda condicion:

9 9
T(1):27<:>36—166’f=27=>16e’f=9=>e’f=1—6=>k:1n (16> = —0,57536.

Como se dijo, este valor de k es una constante del termdmetro. Si ese mismo termometro se usa en un
paciente que tal vez tenga fiebre (T, > 38°C ahora, con T, no conocida), entonces resolvemos el PVI:

d
T (1) = —0,57536 (T (t) ~ Tu) . con T (0) =20,

y hallamos el valor de t de modo que T (t) > T, — 0,2. Tendremos T (t) = T, + Ce= 957536t pero aqui

T(0)=20=T,+C =20=C=20-T,,
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as? que la temperatura marcada por el termdmetro para el tiempo t > 0 es
T (t) = To + (20 — T,,) e 0:57536%,
Es preciso comparar esta expresion con T, — 0,2 y resolver para t :

0,2
T (t) — Ta + (20 _ Ta) 6—0,5753625 2 Ta _ 07 2 — (Ta _ 20) 6—0,57536t S O, 2 — 6—0,57536t S T7720
w—

0,2 1 0,2
— <1 . > — 1 :
= ~0,57536t < n<Ta—20) =2 =0 57536 n(Ta—20>
In (0,2) In (T, — 20) In (T, — 20)
= t> - =2,71973 + ———
— —0,57536 —0,57536 ’ + 0,57536
El qltimo término estd en funcion de la temperatura T, del paciente, que nmo se conoce en principio;

sin embargo podemos hacer una estimacion, pues en seres humanos T, es cuando mucho 42°C en casos
extremos.

‘ ‘ In (42 — 20) In (22)
El valor del wlt té [ t d h = = 724 t
valor del ultimo término seria entonces cuando mucho 0.57536 0.57536 5,3 y esto

sumado al primer término daria un total de t > 8,17 minutos, alrededor 8 minutos 10 seqgundos. Por lo
In (18)

0,57536

tanto, para detectar una T, = 38°C' se requeririan 2,7973 + = 7,82 minutos, o sea, alrededor de

7 minutos 50 segundos.

Un caso de aplicacién de la ley de Enfriamiento de Newton en medicina, relacionado con lo anterior,
consiste en determinar la hora en que fallecié una persona cuyo cadéver se encuentra en un medio ambiente
frio. La homeostasis, o conjunto de funciones vitales de un individuo, regula su temperatura corporal (en
condiciones normales, sin enfermedad) entre 36 y 36,5°C; sin embargo al morir, el caddver del individuo
se comporta como un cuerpo caliente en un medio frio (puesto que su organismo ya no produce calor),
como lo ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.8 Un ganadero salié una tarde a cazar un lobo solitario que estaba diezmando su rebario.
El cuerpo del ganadero fue encontrado sin vida por un campesino, en un cerro cerca del rancho junto al
animal cazado, a las 6:00 h del dia siguiente. Un médico forense llegd a las 7:00 y tomd la temperatura
del caddver, a esa hora anotd 23°C'; una hora mds tarde, al darse cuenta de que en la noche, y atin a esas
horas, la temperatura ambiente era aproximadamente de 5°C', el médico volvid a medir la temperatura
corporal del caddver y observé que era de 18,5°C'. ;A qué hora murid el ganadero aproximadamente?

Solucion. Podemos suponer por la informacidn proporcionada, que la temperatura ambiente se man-
tuvo casi constante T, = 5°C' y también que hasta el instante de su muerte, cuyo momento desconocemos,
la temperatura corporal del ganadero fue de 36°C.

Tiene mucho sentido que el forense haya tomado dos mediciones de la temperatura del cuerpo, para
determinar el valor de k. Podemos denotar por T (t) la temperatura del cuerpo al tiempo t, medido en
horas; por comodidad, hagamost =0 a las 7:00 h yt =1 a las 8:00 h, asi que tenemos el PVI:

d
£T(t) =k(T(t)—T,), conT(0)=23°C y ademds T (1) = 18,5°C,
con T, = 5°C'. Se busca determinar el tiempo (negativo) to en el que T (tg) = 36°C. Al resolver la ED
sabemos que:
T(t)=T,+Cef' =T (t) =5+ Cet" = T (t) — 5 = CeM.

Al usar las condiciones resulta

TO) = 2318=C""—=C=18=T(t) =5+ 18" — T'(t) — 5 = 18",
13,5 13,5
T(1) = 18,5=13,5=18¢" —= " = = :k:1n<1é>:—0,2877.

En sintesis, por lo anterior: T (t) =5+ 18e%287" ¢s la solucion del PVI.
Para determinar to, consideramos T (to) = 36 y resolvemos:

31 1 31
36 =5 4 18028770 — =0,2877t0 T 0287 In (18> = —1,8895 ~ lhora 53 minutos.

Comprobamos que el deceso ocurrid aproximadamente 1 h y 53 min antes de las 7:00 (hora de la primera
toma de temperatura), esto es, alrededor de las 5:07 horas.
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Autoevaluacién (Taller en grupo)

Desarrolle el diagrama de bloques que permita encontrar la simulacién de los siguientes problemas y
compare con la solucién exacta.

1. Un recipiente con agua a una temperatura de 100°C' se coloca en una habitacién que se mantiene
a una temperatura constante de 25°C. Después de 3 min la temperatura del agua es de 90°C.
Determinar la temperatura del agua después de 15 min. ;Cudnto tiempo debera transcurrir para
que la temperatura del agua sea de 40°C? ( Respuesta: 67°C; 33 min, 44 s )

2. Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es 70°F y se lleva al exterior,
donde la temperatura es 10°F. Pasado % minuto el termémetro indica 50°F. ;Cudl es la lectura
cuando t = 1 min? ;Cudnto tiempo se necesita para que el termémetro llegue a 15°F'7
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Ejercicios. Ley de Enfriamiento de Newton.

1.

2.3.

La temperatura de un motor en el momento en que se apaga es de 200°C' y la temperatura del aire
que lo rodea es de 30°C'. Después de 10 min la temperatura del motor ha bajado a 180°C'. ; Cudnto
tiempo transcurrird para que la temperatura del motor disminuya hasta 40°C? (Respuesta: 3 h,
46 min, 18 s)

. Un termémetro se saca de una habitacién donde la temperatura del aire es de 70° F' al exterior donde

la temperatura es de 10°F. Después de medio minuto el termémetro marca 50°F. ; Cudnto marca
el termoémetro cuando ¢ = 1 min? ;Cudnto tiempo deberd transcurrir para que la temperatura
marcada por el termémetro sea de 15°F'? (Respuesta: 36, 7°F’; 3 min, 4 s)

. Una taza de café caliente, inicialmente a 95°C), al estar en una habitacién que tiene una temperatura

constante de 21°C', se enfria hasta 80°C en 5 min. Determinar la temperatura del café después de
10 min. ;Cudnto tiempo deberd transcurrir para que el café tenga una temperatura de 50°C?
(Respuesta: 68°C'; 20 min, 41 s)

. Una barra metélica, cuya temperatura inicial es de 20°C', se deja caer en un recipiente que contiene

agua hirviendo (a 100°C') y su temperatura aumenta 2°C' después de 1 s. Determinar la temperatura
de la barra metélica después de 10 s. ;Cudnto tiempo deberd transcurrir para que la temperatura
de la barra sea de 60°C? (Respuesta: 37,9°C; 27,38 s )

. Un termémetro que indica 70°F se coloca en un horno precalentado y mantenido a temperatura

constante. A través de una ventana de vidrio del horno, un observador registra que la temperatura
marcada por el termémetro es de 110°F después de medio minuto y de 145°F después de 1 min.
LA qué temperatura estd el horno? (Respuesta: 390°F )

. Un termémetro en el que se lee 80°F' se lleva al exterior. Cinco minutos més tarde el termémetro

indica 60°F. Después de otros 5 min el termémetro senala 50°F. ;Cudl es la temperatura del
exterior? (Respuesta: 40°F )

Un material cerdmico se saca en cierto momento de un horno cuya temperatura es de 750°C),
para llevarlo a una segunda etapa de un proceso que requiere que el material se encuentre a una
temperatura de cuando mucho 200°C. Suponga que la temperatura de una sala de enfriamiento
donde se colocard este ceramico es de 5°C y que, después de 15 min, la temperatura del material
es de 600°C. (Respuesta: 1 h, 29 min, 22 s.) ;En cudnto tiempo el material cerdmico estard listo
para entrar a la segunda etapa de su proceso?

. A las 13:00 horas un termémetro que indica 10° F' se retira de un congelador y se coloca en un cuarto

cuya temperatura es de 66°F'. A las 13:05, el termémetro indica 25° F. Mds tarde, el termémetro se
coloca nuevamente en el congelador. A las 13:30 el termémetro da una lectura de 32°F. ;Cudndo
se regres6 el termoémetro al congelador?; ;jcudl era la lectura del termémetro en ese momento?
(Respuesta: 13 h 20 min 19 segundos; 50,22°F. )

. Luis invit6 a Blanca a tomar café en la manana. El sirvié dos tazas de café. Blanca le agregé crema

suficiente como para bajar la temperatura de su café 1°F. Después de 5 min, Luis agregé suficiente
crema a su café como para disminuir su temperatura en 1°F. Por fin, tanto Luis como Blanca
empezaron a tomar su café. Quién tenfa el café mds frio? (Respuesta: Luis )

Modelo de Malthus

Fue al parecer Euler quien desarroll6 los primeros modelos de poblacién, pero comtinmente se atribuye
a Malthus 2 el desarrollo y anilisis del primer modelo de evolucién de P (t), segin el cual

P (t) = kP (t). (2.4)

Es decir, en cada instante la rapidez de cambio de la poblacién es proporcional al total de la poblacién
presente. Por ejemplo, si P (t) > 0y P (t) creciente, esto implica que k > 0.

Thomas Malthus .(1776-1834) fue un economista inglés, considerado el fundador de la demografia. Es
muy famoso por su publicacién .7sayo sobre el principio de la poblacion (1798)" en la cual concluia que
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la poblacién humana crece de manera exponencial,mientras que la produccién total de alimentos crece
en forma lineal, pronosticando un futuro sombrio para la poblacién. Afortunadamente su prediccién no
se ha cumplido. Sus ideas tuvieron alguna influencia en la teoria de la evolucién de Darwin.

Resolvemos la ecuacién diferencial (2.4): separando variables

dpP dP
—_ — kP — =K 2.
=k (t) = 5 dt, (2.5)
integrando se tiene:
dP
/? = k/dt —=ImP=kt+C = P=e""%—= P=Cc" = P(t) = CeM. (2.6)

Esta es la solucién general de la ecuacion diferencial (2.4).
Es comun conocer la poblacién inicial, P (0) = Py. Con esto podemos calcular la constante C':

P(0)=Py=Ce"" = C = Py = P(t) = Pye". (2.7)

Para calcular k£ es necesario conocer la cantidad de poblacién existente en un tiempo t; > ty, digamos
P (t1) = P;. Luego

. P, 1 P,
Pt))=P =Pt —m e = = — ;= -In| — 2.8
(t1) = P = Pye e 7, =3l g (2.8)

Observaciones:

1. Sitg es el tiempo en el que la poblacién se duplica, P (t4) = 2Fy; entonces tenemos, de acuerdo con
la ecuacién previa:

1
P (ta) = 2Py <= Poet* = 2Py = €M =2 = 13 = . In2

Lo anterior indica que el tiempo para que una poblacién se duplique no depende de la cantidad
inicial de la misma.

2. Si se proporcionan P (t1) = Py y P (t2) = P> para dos tiempos t; < ta, obtenemos los siguientes

resultados:
P(tl) = P1 = P()ektl
P(tQ) = P2 = Poeth

Para resolver este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, C'y k, dividimos la segunda ecuacién
entre la primera y obtenemos:
& — eF(t2—t1)
)
Py
entonces:
P2 k‘(tg —tl)
— =€ —t k =
Py o —1

In (132) — k= IH(PQ) —hl(Pl)
P1 to — 1t

3. Tenemos también, usando (2.7) que C = Pie %1, Como P (t) = Ce**:P(t) = Ceft = P (t) =
Pre kit — P (t) = PieF(*=11) con k dado por (2.8).

dP
Hemos mencionado que la derivada g es la rapidez de cambio de la poblacién P (t). A esta derivada

también se le denomina tasa de cambio de la poblacién. De aqui surge una expresién frecuentemente
usada en los problemas de poblacién: tasa de crecimiento.

P(t)
P(t)

comuinmente en términos porcentuales anuales. Es decir, la tasa de crecimiento de una poblacién es

La tasa de crecimiento de una poblacién en cierto tiempo t se define como la razén y se da

/
precisamente la constante de proporcionalidad k = B ((t)) Recuérdese que P’ (t) =k P ().

4. Asi como P (t) = PyeFt nos sirve para calcular la poblacién creciente de una comunidad, es posible
utilizarla para calcular una poblacién que disminuye al paso del tiempo. Solo debemos tener presente
que:
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d
a) Sila poblacién P (t) aumenta, entonces %P (t) = kP (t), con k > 0.
d
b) Si la poblacién P (t) disminuye, entonces %P (t) =kP(t), con k <0.

Ejemplo 2.9 En un cultivo de bacterias, se estimd que inicialmente habia 150 bacterias y 200 después
de una hora (h). Suponiendo una rapidez de crecimiento proporcional a la cantidad de bacterias presente,
determinar:

1. La cantidad de bacterias después de t horas.

2. La cantidad de bacterias depués de 2 h.

3. El tiempo que debe transcurrir para que la poblacion se triplique.
Solucion.

1. Si P(t) es la cantidad de bacterias presentes después de t horas, entonces P(0) = Py = 150 y
P (1) = Py = 200. Luego, P (t) estd dada por la solucion del PVI:

P (t)=k P(t), conP(0)=150 yademas P (1)= 200.

Puesto que P (t) = Ce*t, se tiene:
P(0) = 150=Ce"" =C = C =150 = P (t) = 150¢"".
4 4
P(l) = 200 <= 150! = 200 = 150e" = 200 = " = 3= k=M (3) ~0,2877

= P(t) =150e%*7";

que es la solucion del PVI y es la cantidad de bacterias depués de t horas.

2. La cantidad de bacterias después de 2 h es

P (2) = 150e(%28712) ~ 266, 6666 —> P (2) ~ 267 bacterias.

3. Para que la poblacion se triplique:

In (3)

P (t) = 3Py = 3Py = 150e™*77" — 3(150) = 150" — D277 =3 — ¢ = o=

~ 3,8186

es decir que t = 3 horas, 49 minutos, 7 sequndos.

Ejemplo 2.10 Clierta poblacion de bacterias tiene una rapidez de cambio proporcional a st misma. Si en
una 1 h tuvo un crecimiento del 50 por ciento:

1. ;Cudl es la poblacion después de t horas?

2. ;En cudnto tiempo se duplicard la poblacion?

8. ;Cudnto habrda aumentado la poblacion en 10 h?

Solucion

1. Sea P (t) la poblacion total de bacterias después de t horas. Como no se dice la poblacion inicial,
suponemos que esta es Py vy, debido a que la poblacién crecié un 50 % en 1 hora, entonces:

P(1)=Py+0,5P =1,5P,
Por lo tanto, P (t) estd dada por la solucién del PVI:
P'(t)=kP(t), con P(0) =Py y ademds P (1) =1,5P.
Sabemos que P (t) = Pyekt | entonces:P (1) = 1,5P) = Pyek = 1,6P) = eF = 1,5 = k =

In(1,5) ~ 0,4055 = P (t) = Pye®*%% que es la solucion del PVI que da la poblacion de bacterias
después de t horas.
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2. Para conocer cudndo se duplica la poblacion:

_ In2
00,4055

P (t) = 2Py = Pye10%%! = 9Py — 04055t — 9 — ¢ ~ 1,7094 horas.

Hallamos que la poblacion se duplicard en t = 1 hora, 42 minutos, 33 segundos.
3. La poblacion después de 10 horas es

P (10) = Pye(0:4059)010) — p 4055 57 685P,.
Por lo tanto, en 10 h la poblacion habrd aumentado aprorimadamente 58 wveces la poblacion inicial.

Ejemplo 2.11 Si la poblacién de cierta comunidad crece al 2% anual ;Cudntos anos deben transcurrir
para que la poblacion se duplique?

Solucion. Aqui, el 2% anual mencionado es precisamente la tasa de crecimiento de poblacion. Se tiene
entonces que k = 2% = 0,02. Ademds, por la primera observacion, el tiempo para que una poblacién se
duplique estd dado por:

y In2
4=

Luego,

n2 In2
— B2 n2z34,6574 afios;

es decir que tq = 34 anos, 240 dias.

Ejercicios. Modelo de Malthus

1. La poblacién de una comunidad aumenta con una rapidez proporcional a si misma. Si la poblacién
inicial es de 2000 y aumenta 10 % en 5 afos:

a) {Cudl serd la poblacién en ¢ afos? (Respuesta: P (t) = 2000201906t )
b) ;Qué porcentaje habra aumentado en 10 anos? (Respuesta: 21% )

¢) ;Cuéntos afios deben transcurrir para que la poblacién sea de 20000 personas? (Respuesta:
t ~ 120 afos, 295 dias)

2. La poblacién de una comunidad aumenta con una rapidez proporcional a si misma. Si la poblacién
se duplicé en 20 aflos, jen cudntos anos se triplicard? (Respuesta: t &~ 31 anos, 254 dias)

3. La poblacién de cierta especie de animales aumenta 5% anual. ;En cudnto tiempo se duplica la
poblacién? (Respuesta: t &~ 13 anos, 315 dias)

4. La poblacién de cierta especie de animales aumenta 10 % anual. {En cudnto tiempo se triplica la
poblacién ? (Respuesta: ¢ ~ 10 afnos, 360 dias.)

5. Experimentalmente se sabe que la poblacién de cierta bacteria se duplica cada 30 h. ;Cudl es la
tasa de crecimiento por dia? (Respuesta: k = 55,45 % diario)

2.4. Modelo logistico

El modelo de Malthus tiene muchas limitaciones. Por ejemplo, predice que una poblacién crecerd
exponencialmente con el tiempo, que no ocurre en la realidad. Si la especie considerada dispone de todos
los medios para vivir, como espacio, aire, alimento, entonces su crecimiento serd de tipo exponencial;
pero si los recursos escasean, entonces habré competencia para acceder a ellos (peleas, guerras a veces,
supervivencia de los més fuertes...) y la razén de crecimiento no serd la misma. Por esta razén al modelo
de Malthus se le llama de crecimiento irrestricto, mientras que el modelo presentado a continuacién se
denomina modelo de crecimiento con restricciones.
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El modelo llamado de crecimiento logistico, fue introducido por Pierre Francois Verhulst en 1838 y
supone que la razén de crecimiento es proporcional conjuntamente tanto a la poblacién misma como a la
cantidad faltante para llegar a la méxima poblacién sustentable. Escribiremos dicho modelo como

L .p (1 - P> (2.9)

En este modelo el nimero r se conoce como la razén de crecimiento intrinseco, y K es la capacidad
sustentable que es el médximo valor que puede tener P. El valor de r depende solo de la especie considerada,
mientras que K depende tanto de la especie como del ambiente en donde se desarrolla ésta y es el mdximo
valor posible en ese ambiente.

P
Advierta que, si el valor de P es muy pequeno comparado con K, entonces 1 — Ve ~1 ylaED (2.9)

P
es semejante a la de Malthus. Por otro lado, si P se aproxima a K entonces 1 — T ~ 0 y esto harfa que

apP
— =2 0; en consecuencia la poblacién P (t) serfa casi constante.

Resolvamos la ED. Observemos que es separable:
dpP P P P
— =rP(1-— :>d7=rdt:>/d7=7“t+0.
dt K Pl1- P Pl1- P
K K

La integral del primer miembro se resuelve mediante fracciones parciales:

1 A B P A
7}3 1 5 = P+1_P:>A(1—K>+BP—1:><B—K>P+A—1
K K
— A=1 Bféf():mélfl Bfif():mélfl B*i
Y K~ -y K~ Y PR
Luego
1
dP 1 K 1 1
/PlP—/ F‘Fj dP—lHP—FK/I_PCZP—IHP—IH|K—P|.
K K K

Ahora, si se toma en consideracién que P < K, se tiene que |K — P| = K — P, por lo cual:

P P t
IH<H>—Tt+C:>H—C€ .

Antes de despejar P, usemos la condicién inicial P (0) = Py, para determinar C":

rt

0= — T P,

K — P, K-P K-P

Py
K—-Py

C:

Ahora despejamos P, denotando por comodidad

P =Ce"t :>P:C'Ke”—PC'e”:>P(1—|—C'e”) =CKe"' — P = ﬂ
K-P 14+ Cert’

Para simplificar esta férmula, dividimos numerador y denominador entre C'e™ para obtener finalmente:

P = — & K . (2)

1 K— Py
1 —rt
Cert + 14 < PO > €

El diagrama de bloques que permite simular la ecuacién diferencial logistica se muestra en la figura
(2.4).
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=
Product Gain Integrator | Scope
Constant
Product
.: Constant1
Figura 2.4 Diagrama de bloques que representa la ecuacion logistica % =rP(1- %)

Los siguientes ejemplos muestran las simulaciones del crecimiento poblacional, en los diferentes ejem-
plos se utiliza el modelo (2.4) y solo se cambian el valor de los pardmetros para las diferentes simulaciones.

Ejemplos.

1. Utilizando un modelo logistico con capacidad sustentable K = 100 x 10%, una poblacién mundial
(humana) de 5 x 10? en 1986 y una razén de crecimiento de 2% anual, hacer una prediccién de la
poblacién mundial para el afio 2010. ;Cudndo serd esta poblacién de 32 x 10°? Los datos provistos
son aproximaciones de los datos observados en la realidad.

Solucién. En este ejemplo tenemos K = 100; Py = 5 (en miles de millones de habitantes del
dP P
planeta) en 1986 y r = 0,02. La solucién de la ecuacién logistica i rP (1 — K> es, de acuerdo

con la ecuacién (2), como sigue:

K 100 100

K_P - 100 — - —0,02¢
o 0ot 1o (W00-5Y Tgp 1+ 10c
Py )

P(t) =

En el ano 2010 tendremos ¢ = 24, entonces:

100 100

P@Y = i 5wmen = T 10 0

~~ 7838904588 habitantes.

en miles de millones de habitantes.

La gréfica 2.5 presenta el resultado de la simulacién.

2. La poblacién sers de 32 x 10° en el tiempo ¢; que determinamos como sigue:

P(t1) = rigebomy = 32 = 100 = 32 + 608¢ 002" — 608¢ 0% = 68
n( 1L
— 002 Ty, [0as) 355;) ~ 109, 5334 afios.

Esto es, a mediados del ano 2095. Esto, claro estéd, si las tendencias se mantienen; afortunadamente,
la razén de crecimiento r = 0,02 no es una constante y, con el tiempo, en muchos paises ha estado
disminuyendo; entre otros aspectos gracias a la planificacién familiar.
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B Scope — O %
@@|Q@§|Emﬁ|@ﬁ'§ ]

i)
Al P

Time offset: O

. . apr P
Figura 2.5 Solucién de T rP <1 — K) con

K =100%10° y P(0) = 5% 10°.
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3. Las reservas pesqueras del halibut (especie de gran tamano, parecida al lenguado) en el Pacifico

se modelan con la ED logfstica con capacidad sustentable de 80,5 x 10°, medida en kg (biomasa),
y razén de crecimiento intrinseco por ano. Si la biomasa inicial es la cuarta parte de la capacidad
sustentable, encontrar la biomasa 0,71 después de un ano y el tiempo que debe pasar para que la
biomasa inicial se duplique, es decir, que llegue a la mitad de la capacidad sustentable.

Solucién. El PVI por resolver es

P —=rP(1-£),conr=0,71; K =80,5x 10° kg de biomasa, Py = £.

Observe que ahora P (t) no es el nimero de habitantes de la poblacién sino la biomasa al tiempo
t, es decir, la masa total de los peces de la especie halibut en el Pacifico. No repetiremos el proceso
de resolucién de la ED, sino que escribiremos directamente su solucién:

_ K _ K _ K __ 80,5x10°
P(t) - (K _ PO) . - K K T 143e—7t T 143 0,71t
1+ e " -
0 1+ K 4 e—rt
4

T 1+3e(0T)T T T4 3e 071
El tiempo necesario para duplicar la biomasa inicial se determina de la siguiente manera:

= 32526138, 39 kg.

_ K K _ K 1 _1 —0,71ty _ —0,71tq _ 1
P(td) = T {3307 — 9 T 1130 071ty — 3 — L+ 3e =2=c -3

= —0,71tg =In (3) = tg = =3 ~ 1,54734 afios,

o sea, 1 ano, 6 meses y 17 dfas aproximadamente.

Observaciones. Finalizamos esta seccién con algunas observaciones sobre la solucién de la ecuacion
logistica. Primero hay que subrayar que en las situaciones de interés se tiene Py < K, pues no es muy
realista suponer que la poblacién inicial sea mayor que la capacidad sustentable. En el caso extremo

Py, > K, se tiene que

dP P
E_TP<1_E>
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es negativa, es decir, la poblacién decrece hasta llegar (asintéticamente), segiin el modelo, a K.
. . . arP P o
En la situacién mds comin en que Py < K, la derivada i rP (1 — K) es positiva, o sea que, la

funcién P (t) serd siempre creciente y tenderd asintéticamente hacia K cuando ¢ — oo:

La forma tipica de la curva solucién, llamada curva logistica, es la de una letra S alargada, como se
ilustra en la figura de arriba. Es interesante observar que hay un cambio en la curvatura de P (t), que
es justamente un punto de inflexién. Demostraremos a continuacién que la inflexién ocurre precisamente

K
cuando P (t) = 5

Para ello, solo tenemos que encontrar la segunda derivada e igualar a cero:

CP_dp(1-L2)=rPP(1-E)-2pPP=rP —rPL_2pPp

dt2 T dt K
=rP —2rP'L =rpP'(1-22).
4P —0=rP (1-22)=0=rP =0 obien 1-2E=0;

dP
pero 7P’ = 0 no puede ser, pues ya hemos visto que P’ = — > 0 siempre, asi que debe darse la

dt
2P
segunda opcién: 1 — S 0, de donde se sigue que P = TR El tiempo t; en que ocurre el punto de

K
inflexién dependera de los pardmetros Py y 7, pero la coordenada vertical es siempre la misma 5

Se puede comprobar también que, en el punto de inflexién, la razén de crecimiento ’ es maxima

(ver los ejercicios).

Los modelos presentados y discutidos en esta seccién son los que han demostrado ser de mayor utilidad
por dar predicciones con una aproximacién bastante razonable en la préctica. Sin embargo es pertinente
aclarar que las predicciones obtenidas con ellos pueden contener errores por no tomar en cuenta todas las
variables que afectan al proceso. Asi sucedié con Malthus, quien, con el modelo de crecimiento exponencial,
predijo en 1798 una catdstrofe que en realidad nunca sucedid, porque no tuvo en cuenta los adelantos en
la tecnologia agropecuaria y alimenticia que han permitido a la poblacién humana seguir viviendo, sin
problemas, casi dos siglos més de lo que predijo.

Ejercicios. Modelo logistico.

1. Supongamos que una poblacién satisface a un modelo logistico con K = 500, que la poblacién inicial
es 100 y que a los 10 afios lleg6 a 200. Determine la razén de crecimiento intrinseco r. (Respuesta:
r = 0,09808.)

2. La poblacién mundial en 1939 era aproximadamente 2,3 x 10° habitantes y, en 2009, se estimé
en 6,7 x 10° habitantes. Algunos especialistas consideran que la capacidad sustentable del planeta
es de 11 x 10° habitantes, en condiciones de bienestar (es decir, sin desnutricién ni padecimientos
por falta de recursos). Considere t = 0 en 1939, P (0) = 2,3 x 10° y una capacidad sustentable de
11 x 10°. Encuentre una férmula para P () con ¢ > 0, determine P en el afio 2020 y el tiempo t;
en el que habra 10 x 10° habitantes.

a) Suponiendo que la poblacién crece a una razén de cambio proporcional a la diferencia entre la
poblacién limite méxima L y la poblacién al tiempo ¢.
b) Suponiendo un crecimiento logistico de la poblacién.
(Respuesta: a) P (t) = 11 — 8,7~ %01 x 109 P (81) = 7,15 x 10%, t; ~ 215 aifios, es decir,
en 2154;
11
b) P(t) = ;
) P®) 1+ 3, 782600255t

P (81) =~ 7,4136 x 10°, t; ~ 143 afios, es decir, en 2082. )

3. Compruebe que, para la poblacién que satisface el modelo logistico, la méxima razén de crecimiento

K K
de la poblacién es %, y se alcanza cuando el tamano de la poblacién es TR (Respuesta: En P = 5

2ot T
hay méaximo con valor i
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Autoevaluacién (Taller en grupo)

Desarrolle el diagrama de bloques que permita encontrar la simulacién de los siguientes problemas,
de diferentes valores para r; Py y K.

1. Para una poblacién que cumple el modelo logfstico con r; Py y K dados, encuentre el tiempo 1
para el cual P (¢) tiene un punto de inflexion.

IH(K—P()) _ II’IPU )
r r 7

( Respuesta: t; =

2. Si se sacan o cosechan h animales por unidad de tiempo (h constante), el modelo demogréfico P(t)
de los animales en cualquier momento ¢ es

dP

— =P(a—bP)—h, P(0)=P,,
dt

en donde a, b, h y Py son constantes positivas.

a) Desarrolle un diagrama de bloques en Simulink que simule el comportamiento demogréfico
de P(t)cona=5,b=1y h=4.

b) Use el programa para determinar el comportamiento a largo plazo de la poblacién en la parte
a)cuando Py >4, 1< Py<4y0< Py<1.
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2.5. Decaimiento radioactivo

Si observamos cierta cantidad inicial de sustancia o material radioactivo, al paso del tiempo se puede
verificar un cambio en la cantidad de dicho material; la cantidad M del material es una funcién del tiempo
t, esto es M = M (t). Aun més, dadas las caracteristicas de los materiales radioactivos, al paso del tiempo
ocurre una desintegracién o decaimiento del material. Esto no quiere decir que el material desaparezca,
sino que la configuracién interna de sus dtomos cambia y dejan de ser radioactivos.

Experimentalmente se ha llegado al conocimiento de que, en cualquier tiempo ¢ > 0, la rapidez de
cambio de la cantidad M (t) de material radioactivo es directamente proporcional a la cantidad de material
presente.

Simbdlicamente esto se expresa asi:

d
ZM (t) o M (1),

d
donde @M (t) es la rapidez de cambio de M (t) y el simbolo o denota la proporcionalidad existente entre

la cantidad presente M (t) del material radioactivo y su rapidez de cambio.
Se afirma entonces que
d
—M(t) =k M), (1)
dt
donde k es la llamada constante de proporcionalidad. Debido a la desintegracién, la cantidad M ()
de material radioactivo va disminuyendo (decreciendo) al paso del tiempo ¢, por lo tanto se tiene que
d
— M (t) < 0, lo que nos permite concluir que k < 0 ya que M (t) > 0.

dt
Esta ecuacion diferencial (1) representa el modelo matemadtico por resolver y es de variables separables.

En efecto:

dM dM
dt M
Integrando se tiene:
dM dM
ﬂ:zcdzs:>/ﬁzkt+cl:>1nM:/-ct+Clj,»M:ce’ff.

Entonces la solucién general de la ecuacién diferencial (1) es M (t) = Ce*.

Es comtn conocer la cantidad (inicial) de material existente en ¢t = 0, lo que se expresa por M (0) =
M.

Con esto podemos calcular la constante C":

M (0) = My = Ce"? = C = C = M,.
Entonces se tiene:
M (t) = Mye™.
De esta iltima expresién observemos que se puede calcular k£ si se conoce la cantidad de material
existente en un tiempo ¢; > 0, digamos M (t1) = My < My :

M (tl) =M = Moektl — M = % ==t = %hl (%) ==t = 7IH(M1)ZIH(MO).

Asi concluimos que
b In (M;) — In (M)
= » .

Observaciones:

M,
1. Un caso particular ocurre cuando M (t1) = 70. Esto es, se conoce el tiempo que transcurre para

que la cantidad de material inicial decaiga la mitad. Este tiempo se conoce como la vida media del
material radioactivo. Denotaremos con t,, a este tiempo. En este caso:

M, 1 1
M(tm)zi :>M0€ktm ZTO:>€ktm :§:>ktm:hl (2) :>I€tm:—h'l(2)
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Entonces kt,,, = —In (2), de donde podemos despejar por igual:

In (2) . In (2)

. o tm =Ty

(2)

Ademsds, en vista de lo anterior podemos afirmar que la vida media de un material no depende de
la cantidad inicial del mismo.

2. Sise proporcionan M (t1) = M7 y M (t2) = M para dos tiempos t; < t2, obtenemos los siguientes
resultados:
M (t1) = My = Cer 3)
M (tg) = M2 = Cektz

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, C'y k. Para resolverlo podemos dividir
la segunda ecuacién entre la primera y asi obtenemos:

My _ CeF*2 _ k(to—t k(ta—t1) _ M. _ M _ In(M>)—In(My)
Mo = Qo2 = chltamt) — Mlamt) — M2 s (1 — 1) = In (32 ) = f = MmO,

Es decir,
In (MQ) —In (Ml)
to —t1

k:

(4)
Ademds, tenemos también de (3):
M, = CeM — C = Mye .
Por lo tanto, al sustituir en M () = Ce* :
M (t) = Mie Ftebt — M (t) = Myt
en donce k es el valor obtenido en (4).
Ejemplos.

1. Se sabe que un material radioactivo se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad presente
en cualquier instante. Si inicialmente hay 100 mg de material y, después de dos anos, se observa
que el 5% de la masa original se desintegré, determinar:

a) Una expresién para la masa al momento ¢.

b) El tiempo necesario para que se desintegre el 10% de la masa original.

Solucién. Si M (t) es la cantidad presente (en miligramos) de material radioactivo al cabo de ¢ anos,
entonces M (t) estd dada por la solucién del PVI

M'(t) = kM (t); con M (0) =100 y ademds M (2) = 95.

a) Tenemos que My = 100 mg. Por otro lado, considerando que M (t) = Myekt = 100e** se tiene,
para t = 2:

M (2) = 100 — 5 = 95 = 1002 = ¢} = 0,95 = 2k = In (0,95) = k = &%) — _ 02564.
Entonces la expresién solicitada es

M (t) — 100670,02564t

b) Cuando se desintegra el 10 % de la masa quedan 90 mg de la misma, entonces:

B B In (0, 9) ~
90 = 100002564t —, =0,02564t _ () g — y = "L — 4 1076 5
c c ’ 0,02564 AHOS,

representa el tiempo para que se desintegre el 10 % de la masa original.
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2. Un material radioactivo se desintegra dos tercios en 1000 anos. Determinar su vida media.

Solucién. Suponemos que se cumple con el modelo de desintegracién de esta seccién y por lo tanto
M (t) = Moekt.

Si pierde dos tercios de material en 1000 anos, entonces:

M (1000) = Mo = Myel00% = Mo — | = _LoIn (1) = —183. — _0,0010986.
Podemos calcular ya la vida media, usando (3.2):
t 2 2 630,92 aii
m=—— m=——————=0630,92 aflos.
k —0,0010986

3. Se ha detectado que el 0.5% de una sustancia radioactiva desaparece en 12 afios.

a) ;Qué porcentaje desaparecerd en 1000 anos?

b) ;Cudl es la vida media de dicha sustancia?

Solucién. La cantidad de sustancia al cabo de t afios estd dada por M (t) = Mye**, donde My es la
cantidad inicial de sustancia. Ademés:

M (12) = 0,995My <= Mye'?* = 0,995My = €' = 0,995 = k = 2099) — _( 0004177.
a) Sea p el porcentaje que queda de la sustancia radioactiva después de 1000 afios. Entonces:
M (1000) = pMy <= Mye'9%% = pMy = €000k — §) — p = £1000(=0,0004177) — () 65856

Este resultado indica que a los 1000 afios quedars el 65,856 % de la sustancia radioactiva
original, es decir, desaparecers 34,144 % de dicha sustancia.

b) Para hallar la vida media usamos el valor de k previamente calculado:

In2 In2

tm = tyy = —————— tm = 1659, 44 afios = 1 Fos,
E —0,0004177 = 659,44 aros 660 afios

En el siguiente ejemplo se muestra una aplicacién importante de las ED en arqueologfa.

El elemento carbono, presente en todos los compuestos orgédnicos, tiene un isétopo radioactivo,
llamado carbono 14 (14C). El porcentaje de *C con respecto al carbono en los organismos
vivos permanece constante y, cuando este muere, el *C decae en la forma que hemos visto.
Asi que, si sabemos cudnto '4C ha perdido una parte de un organismo, podremos encontrar
el tiempo transcurrido a partir de su muerte. Para ello solo basta saber que el (' radiactivo
tiene una vida media aproximada de 5600 anos.

4. Se encontraron huesos fésiles de un animal. Se analizaron y se detecté que cada hueso contenia una
centésima parte del '*C radioactivo. Determinar la antigiiedad aproximada de los huesos encontra-
dos.

Solucién. Supongamos que M (t) es la cantidad presente de *C en cada hueso al cabo de t afios
y que My es la cantidad original (inicial) de dicha sustancia radioactiva en cada hueso. M (t) estd
determinada por la solucién del PVI:

M,
M’ (t) = kM (t), con M (0) = My y ademds M (5600) = 70

La solucién general de la ecuacién diferencial es M (t) = Cef*, donde C' = M,. Ahora,

M (5600) = Mo <= Mye000k = Mo — 5600k — 1 — | = _L-1n (3) = k = —0,000123776.

Por lo que
k= —(1,23776) x 10~*.

En consecuencia
M(t) = M067(1,23776)><10_4t
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Ahora bien, considerando que cada hueso contenia una centésima parte del **C radioactivo original,
se tiene que

_ 1 —(1,23776)x 107 %t _1 —(1,23776)x107 % _ _1
M (t) = 155 Mo = Mye~ ) Ths My = e~ ) = s =

4, 1 o — 1n(100) _ 10%In(100) __

Por lo tanto, la antigiiedad (edad) aproximada de los huesos es t = 37206 afios.

Ejercicios

En los ejercicios siguientes suponga que la rapidez de de crecimiento es directamente proporcional a
la cantidad presente de sustancia radioactiva.

1. Si el 5% de una sustancia radioactiva se descompone en 50 afios:

a) {Qué porcentaje habra al final de 500 afios?
b) ;Y después de 1000 anos?

¢) {Cuadl es la vida media de esta sustancia?
(Respuestas: a) 59,9 %; b) 35,8 %; c¢) 675 afios, 212 dias )

2. Si la vida media de una sustancia radiactiva es de 1800 anos:

a) {Qué porcentaje estara presente al final de 100 afos?

b) ;En cudntos anos quedard el 10 % de la sustancia?
(Respuestas: a) 96,22 %; b) 5980 afios, 270 dias.)

3. Un ano después de la produccioén de cierta sustancia radioactiva, se tenfan 100 gramos de esta y dos
anos después 75 gramos; ;jcudnto se produjo inicialmente?; ;jcudl es la vida media de la sustancia?
(Respuesta: a) My = 133,333 g; b) 2 afios, 150 dias)

4. Una muestra extraida de un crdneo antiguo contenfa solamente una sexta parte del '#C original.
;Cudl es la antigiiedad del créneo? (Respuesta: 14 475 anos)

5. Calcular la vida media de una sustancia radioactiva que en 10 anos decae un 25%. (Respuesta:
tm ~ 24 afios, 34 dias)

6. Un analisis de restos fésiles de un animal demostré que éstos contenfan solo el 6,24 % del C
original. Determinar la antigiiedad aproximada de la muerte del animal. (Respuesta: 22412 anos,
126 dias.)

7. Los neutrones en una pila atémica crecen a una razén proporcional al nimero de neutrones presente
en cualquier instante (debido a la fisién nuclear). Si inicialmente hay Ny neutrones y luego se tienen
N7 y Ny neutrones presentes en los instantes t1 y to, respectivamente, demostrar que:

No\" ()"
Ny o Ny ’

8. El uranio se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad presente en cualquier instante.
Si My y M, gramos estdn presentes en los instantes t; y to, respectivamente, mostrar que la vida
media del uranio es
(tz - tl) In2

In (M) —In (Mz)"

tm =
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2.6. Mezclas

Si disolvemos 500 g de azticar en 20 litros de agua, obtenemos una solucién dulce con una concentracion

500
C= 20 = 25 g/litro de azucar (se lee 25 gramos por litro y significa 25 gramos de azicar por cada litro

de solucién).
Cuando disolvemos 10 Ib de sal en 50 gal de agua, obtenemos una solucién salina o salmuera con una

10
concentracién C = i 0,2 Ib/gal de sal (1éase 0,2 libras por galén).
En general, si disolvemos @ kg (o cualquier unidad de masa) de un soluto en V litros‘ (o alguna otra

unidad de volumen) de un solvente, obtenemos una solucién con una concentracién C' = v kg/litro del

soluto (leido C kilogramos por litro y entendido como C kilogramos de soluto por cada litro de solucién).

Ahora supongamos que inicialmente (en ¢ = 0) tenemos en un tanque una cantidad V; de solucién
donde hay disuelta una cantidad Qo de un soluto. Supongamos también que, a partir de t = 0, se
deja entrar otra solucién al tanque con una rapidez R, (flujo de entrada) y con una concentraciéon C,
(concentracién de entrada) del mismo soluto y que, al mismo tiempo, se deja salir del tanque la nueva
solucién (considerada uniforme por mezclado) con una rapidez R, (flujo de salida) y una concentracién
Cs (concentracién de salida) del mismo soluto.

Observamos lo siguiente:

1. Si R. = R, entonces la cantidad Vj de solucién se mantiene constante al paso del tiempo t.

2. Si R. # R, entonces la cantidad V' de solucién serd funcién del tiempo ¢; es decir, V =V (¢). Aun
mas, si R, > R , entonces V (¢) > V (ademds es creciente); mientras que, si R. < Ry , entonces
V (t) < Vo (ademds es decreciente).

3. En general, la cantidad @ de soluto en el tanque serd funcién del tiempo t; es decir, @ = Q (t).

4. Tgualmente, la concentraciéon C' del soluto en el tanque serd funcién del tiempo ¢; y variard segin
que R, = Rs; o que R, # R, esto es,

5. Un problema que es de interés en esta clase de procesos consiste en determinar la cantidad @ (t) de
soluto en el tanque en cualquier instante ¢ > 0.

Para resolver este problema procedemos como sigue:

Consideremos primero la rapidez con que cambia la cantidad de soluto @ (t) en el tanque, la cual estd
dada por la rapidez con que entra el soluto menos la rapidez con la que sale. Esto es,
dQ (t) . .
— = (rapidez con que entra el soluto) — (rapidez con que sale el soluto)
Si tomamos en cuenta que:
la rapidez con que entra el soluto es R.C. ;
la rapidez con que sale el soluto es R;Cs = RsC' (t).
El modelo de este proceso queda como el PVI:

dQ (t)
dt

= R.C., — R;C(t), con Q (0) = Qo. (2.10)

El método de solucién de este PVI dependerd de las condiciones del problema.
Ejemplos

1. En un tanque que contiene 1000 litros de agua, inicialmente se disuelven 5 kg de sal. Luego se bombea
salmuera al tanque a razén de 20 litros/min y la solucién uniformemente mezclada se bombea hacia
afuera del tanque a la misma razén. Considerando que la concentracién de la solucién que entra es
de 0,01 kg/litro, determinar:

a) La cantidad de sal que hay en el tanque en cualquier instante ¢ > 0.
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b) La cantidad de sal en el tanque después de 30 min.
¢) La cantidad de sal en el tanque después de mucho tiempo.

d) El tiempo que debe transcurrir para que haya 8 kg de sal en el tanque.
Solucidn. Sea @ (t) la cantidad (en kg) de sal en el tanque después de ¢ min. Como inicialmente
se tienen 5 kg de sal, entonces @ (0) = 5.
La rapidez de cambio de la cantidad @ (¢) de sal en el tanque en el instante ¢ es

dQ (t)
dt

= (rapidez con que entra la sal) — (rapidez con que sale la sal)

;Con qué rapidez entra la sal al tanque?

Ya que la solucién entra con una rapidez R, = 20 litros/min y con una concentracién C. = 0,01
kg/litro, entonces la rapidez con que entra la sal al tanque es

R.C. = (20 litros/min) (0,01 kg/litro) = 0,2 kg/min.

i, Con qué rapidez sale la sal del tanque?

La rapidez con que sale la solucién del tanque es Ry = 20 litros/min. Sin embargo, la concentracién
de sal a la salida se debe hallar a partir de estas consideraciones:

= Ya que entra solucién a razén de 20 litros/min y sale solucién a la misma razén, es claro que
el volumen V' de solucién en el tanque es constante: V' = volumen inicial = 1000 [litros.

= Después de ¢t minutos hay @ (t) kilogramos de sal disueltos en 1000 litros de solucién, por lo
Q) _ Q) kg
1% 1000 litro’

que la concentracién de sal en la solucién que sale es Cs =

Entonces la rapidez con que sale la sal del tanque es

Q) kg \_ QM) kg
1000 litro 50 min’

R;Cs = (20 litros/min) (

Por lo tanto, la rapidez de cambio de la cantidad @ (¢) de sal en el tanque, después de ¢ minutos es

d Q) / Q)
- = — =0,2 — =0,2.
dtQ (t) R.Ce — R,C (t) 0, 50 = Q (t) + 50 0,
La cantidad de sal en el tanque @ (t) estd dada por la solucién del PVT:
t
Q' (t) QW =0,2, con Q(0) =5.
50
t
a) Resolvemos la ecuacién diferencial: @’ (t)+ QTE)) = 0,2, la cual es una ED lineal no homogénea

y tiene por factor integrante a et/%0

t t t t t t t
€30 (Q’ (t) + Q5(0)) =0, 2ee50 = % (e%Q(t)) =0,2e50 = e50Q (t) =C +0,2 [es0dt

= e50Q (t) = C+(0,2) (50) €30 = €5 Q (t) = C + 10e0
— Q(t)=Ce % +10 = Q (t) = 10 + Ce~ .

, por lo que

Ahora bien, considerando la condicién inicial,
QUO)=5=10+Ce" =5= C = -5,

encontramos que

Q(t)=10—5e ",

es la cantidad de sal (en kg) que hay en el tanque después de ¢ minutos.
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b) La cantidad de sal que hay después de 30 min:
Q(30) = 10 — 5e~ % = 10 — 5e~ %6 ~ 7,25594182 = Q (30) ~ 7,256 kg.
¢) La cantidad de sal que hay después de mucho tiempo la podemos denotar y calcular como

sigue:

, , _t , 5
Qifm = t_l}grnooQ (t) = lim (10 — e 50) = lim <10 — m) =10 = Qim = 10 kg.

t—-+o0 t—+oo
d) ;Qué tiempo debe transcurrir para que haya 8 kg de sal en el tanque?
Q(t)=8+=10—he 3 =8 = ¢ 50 = g =t = —501n(0,4) ~ 45,81453659 min.
Es decir, t =~ 45 minutos, 49 segundos.

La figura 2.8 muestra el diagrama de bloques que permite simular la concentracién de sal en el tanque
con respecto al tiempo

Corstant

Integrator Soopa

Product

Product

C orstant Constart

Figura 2.8 Diagrama de bloques de la ecuacién %gt) = R.Ce — Rs~55

Q)

La figura (2.9) comprueba los resultados tedricos, se puede comprobar que la concentracién estd
tendiendo a 10 kg y que en aproximadamente en ¢ = 45.8 min hay 8 kg de sal.

B Scope = O >
&0 |@e D% Das ”

Time offset. 0

Figura 2.9 Concentracién de sal en el tanque de 1000
It.
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1. Un tanque que tiene capacidad para 2000 litros, contiene inicialmente 1000 litros de agua con 8 kg
de sal disuelta. Se bombea salmuera al tanque a razén de 20 litros/min y la solucién uniformemente
mezclada se bombea hacia afuera a razén de 15 litros/min. Considerando que la concentracién de
la solucién que entra es de 0,01 kg/litro, determinar:

a) La cantidad de sal que hay en el tanque después de ¢ minutos.
b) La cantidad de sal que hay en el tanque después de 1 h.

¢) La concentracién de sal en el tanque cuando éste se llena.
Solucién.

a) Sea @ (t) la cantidad (en kg) de sal en el tanque después de ¢ minutos.
Como inicialmente se tienen 8 kg de sal, entonces @ (0) = 8.
La rapidez de cambio de la cantidad @ (¢) de sal en el tanque en el instante ¢ es
dQ ()

o = (rapidez con que entra la sal) — (rapidez con que sale la sal)

., Con qué rapidez entra la sal al tanque?

Ya que la solucién entra con una rapidez R, = 20 litros/min y con una concentracién C, =
0,01kg/litro, entonces la rapidez con que entra la sal al tanque es

R.C. = (20litros/min) (0,01kg/litro) = 0,2 kg/min.

La rapidez con que sale la solucién del tanque es Rs = 15 litros/min. Pero {con qué concen-
tracion de sal?

Ya que entra solucién a razén de 20 litros/min y sale solucién a razén de 15 litros/min,
entonces quedan en el tanque 5 litros de solucién en cada minuto que transcurre. Después
de t minutos habran quedado almacenados en el tanque 5t litros de solucién, los cuales se
sumarén a los 1000 litros de solucién iniciales. Es decir, después de ¢t minutos habrd en el
tanque .(1000 + 5¢) litros de solucién en los que estardn disueltos @ (¢) kg de sal, por lo cual
la concentracién de sal en la solucién que sale es

Q)

=2 L litro,
1000 3 5¢ 9/ litro

Entonces la rapidez con que sale la sal del tanque es

Q ()
1000 + 5t

k‘g/litro) = Mk’g/min.

RsCy = (15litros/min) ( 1000 + 5t

Por lo tanto, la rapidez de cambio de la cantidad @ (t) de sal en el tanque, después de ¢ minutos

€S
d 15Q (t)
— = — =0.2 —
dtQ (t) = ReCe — BsCs =0, 1000 + 5¢’
O sea,
Q’(t)+715 Q(t)=0,2
1000 + 5t IR

Luego, la cantidad @ (¢) estd dada por la solucién del PVI:

3
200 +1

Q' (1) + Q(t)=0,2; con Q(0)=38,

la cual es una ED lineal no homogénea y tiene por factor integrante lo siguiente:

3 1 < 3
ef Toorrdt — 63[ sooTrdt — e3 In(200+t) _ 61n(20()+t) _ (200 + t)3,
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por lo que:

Q' (1) + 255 Q (1)) (200 + £)° = (0,2) (200 + 1)°
— 4 [Q( ) (200 +t)3} = (0,2) (200 + t)°
— Q (1) (200 +t)* = (0,2) [ (200 + t)3 dt
— Q (t) (200 + ¢)® = ©2) (200 + ) +C
0 (#) = (0,05) (200 + 1) +

(200+t)3'
Ahora bien, considerando la condicién inicial,
C C 3
Q(0) =8=(0,05) (200 +0) + ———— =8 =10+ —— =8 = C' = —2(200)",
(200 + 0) (200)
por lo que,
Q) = (0,05 200+ 1) - 220 L h_ (o 05)(200+t)—2< 200 )3
’ (200 + t)* ’ 200 +t)

es la cantidad (en kg) de sal que hay en el tanque después de ¢t minutos.

b) La cantidad de sal que hay en el tanque después de una hora (60 min) es

@ (60) 200 + 60

200 10
0,05)(260) —2 | — =13-2
(0,05) (260) (260) (13)
13-0,91 = 12, 09;

3
(0,05) (200 + 60) — 2 <200>

luego @ (60) = 12,09 kg.

¢) ;Cuaél es la concentracién de sal en el tanque cuando este se llena?

Primero veamos que el tanque se llena cuando el volumen variable V' (t) = (1000 + 5t) se iguala
con la capacidad del tanque de 2000 litros. Esto sucede cuando

V (t) = 2000 = 1000 + 5¢ = 2000 = ¢ = 200.

Es decir, el tanque se llena cuando han transcurrido ¢t = 200 minutos.

La cantidad de sal que hay en el tanque en dicho instante es

0200) = (0.05)(200+200)— 2 —2° )" = (0.05) 400y —2 (1)
Y 200+200) 7 2
1 79
= 20—--=—=1 .
01 =" =19,75 kg

Por lo tanto, la concentracién de sal en el tanque en este instante es

C (200) = QR0 kg _ 1975 kg x(900) = 0,009875 kg/litro = C (200) ~ 0,01 kg/litro

2000 litro 2000 litro

La figura 2.10 muestra el diagrama de bloques, observe que se utiliza el bloque clock, bloque que
simula el tiempo ¢ que transcurre al iniciar nuestra simulacién.
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Corstant
Inteqrator

Froduct1
Product

Constant2

Constant

200 > t

Clock To Wiorkspace

Figura 2.10 Diagrama de bloques para Q' (t) + Wi&Q (t)=0,2.

Efectivamente, los resultados tedricos concuerdan con los resultados simulados que se muestran en
la figura 2.11.

Bl Scope — 1 4
g6 @i O%% Da% :

Time offset: 0

Figura 2.11 Concentracién de sal en el tanque.

2. En un tanque que contiene 500 galones de agua, inicialmente se disuelven 10 libras de sal. Luego se
bombea salmuera al tanque a razén de 4 gal/min y la solucién uniformemente mezclada se bombea
hacia afuera del tanque a razén de 5 gal/min. Considerando que la solucién que entra tiene sal con
una concentracién de 0,1 1b/gal, determinar:

a) La cantidad de sal que hay en el tanque después de ¢ minutos.
b) La cantidad de sal en el tanque después de media hora.

¢) La concentracién de sal en el tanque cuando quedan 100 gal de solucién.

Solucién. Sea Q (t) la cantidad (en Ib) de sal en el tanque después de ¢ minutos.

Como inicialmente se tienen 10 libras de sal, entonces @ (0) = 10.
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La rapidez de cambio de la cantidad @ (t) de sal en el tanque en el instante ¢ es

—Q (t) = (rapidez con que entra la sal) — (rapidez con que sale la sal)

;Con qué rapidez entra la sal al tanque?

Ya que la solucién entra con una rapidez R. = 4 gal/min y con una concentracién C, = 0,1 1b/gal,
entonces la rapidez con que entra la sal al tanque es

libras

R.C. = (4 gal/min) (0,1 libras/gal) = e

;Con qué rapidez sale la sal del tanque?

La rapidez con que la solucién sale del tanque es Ry = 5 gal/min. Pero jcon qué concentracién de
sal?

Ya que la salmuera entra a razén de 4 gal/min y la solucién mezclada sale a razén de 5 gal/min,
entonces el tanque pierde 1 gal de solucién en cada minuto que transcurre. Después de ¢ minutos
se habran perdido ¢ galones de solucién de los 500 galones iniciales. Es decir, después de ¢ minutos
quedardn en el tanque (500 — t) galones de solucidn, en los que estaran disueltas @ (¢) Ib de sal, por
lo que la concentracién de sal en la solucién que sale serd

Q)
500 — t

Entonces la rapidez con que sale la sal del tanque es

9 1ygul) - 220

Cs =

b/ gal.

R,C,s = (bgal/min) (500 200 — 1 libras/min.

Por lo tanto, la rapidez de cambio de la cantidad @ (¢) de sal en el tanque, después de ¢ minutos es

5Q (1)
500 — t

d
LQ(t) = R.C. — R,Cy = 0,4 —
2
o0 sea,
")+ ———Q () =0,4.
Q)+ Q1) =0,
Luego, la cantidad @ (t) estéa dada por la solucién del PVI:

)
500 —¢

Q' (1) + Q(t)=0,4; con Q(0)=10.

5

500 — ¢
homogénea y tiene por factor integrante lo siguiente:

a) Resolvemos la ecuacién diferencial: Q' (¢) + Q(t) = 0,4. Esta es una ED lineal no

o) sm=rdt _ 5[ sgo—gdt _ ,—5In(500—t) _ ,In(500—)"" _ (500 — t)75,
por lo cual:

(500 — 1)~ [Q' (tHﬁQ(t)} = (0, 4) (500 — ) = 4 [(5004)*5@2@) S
— (500 — )" Q () = (0,4) [ (500 — t) "dt +C
— (500 — 1)~ 5Q()=(;L)(500—t) e
— Q(t) = (0,1) (500 — t) + C (500 — t)° .

Ahora bien, considerando la condicién inicial:

Q (0) = 10 <= (0,1) (500 — 0) + C (500 — 0)° = 10 = 50 + C (500)° = 10

= C(500)” = —40 = C = — 30,
por lo que
Q(t) = (0,1) (500 — £) — 0= (500 — 1) = Q (¢) = (0,1) (500 — £) — 40 (355)”,

es la cantidad (en libras) de sal que hay en el tanque después de ¢ minutos.
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b) La cantidad de sal que hay en el tanque después de media hora (30 min) es

500 — 30\ °
30) = (0,1) (500 —30) —40 ( 2=
Q@) = (0,150~ 30) - a0 (P
47\°
= (0.1)(470) —40 ( =5 | =47 - 29,3562 = 17,6438,
Q(30) = 17,6438 libras.

¢) ;Cuél es la concentracién de sal en el tanque cuando quedan 100 galoles de solucién?

Después de ¢ minutos hay en el tanque 500 — ¢ galones de solucién y éstos serdn 100 galones
cuando: 500 — ¢t = 100, o sea t = 400. Es decir, en el tanque hay 100 gal de solucién cuando
han transcurrido ¢ = 400 minutos.

La cantidad de sal en dicho instante es

(0,1) (500 — 400) — 40 (500_400>5 (0.1 (100) - 40 (éf

Q (400) 200

1\?
= 10-40 (5) =10—-0,0128
= (@ (400) = 9,9872 libras;

por lo tanto, la concentracién de sal en el tanque en este instante es

C (400) = “g? 1 = 252 1 = € (400) = 2752 {2 = 0,000872 [

100 gal 100 gal 100 gal

= C(400) ~ 0,1 &
ga

3. Un estanque contiene 100 m? de agua contaminada. Con el propésito de descontaminarlo se intro-
duce agua limpia a razén de 2 m?/min y el agua contaminada (uniformemente mezclada) se deja
salir del estanque a la misma razén.

a) ;Qué porcentaje de contaminantes se habrd eliminado después de 1 h?

b) ;Qué tiempo debe transcurrir para que los contaminantes disminuyan en un 90 %?
Solucién: Sea Qo la cantidad inicial (en ¢ = 0) de contaminantes en el estanque y sea @ (¢) la
cantidad de contaminantes después de ¢ minutos.

La rapidez de cambio de la cantidad @ (t) de contaminantes en el estanque, en el minuto ¢ > 0 es

d
%Q (t) = (rapidez con que entran los contaminantes) — (rapidez con que salen contaminantes)

Como entra agua limpia al estanque, entonces nada entra de contaminante.

Como entra y sale agua del estanque a la misma razén (2 m?/min), entonces la cantidad de agua
en el estanque es siempre la misma (100 m?), por lo cual la concentracién de contaminantes en cada

m? de agua que sale del estanque es Cié(?

Luego,
d _ Q (1) / Q (1)
Ga0=20-2(20) = o0 --2,

Por lo tanto, la cantidad @ (t) de contaminantes en el estanque, después de ¢ minutos, estd dada
por la solucién del PVI:

Q)+ 55010 =0, conQ(0) = Qo

Se observa que se trata de una ED lineal homogénea, que podemos resolver separando variables.
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a) ;Qué porcentaje de contaminantes se habra eliminado después de una hora?

/ 1 _ Q@ 1 QW ., 1
QW) +500) = O:Q(t)__%ﬁ/mt)dt__%/dt
= 1nQ(t)=—%t+0:@(t)=ce—t/50,

que es la solucién general de la ED. Ahora bien,
C=Q0)=Qy=Cc"=C= C=Qo.
Por lo que,
Q (t) = Qe /™.
Entonces, la cantidad de contaminantes después de 60 minutos (1 hora), en el estanque, es
Q (60) = Qoe %" — Q (60) = Qoe™%® = Q (60) = Que 2.

Asi, la cantidad de contaminantes que se han eliminado del estanque, en 60 min, es

Qo—Q(60) =Qo— Qoe "?=Qo (1—e1?).

.Y qué porcentaje es esta cantidad de Qo7

12
Q0=Q(60) ;0 _ @ (L=¢) 0 109 (1—e""?) =69,88.
Qo Qo

Por lo tanto, después de 1 h se habra eliminado el 69,88 % de los contaminantes del estanque.

b) ;Qué tiempo debe transcurrir para que los contaminantes disminuyan en un 90 %?
Si después de t = t; minutos los contaminantes han disminuido en un 90 %, entonces:

Q (t1> =10 % de QQ = (O, 1) QO.
Luego,

Q(ty) = (0,1)Qo= Que /" =(0,1)Qy = e /7" =0,1
= t=-50In(0,1) ~ 115,13 minutos.

Por lo tanto, para que los contaminantes en el estanque hayan disminuido en un 90 % deben
transcurrir aproximadamente 115 minutos, 8 segundos.

4. Consideremos un depdsito que contiene 50 litros de agua con 75 gramos de sal disueltos. En un

determinado instante comienza a entrar agua salada a razén de 2 litros/minuto, con una concen-
tracion de 3 gramos/litro de sal, mientras que el agua, perfectamente mezclada, sale del depésito
a razon de 2 litros/minuto. Queremos determinar en qué instante la cantidad de sal en el depdsito
serd de 125 g. En la figura se presenta un esquema de la situacion.

. Llamemos S(t) a la cantidad de sal en el depésito en el instante ¢. Notemos que el volumen de agua

en el depésito es siempre de 50 litros, ya que en cada instante entran dos litros y salen otros dos.

S(t
Por tanto, la concentracién de sal en cada instante serd de %% La velocidad de variacién de la
concentracién de sal viene dada por S’(¢), que se expresa en gramos/minuto.
litros ramos ramos
Por un lado, el aporte de sal por minuto al depdsito serd de: 2 —; & - —68 - ,
minuto litro minuto

mientras que la tasa de pérdida de sal es de

9 litros o S(t) gramos  S(t) gramos

minuto 50 litro 25 minuto

La variacion total de la concentracion de sal viene dada por la diferencia entre el aporte y la pérdida
de sal. Obtenemos asi la siguiente ecuacién diferencial
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La condicién inicial es S(0) = 75, ya que inicialmente hay 75 gramos de sal en el depdsito.

La ecuacién diferencial es de variables separadas, aunque también es una ecuacion lineal. La solucién
del problema de valor inicial es S(t) = 150 — 75e /2.

Nétese que la funcién S(t) es creciente, ya que S'(t) = 3e~*/2 > 0. Esto significa que la cantidad
de sal en el depdsito aumenta al avanzar el tiempo.

Para determinar cudndo la cantidad de sal en el depésito serd de 125 gramos por ejemplo, basta
con resolver la ecuacién S(t) =125 :

1
S(t) =125 = 150 — 75e /%> = 125 = t = —251n (3) = 251n3 ~ 27,4653 minutos.

6. Supongamos que un tanque mezclador grande contiene 300 galones de agua, en donde se ha disuelto
sal. Otra solucién de salmuera se bombea al tanque a una tasa de 3 galones por minuto. El contenido
se agita perfectamente y es desalojado a la misma tasa. Si la concentracién de la solucién que entra
es 2 libras/galén, hay que armar un modelo de la cantidad de sal en el tanque en cualquier momento.

Solucién. Sea A(t) la cantidad de sal (en libras) en el tanque en cualquier momento t. En este caso,
la rapidez con que cambia A(t) es la tasa neta:

dA
— = (tasa de entrada de la sustancia) — (tasa de salida de la sustancia) = Ry — Ry (*)

dt

Ahora bien, la razén, Ry, con la que entra la sal al tanque, en {b/min, es

I b Ib
I N2y = 6—.

man’" gal min

Ri = (3

Mientras que la razén, Rs, con que sale la sal es

gal ., A b A b

Ry = (3——)( )

min’ 300 gal’ ~ 100 mfn’
Entonces, la ecuacién (*) se transforma en
dA A
et e 2 ok
dt 0 100 9

7. El tanque de la Figura contiene inicialmente 100 galones de agua pura. En el tiempo ¢ = 0, una
solucién que contiene 2 libras de sal por galén comienza a entrar en el tanque a una velocidad de 3
galones por minuto. Al mismo tiempo se abre un drenaje en la parte inferior del tanque para que
el volumen de solucién en el tanque permanezca constante. ; Cudnta sal estd en el tanque después
de 60 min?

Solucién. Comencemos por designar z(t) el nimero de libras de sal en el tanque después de ¢ min.
En consecuencia, la derivada dx/dt es la representacién matemdtica de la velocidad a la cual la
cantidad de sal estd cambiando con respecto al tiempo. El proceso de modelado consiste en calcular
una representacion fisica de la tasa de cambio y establecerla igual. El resultado final es una ecuacién
diferencial para la funcién ().

Es muy 1til en el proceso de modelado realizar un seguimiento de las unidades utilizadas. Por
ejemplo, puesto que estamos midiendo x en libras y tiempo en minutos, la derivada dz/dt se mide

)
en libras por minuto (——). En la declaracién del problema se nos dan las tasas de flujo dentro y
min

’

fuera del tanque. Estas son las velocidades de volumen, medidas en galones por minuto (gal/min).
Ademds, se nos da la concentracién de la solucién que entra en el tanque, y esto se mide en libras

1b
por galén (w)

La representacion fisica de la tasa de cambio se divide naturalmente en dos partes ya que hay un
flujo en el tanque y otro hacia fuera. Asi podemos escribir

Tasa de cambio = tasa de entrada — tasa de salida.
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Esta util separacién de efectos se denomina a veces ley de equilibrio. Dado que la tasa de cambio

b
se mide en ——, lo mismo debe ser verdad para la tasa de entrada y la tasa de salida.
min

. . ., . 1
Examinemos la velocidad: La solucién entra en el tanque a una velocidad de volumen de 3 £%-. La
. Por consiguiente,

concentracién de sal en esta solucidn es de 2%

l ) )
ga 6 2

tasa de entrada = tasa de volumen X concentracién = 3-— X 2— = —.
min ga min

La velocidad a la que sale sal del tanque es un poco més complicada. Tenemos:
Tasa de salida = tasa de volumen X concentracion.

Dado que el volumen se mantiene constante, sabemos que la solucién sale por el desagiie en la parte

- gal ) iy
inferior del tanque con una tasa de volumen de 3 ~——, pero jcudl es la concentracién de sal en
min

el agua que sale del tanque? Asumiremos que la mezcla en el tanque se mezcla instantdneamente
en todo momento para que la concentracién de la sal no cambie de punto a punto. Es cierto que
esto probablemente no sea una suposicién precisa, pero es un buen punto de partida y nos permite
completar el modelo usando ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin esta hipétesis todavia podemos
modelar el sistema, pero la concentracién dependeria de la posicién dentro del tanque, y el modelo
serfa una ecuacién diferencial parcial. Con nuestro supuesto de mezcla perfecta, la concentracién
de sal en el tanque en cualquier momento ¢ se calcula dividiendo la cantidad de sal en el tanque en
el instante ¢ por el volumen de solucién en el tanque. La concentracién en el tiempo ¢, c(t), viene
dada por ®

x(t

C(t) = 100 Ib/gal.
Ahora podemos determinar la velocidad a la que sal sale del tanque:
gal _x(t) b 3 Ib

Tasa de salida = 3— X —-— = —
asa de salda min % 100 gal 100 min

Nuestra discusion nos ha llevado a la ecuacién diferencial

d—x = tasa de cambio = Tasa entrada — tasa de salida =6 — S—QE
dt 100

dx
Esta ecuacién tiene la forma i a(t)x+ f (), por lo que es lineal, y para encontrar su solucién,

primero, reescribimos la ecuacién como

dx n 3r
dt 100
A continuacién se calcula el factor de integracién, p (t) = e/ 0% = ¢ 160,
3
Cuando multiplicamos ambos lados de la ecuacién d—f + ﬁ% = 6 por 4 (t), observamos que
; ! der 3z .
3t/100 } — g3t/100 (GT 9T ) o 36/100
{e ) =e <dt + 100> ‘

Integramos ambos lados de esta ecuacién para obtener:
3t/100,, /6€3t/100dt _ %est/wo LC.

Finalmente, obtenemos la solucién general resolviendo para z:
z (t) = 200 + Ce~3t/100,

Dado que no habia sal presente en el tanque inicialmente, la condicién inicial es « (0) = 0. Por lo
tanto
0 =2 (0) = 200 + Ce3O/10 — & = _90.
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En consecuencia, C' = —200 y nuestra solucién es
x (t) = 200 — 200e~3t/100,

Se deja como ejercicio graficar la solucién. La cantidad de sal presente en el tanque después de 60
minutos es

 (60) = 200 — 200e~3(690/100 ~ 167 1p,

Ejercicios Mezclas.

1. Un tanque contiene 100 litros de agua salada en el cual hay 2 kg de sal disueltos. Agua salada con
0,25 kg de sal por litro entra al tanque a razén de 16 litros/min y la mezcla bien agitada sale a la
misma razon.

a) Obtener la cantidad de sal en el tanque después de ¢ minutos.
b) Determinar la cantidad de sal después de 10 min.

¢) Determinar la concentracién de sal después de media hora.

d) ;Cudnta sal hay después de un tiempo largo?

(Respuesta: a) Q (t) = 25 — 23e~*/25; b) Q (10) ~ 20 kg, 356 g; c) Cso = 0,2481 kg/litro; d)
Qlim, =25 kg )

2. Un tanque contiene 50 gal de agua pura. Una solucién de agua salada con 1 lb de sal por galén
entra al tanque a razén de 2 gal/min y la mezcla bien agitada sale a la misma razén.

a) ;Cuénta sal hay en el tanque después de ¢ minutos?

b) (Cudnto tiempo debe transcurrir para que la mezcla del tanque tenga una concentracién de
0,5 libras de sal por galén?

¢) ;Cuél es la concentracién de sal después de un tiempo largo?
Respuesta: a) @ (t) = 50 (1 — e~*/25) 1b; b) ¢ ~ 17 min, 20 s; ¢) Cyim, = 1 1b/gal.

3. Un tanque contiene 100 gal de agua salada con 10 libras de sal disuelta. Agua salada con 1,5 libras
de sal por galén entra al tanque a razén de 3 gal/min y la mezcla bien agitada sale a razén de 4
gal/min.

a) Obtener la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo ¢ > 0.

c¢) Calcular la concentracién de sal en el tanque después de 20 min.

)
b) Determinar la cantidad de sal en el tanque después de 10 min.
)
d)

Determinar la concentracién de sal en el tanque, cuando hay solamente 10 gal de solucién.
100 — ¢
100

4
Respuesta: a) Q (t) = (1,5) (100 —t) — 140< ) Ib; b) Q (10) = 43,146 1b; ¢) Cyo =

0,7832 lIb/gal; d) Coo = 1,4986 1b/gal.

4. Un tanque con capacidad para 500 gal contiene inicialmente 10 1b de sal disueltas en 200 gal de
agua. Se bombea al tanque salmuera que contiene 2 lb/gal a razén de 4 gal/min y se permite que
la mezcla salga del tanque a razén de 3 gal/min.

a) ;Qué cantidad de sal hay en el tanque después de t minutos?

¢) ;Cudnta sal contiene el tanque cuando se llena?

)
b) ;Cuadl es la concentracion de sal después de una hora?
)
d)

i, Cudl es la concentracién de sal en el tanque cuando se llena?

200
200 + ¢

3
Respuesta: a) X (t) = 2 (200 + ¢) — 390 ( ) Ib; b) Cgp = 1,31725 1b/gal; ¢) X (300) ~

975 1b; d) Cs00 = 1,95 1b/gal.
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5. Un tanque contiene inicialmente 60 gal de agua pura. A razén de 2 gal/min entra al tanque salmuera
que contiene 1 libra de sal por galén y la solucién uniformemente mezclada sale del tanque a razén
de 3 gal/min.

a) Obtener la cantidad de sal en el tanque después de ¢t minutos.
b

c
d

)
) Calcular la concentraciéon de sal en el tanque después de media hora.

) Determinar la concentracién de sal en el tanque cuando hay solamente 10 gal de solucién.
) ¢ Cuadl es la méxima cantidad de sal que llega a tener el tanque?

60 — ¢t

3
Respuesta: a) A (t) = (60 —t) — 60 ( ) Ib; b) C50 = 0,75 Ib/gal; ¢) Cso = 0,972 1b/gal;

d) Apaz = 23,094 1b, en t = 25,38 min.

6. Un depdsito contiene 100 gal de salmuera en la que hay disueltas 40 1b de sal. Se desea reducir la
concentracién de sal hasta 0,1 lb/gal vertiendo agua pura en el depésito a razén de 5 gal/min y
permitiendo que salga a la misma razon. La mezcla se mantiene uniforme. ;Cudnto tiempo pasara
hasta que se logre lo deseado? (Respuesta: ¢ = 27 min, 44 s)

7. Un gran tanque estd parcialmente lleno con 100 galones de agua en los cuales hay 10 1b de sal
disuelta. Una salmuera que contiene 12 Ib de sal por galén se bombea al tanque con una rapidez
de 6 gal/min. La solucién adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera del tanque con una
rapidez de 4 gal/min. Calcular el nimero de libras de sal que hay en el tanque después de 30 min.
(Respuesta: @ (30) = 64, 375 1b)

8. Se bombea cerveza con un contenido de 8% de alcohol por galén a un tanque que inicialmente
contiene 500 galones de cerveza con 6 % de alcohol. La cerveza se bombea hacia el interior a razén
de 5 gal/min en tanto que el liquido mezclado se extrae del tanque a razén de 6 gal/min.

a) ;Qué cantidad de alcohol hay en el tanque después de ¢ minutos?

b) Cudl es el porcentaje de alcohol en el tanque después de 1 h?

500 — ¢
500

(Respuesta: a) A (t) = (0,08) (500 — t) — 10 ( >6 gal; b) 6,94 %)

9. Un tanque de 100 galones contiene inicialmente agua pura. Una solucién de colorante al 30 % fluye
hacia el tanque a una tasa de 5 gal/min y la mezcla resultante sale a la misma tasa. Después de 15
minutos el proceso se detiene y se hace fluir agua pura al tanque a una tasa de 5 gal/min (la mezcla
sale a la misma tasa). Encuentre la cantidad de colorante en el tanque después de 30 minutos.
(Respuesta: 7,477 gal.)

10. Un tanque de 100 galones se llena inicialmente con 40 % de solucién colorante. Una solucién
colorante al 20 % fluye hacia el tanque a una tasa de 5 gal/min. La mezcla sale del tanque a la
misma tasa y pasa a otro tanque de 100 galones que se habia llenado inicialmente con agua pura.
La mezcla resultante sale del segundo tanque a una tasa de 5 gal/min. Obtener una expresién para
la cantidad de colorante en el segundo tanque. ;Cudl es la concentracion de colorante en el segundo
tanque después de 30 minutos? (Respuesta: 20 + (£ — 20) e~*/20; 22,23 %)

2.7. Movimiento de un cuerpo

Un paracaidista salta de un avién y cae libremente durante 30 segundos. Durante este tiempo la
resistencia del aire es despreciada. Cuando su paracaidas se abre, la resistencia del aire es proporcional a
su velocidad. Encuentre la velocidad del paracaidista a partir del instante en que el paracaidas se abri6.

Solucién: Suponga que el paracaidista tiene masa m. Entonces, antes de que el paracaidas se abra

tenemos:
dv dv
m— =1m <:)> —_— =
dt g a7

de donde se obtiene v = gt + C, donde g es la constante gravitacional. Como la velocidad inicial v(0) = 0,
entonces, v = gt, y asi, v(30) = 30g, que es la condicién inicial del problema cuando el paracaidas se abre.
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En este caso, como las fuerzas actuantes son el peso del paracaidista, mg, y la fuerza de resistencia, kv,
se tiene:

mdt—mg v dt mv—g

Observe que la resistencia del aire, kv, tiene signo negativo, pues ésta siempre reduce la velocidad. Se
resuelve esta ecuacién diferencial utilizando el factor integrante p = e**/™. Se obtiene

U(ﬁ) _ %g + Ce—kt/m.
Con la condicién inicial v(30) = 30g, se obtiene

m A
U(t)zzg—F(SOg—?)e kt/m,

Observe que cuando t — 400, v(t) — @, que es llamada velocidad limite.

El diagrama de bloques de simulink que modela la velocidad del paracaidista se muestra en la figura
2.12.

> — * >
dv/dt S v
Constant Integrator Scope
Gain

Figura 2.12 Diagrama de bloques para % + %v =g.

2.8. Trayectorias ortogonales

Si consideramos la familia de curvas 2 + y? = ¢; con ¢ > 0; podemos decir que esta familia es el
conjunto de las circunferencias de radio r = y/c con centro en el origen.
Esta es una familia de curvas de la forma:

F (z;y) = ¢, donde F (z;y) = 2 + 2.

Una ecuacién diferencial asociada a esta familia de curvas es:

or
/__ax_Fac 2x T

y — _ = — = = .
8£ Ey 2y Y
Ay
En un punto arbitrario del plano (z;y), la curva de la familia que pasa por ese punto tiene recta

x
tangente con pendien te ——. Por ejemplo, por el punto .(2;3) pasa la circunferencia de radio v/13 y su
Y

recta tangente en dicho punto tiene pendiente m; = ——.
Ahora bien, se sabe que dos rectas que se intersecan son perpendiculares, si sus pendientes satisfacen:
mims = —1 o bien m; = ——— o0 bien my = ——. Es decir, la pendiente de una recta es el negativo del
m

2 my
inverso multiplicativo de la pendiente de la otra.
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3
Existen curvas que pasan por el punto (2;3) y que tienen como pendiente de la tangente mq = 7 Por
1
ejemplo, y = gx?’ + 2 pasa por el punto (2;3) y la pendiente de su tangente en ese punto es mg = ok

1
Decimos entonces que, en el punto (2;3), las curvas 22 +¢y2 =13 y y = gx?’ +2 son ortogonales puesto

que sus tangentes son ortogonales. Cumplen que mims = —1. Ahora, si tomamos un punto arbitrario
del plano (z;y) por donde pasa una circunferencia de radio r = \/22 + y? cuya tangente tiene pendiente

mj; = —— podemos generar entonces una ecuacién diferencial con la igualdad my = ———. Esta es
Y mi

dy 'y
—= == 3.1
de x (3.1)
La anterior ED tiene soluciones tales que, cuando una curva solucién pasa por el punto (z;y), su recta
tangente es ortogonal a la tangente de la circunferencia que pasa por ese punto.
Vamos a resolver la ecuacién diferencial anterior (3.1) por separacién de variables:

dy _y_ dy_dv

d d
=>/—y=/—x:>1ny:1nx+01:>y:0x.
de x Y x Y T

La solucién general de esta ecuacién diferencial representa a la familia de rectas que pasa por el origen.

Como vemos, cada recta de la familia y = Cz interseca ortogonalmente a cada una de las circun-
ferencias de la familia 22 + 32 = c¢. Asi, con el método indicado, hallamos una familia de curvas (y no
una unica curva) tal que cada uno de sus miembros es ortogonal a cada una de las curvas de la familia
x4+ y2 =c.

Esto se ve en la siguiente figura:

Supongamos que tenemos dos familias de curvas (las cuales llamaremos C; y Cs), cuando cada curva
de una familia C es ortogonal a cada una de las curvas de otra familia Cs, se dice que C; y C5 son
familias ortogonales de curvas o bien que C; y Cs son familias de trayectorias ortogonales.

., Cémo encontrar la familia ortogonal a una familia dada?

Si tenemos una familia de curvas de la forma

F(zy)=c
Se calcula la ecuacién diferencial asociada a dicha familia, es decir:
r_ _ Oz
YT or
Ay

Se afirma entonces que la ecuacién diferencial asociada a la familia ortogonal es

oF
dy _ 9y
de ~ OF
oz

Resolvemos esta ecuacion diferencial y su solucién general es la familia ortogonal a la familia dada.
Ejemplos

1. Obtener la familia ortogonal a la familia: y = cxz2.

Solucién. Esta familia es el conjunto de las pardbolas con vértice en el origen. Calculamos la

Y
2 como = = ¢ donde

ecuacién diferencial asociada a esta familia de curvas. Escribimos y = cx 5
x

oF 2y

or_ 2y
F(x;y)=%=> Bp ¥

dy
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Entonces la ecuacién diferencial asociada a la familia de pardbolas es

OF 2y
f__O0z _ __ab i_ 2y
) e
y x?
Por lo tanto la ecuacion diferencial asociada a la familia ortogonal es
x
/ [ —
Yy = 2y'
Resolvemos esta ED por variables separables:
’ z 9 x?
y = —2—:>2ydy:—xd$:>2/ydy:—/mdx+6'ﬁy 2—7—1—0
Yy
2 2 2
x 2 Y
— — = C _— — =1
y T 20
esta tultima ecuacién es la familia ortogonal y representa una familia de elipses con centro en el

origen.

2. Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas 2z2 + y? = 4czx; con ¢ constante.

Solucidén. Obtenemos la ED asociada a esta familia:

24 .2 _ 20”4y _ Co) — 2204y
20° +y° =der = T =c= F(vyy) = - =

or 1 y?
) @ YR Or_ 2 A4g?
Flay) =3+&=1 %or® ,»
oy 2z
Luego, la ED asociada es
OF 1 y? 222 — 92 y? — 222
G _ 3 a_ _ wE__ aE o, %Wy
YT TR T Y — Y= Yy — V= Yy — v = 2xy
Fy 2z 2z 2z
Por lo tanto, la ED asociada a las trayectorias ortogonales es
OF
dy 9y _dy 2xy
—_——= = = — = —
de  OF dr 222 — 92
ox
Como se observa, esta ED es homogénea y la resolvemos como tal
Y Y
2= 2=
d 2 d d ( )
de  2x2 —y? dz 5 Y dz 9 _ (g)
- =
. S Y dy dz
Haciendo la sustitucién z = =, tenemos: y = xz y por tanto — = z + x—. Luego:
T dx dx
2 (¥
dy z N dz 2z . dz 2z . dz  2z—2z+42°
- = —=r z+r— = T—=—-—2z rT—=—————
dx 9 _ (g)Q de 2— 22 de 2—22 dx 2— 22
x
N dz 23 . (2-2%)dz dx . 2 1 d dx
r— = = — _— = = z = —
dr  2—22 23 x 23

1 d 1 d 1
= <22_3—>dz:x=> <22_3—>dz:/ x+C:>——2—lnz:lnx+C
z T z z

T

1
— lnx—l—lnz—l——z:C.
z
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Y debido a que z = g, al sustituir en la ED se tiene que:
T

2 2 2

g)Jr%:C:>1n:c+1nyflnm+x—2:C:>lny+ac—2:C:>:c2+yzlny:C’yz.
Y Y Y

1n:r+1n(
T

Por lo tanto, las trayectorias ortogonales estdn dadas por la familia de curvas:

22+ y?Iny = Cy?, donde C es constante.

. Calcular las trayectorias ortogonales de la familia de curvas cosy = ce™”, con c¢ constante.

Solucién. Obtenemos la ED asociada a esta familia de curvas:

oF -
— =e%cosy,
cosy =ce ¥ = e’ cosy =c= F (x;y) = €’ cosy = @8}:@
— = —e”seny
dy
Luego, la ED asociada es
oF
, O , e* cosy , Cosy
= — = > = - = = .
4 or 4 —eseny 4 sen y
dy

Por lo que, la ED asociada a las trayectorias ortogonales es

dy  seny
dr  cosy’
que resolvemos por variables separables.
d sen cos cos
& y:> ydy:—dw:/ ydyz—/dx+01
dx cosy sen y sen y
lew

= In(seny) =C) —x=seny =e
= seny = Ce .
Por lo tanto, las trayectorias ortogonales estén dadas por:

seny = Ce™™, con C constante.
b

. Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas y. = cz®. Suponga que y es una curva

ortogonal a todas las curvas y..
x
Solucién. Primero que todo, si y y y. se intersecan en x entonces y.(z) = y(x), por lo que ¢ = £5)
x
Por otro lado, #/.(z) = 5cx?, y como para encontrar la familia de trayectorias ortogonales a la
familia y.(z) se resuelve la ecuacién

yp—
TACHN
la ecuacion diferencial por resolver es
"= L conz #0
Y= T '

Observe que antes de resolver la ecuacién hay que sustituir el valor de ¢ = &5), puesto que el
x

pardmetro ¢ va variando y por lo tanto no se puede tratar como constante.

Por lo tanto hay que resolver

d
—y:—g, conzx #0, y#£O0.
dx Y
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Esta ecuacién se puede escribir como

5y dy = —x dx
y nuevamente puede integrarse a ambos lados para obtener

5 2 2 5
nyZ—%—&-C’ o también, %+§y2=C’, conz #0, y#0,
por lo que las curvas son una familia de elipses. En el caso de que z = y = 0 la curva que es

perpendicular a la familia y. es el eje y.

5. Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas dadas por la ecuacién x (y2 + 1) +ay? =C.

Solucién. La tunica diferencia con respecto al problema anterior es que hay que derivar implicita-
mente. Aqui cabe mencionar que es usual eliminar el indice ¢ en y. por lo que derivando la familia

de curvas
v+ 1+z2uy) +v° +2(29y) =0
o bien
202 + 1
y = vt ,conz #0, y#0.
4zy

Luego, se tiene que resolver la ecuacién

r_ dzy
292+ 1

O bien
2y? +1

dy = 4xdx,

e integrando a ambos lados se tiene: y? +Iny = 222 + C.

2.9. Ejercicios trayectorias ortogonales.
Encontrar la familia de curvas ortogonales a cada una de las siguientes familias.
1. y?> =2Cx. (Respuesta: 222 + ¢y = C.)
2. y=Ce®. (Respuesta: y2 + 2z =C.)
3. y*> — 222 = C. (Respuesta: zy? = C.)
4. Cz* +9y?> =1. (Respuesta: 22 +y*> —Iny? =C.)
5. y=Cz% (Respuesta: 22 + 2y% = C.
6. 22 +y*> = 2ay. (Respuesta: 22 + y? = Cx.)

7. y> = 2p(z — a); p # 0 es un nimero conocido. (Respuesta: y = Ce™?/P)

C
8. 22 —y? =a. (Respuesta: y = —)
x

(Respuesta: (z? + y2)2 = K (22° +9°).)

10. (x2 + y2)2 =a? (x2 — y2). (Respuesta: (a:2 + y2)2 = Kuy.)
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2.10. Modelizacién con ecuaciones diferenciales de primer orden

1. Un tanque con capacidad de 500 galones originalmente contiene 200 galones de agua con 100 libras
de sal en solucién. Agua conteniendo una libra de sal por galén estd entrando a una tasa de 3
gal/min, y se permite que la mezcla salga del tanque a una tasa de 2 gal/min.

a) Encontrar la cantidad de sal en el tanque en cualquier instante antes de que la solucién comien-
za a desbordar.

b) Encontrar la concentracién (en libras por galén) de sal en el tanque cuando estd en el punto
de desbordamiento.

¢) Compare esta concentracién con la concentracion tedrica limitante si el tanque tuviera capaci-
dad infinita.

2. Una bola de masa 0, 15 kg se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s desde el techo

de un edificio de 30 m de altura. Hay una fuerza debida a la resistencia del aire de %, donde la

velocidad v es medida en m/s.

a) Encuentra la mdxima altura por encima de la base que la pelota alcanza.
b) Encontrar el tiempo en que la pelota toca el suelo.

¢) Dibuje el grafico de la velocidad y posicién en funcién del tiempo..

3. Encontrar la ecuacién de una curva cuya pendiente es igual al doble de la abscisa en todo punto
(z,y) de la curva.

Solucién: Se tiene que 3’ = 2z, de donde y = 22 + C, es la ecuacién de la familia de curvas que
verifican la condicién dada.

4. Encontrar una curva que tiene su pendiente igual a la mitad de la abscisa y que pasa por el punto

(Oa _3)
.. ;1 : 1, .
Solucién: Como y' = —z, se sigue que y = Zm + C. Puesto que tiene que pasar por el punto
(0,—3), de y(0) = —3, se sigue que C = —3 y por tanto la curva buscada tiene por ecuacién
2
= -—z° - 3.
Y71

5. Encontrar la ecuacién de la curva que es perpendicular a la recta que une cualquier punto de la
curva con el punto (3,4), sila curva pasa también por el origen.

Solucién: Notemos con P, = (3,4) y P = (x,y) cualquier punto de la curva. La pendiente de la

—4
tangente a la curva en P es inversa negativa de la recta P; P, cuyo valor es Y . En consecuencia
T —
z—3 . . . -
y = — 1 Separando las variables e integrando se obtiene que la familia de curvas estd dada
por:
Y2 2

x
——4 = _ — .
> y = 3x 2+C

Como la curva debe pasar por el origen, entonces al hacer x = 0, y = 0, se encuentra que C = 0;
luego la curva buscada tiene como solucién 22 +y? — 62 — 8y = 0, que es la ecuacién de un circulo
de centro (3,4) y radio 5.

6. Se sabe que cierto material radiactivo se desintegra a una razén de cambio proporcional a la cantidad
presente. Si inicialmente hay 100 miligramos de material presente y después de dos horas se observa
que el material ha perdido el 10 % de su masa original, hallar:

a) Una expresion para la masa de material restante en un momento ¢,
b) la masa de material después de cuatro horas, y

¢) el tiempo al cabo del cual el material sa ha desintegrado en la mitad de su masa inicial.
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Solucién: Llamemos y a la cantidad de material presente en un momento ¢. Se tiene entonces
) : - ) dy o . .
que la razén de desintegracién estd dada por i ky, ecuacién que tiene como solucién general

y(t) = Cekt.Para t = 0, se tiene que y = 100, luego de y(t) = Ce** se deduce que C' = 100 y por
tanto y(t) = 100e**.

Por otra parte para ¢t = 2, la masa original de 100 mg se ha desintegrado en 10 % es decir, 10 mg.

1
Luego, y(2) = 100 — 10 = 90mg y de 90 = 100e3* se sigue que k = iln% = —0.05268.. ..

Sustituyendo el valor de k, se tiene que la cantidad de masa presente en un momento t estd dada
por y(t) = 100e~-05268¢,

7. El dinero depositado en cierto banco aumenta a una razén que es proporcional al saldo existente.
Demostrar que el banco capitaliza el interés continuamente. ; Cuédl es la relacién entre la constante
de proporcionalidad y la tasa de interés anual?

Solucién: Notemos por S(t) el saldo existente en la cuenta después de ¢ afios y k la constante de
proporcionalidad.

C

d
Se tiene entonces que — = kS(t), cuya solucién es S(t) = e“e*’. De esta expresién se sigue

dt

que S(0) = e, es decir que e es el depésito o capital inicial, al mismo que lo notaremos Sy.
Luego, S(t) = Spe**, que es precisamente la férmula para el saldo cuando el interés se capitaliza
continuamente a una tasa de 100 por ciento al ano.

c

8. La ecuacién que rige la cantidad de corriente I (en amperios) en un circuito RL consistente en una
resistencia R (en ohmios), un condensador L (en henrios), y una fuerza electromotriz (abreviada
fem) E (en voltios) es

LI'(t)+ RI(t) = E(t).

Agreguemos la condicién inicial I(0) = 0, para indicar con ello que antes de cerrarse el circuito no
circulaba corriente alguna.

R 1
La ecuacioén diferencial LI'(t) + RI(t) = E(t), se transforma en I'(¢t) + fl(t) = ZE(t)’ que es

una ecuacion diferencial lineal y cuya solucién general es
. t
I(t) = Zeth/L/eR“/LE(u)du + Ke BT
0

y como I(0) = 0, se sigue que K = 0 y por tanto
. t
I(t) = Zeth/L/eR“/LE(u)du.
0

Si la fuerza electromotriz tuviese un valor constante Ej, se tendria que

E E
I(t) = S5 — e MIE.

9. Un torpedo de masa m = 1 es lanzado horizontalmente, debajo del agua, con velocidad inicial
vo m/s. La resistencia del agua es proporcional a la velocidad del torpedo al cuadrado con constante
de proporcionalidad & = 1073. Si el torpedo debe impactar al objetivo con al menos la mitad de
su velocidad inicial para causar dafno, ;Cudl es la distancia médxima a la que el disparo seguird
teniendo efecto?

Solucién: Como la tnica fuerza actuante es la resistencia del agua, se tiene la ecuacion:

dv
— =10"%7
dt v
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que resolviendo por separacién de variables se obtiene

dv

1
v—2:10*3/dt+0<:>v:

10-3t+C”

1
Como su velocidad inicial v(0) = vg, entonces, C = —, y por tanto su velocidad es
Vo

Vo
v(t) = ———.
( ) 10=3vpt + 1
Asi, suponiendo que su posicién inicial estd dada por xz(0) = 0, su posicién en cada instante estd
dada por

z(t) =10°In (10 3vpt + 1) .

Ahora, para calcular la distancia méxima para que el tiro tenga efecto, debemos calcular el momento

en que se alcanza la velocidad inicial, esto es, para qué valor de ¢ se tiene v(t) = %.
Vo Vo -3 103
— =— =10 t+1=2=—=t=—.
10731)015 +1 2 vot + Vo

Calculando la distancia con ese tiempo, se obtiene:

103 3
v\ - = 10°1n (2) = 693, 14 metros.
0
Ecuacion de Torricelli

La ecuacion de Torricelli describe la velocidad a la que el nivel de un fluido cae de un tanque con
fugas. Méds especificamente, si un tanque tiene un orificio con el drea a en su fondo y si A(y) denota

d
el drea de seccion transversal horizontal A(y) del tanque a profundidad y, entonces la velocidad d—i’

en la que el liquido desciende es dado por la ecuacién de Torricelli:

d
A(y)df‘z = —a\/2gy

Donde g es la aceleracién debida a la gravedad. Véase la figura 2.14.

Drenaje de agua de un tanque hemisférico Un tanque hemisférico como se muestra en la
figura 2.13 con un radio de R estd inicialmente llena de agua. Una fuga se forma cuando un se
perfora un orificio circular de radio rg en la parte inferior del tanque.

a) Muestre que la ecuacion diferencial que describe la altura y del agua en la El tanque es

dy o« re\/29y
dt a2

b) A partir de la relacién 22 = R? — (y — R)? = 2yR — 42, se muestra que la solucién implicita
de esta ecuacion se puede encontrar separando las variables.

4 2
gRy?’/2 - 5y5/2 = —12\/2gt +C

¢) Utilice la condicién y = R cuando ¢t = 0 para encontrar la constante de integracién C.
d) Ponga y = 0 y resuelva para ¢ en la ecuacién encontrada en la parte (b) para determinar el
tiempo que toma para drenar toda el agua del tanque para ser
,_ 14 R
15 329
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12.

13.

e) (Cudnto tiempo se tarda en drenar un tanque semiesférico de radio 1 pie si un agujero de 1
pulgada se pincha en el fondo?

Construye tu propia Clepsydra. Carolina estd haciendo un reloj de agua o ¢lepsydra", como era
conocida en la antigiiedad. El objetivo es construir un tanque para que el agua caiga a tasa constante.
Demuestre que el drea de seccién transversal A(h) del tanque deseado a la altura h Por encima del
fondo del tanque debe ser proporcional a v/h. Utilice este hecho para determinar la forma exacta
y = f(z) del reloj de agua de Carolina con las dimensiones correctas. Investigue en el Internet la
grafica de un Clepsydra.

Supongamos que un tanque que contiene liquido tiene un orificio de ventilacién en la parte superior
y una salida en la parte inferior a través del cual el liquido drena. La ley de Torricelli establece que
si, en el momento ¢t segundos después de la apertura de la toma de corriente, la profundidad del
liquido es k m y el drea superficial del liquido es A m?2, entonces:

dh —kvVh
a = 7T\/7, donde K >0
(k en realidad depende de factores tales como la viscosidad del liquido y el drea de seccién transversal

de la salida).

Utilice la ley de Torricelli para un tanque cilindrico que es, en un principio por completo, y que
tiene una altura de 1,6 m y un radio de longitud 0,4 m. Utilice k& = 0,025. Construir la ecuacién
diferencial apropiada, resolverla y encontrar el nimero de segundos que tomars que el tanque se
vacie.

Solucién. Un diagrama debe ser dibujado. Ahora

dh  —0,025Vh

dt 7% (0,4)
puesto que el drea de la superficie es un circulo con drea constante 7 x (0, 4)2. Se tiene

dh  —0,025vh  dh  —5vVh

a - o0.16r  dt 321

es la ecuacion diferencial apropiada. Ahora:

dh_ =5Vh_dt 3wV 3w hE
d 327 dh 5 B 5
t:f?’%/h*/z’dh+0:>t:f6%x/ﬁ+c.

Usando la condicién de que el tanque inicialmente estd repleto; es decir, cuando t = 0, h = 1,6.
Por sustitucién se tiene:

_ 647
5

64m

O: \/176+O:>C:T 1,6

La solucién particular para este problema diferencial es

=0T 1,6—64% he— = 00T (V1.6 - VAl

5 5
Ahora, para que el tanque esté vacio

4
h:0:>t:6Tﬂ«/1,6=>tz50,9.

Se llevard aproximadamente 51 segundos para vaciar este tanque.
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14. Un tanque esférico con un radio de 4 ft estd lleno de gasolina cuando se abre un orificio con un

radio de 1 pulgada en la parte inferior, jcudnto tiempo se requerird para que toda la gasolina salga
del tanque?

Solucién:Representamos el radio en funcién de y, en cualquier seccién horizontal del tanque. Por
Pitdgoras tenemos que:

(A—y)°+12 = 16
r?y) = 8y—y° 1)
r es el radio del tanque en la altura y.
Aly) = 7 (y)
Aly) = 7 (8y—?) (2)

A (y) es el drea transversal horizontal del tanque esférico a la altura y. Por Torricelli tenemos que

A Y = /gy, Q

a : Area del orificio del tanque por donde cae la gasolina.
9:9,8% =324
y : Altura del agua en el tiempo t.

Reemplazando los valores dados en (3) tenemos:

d d
7r(8y7y2)dit/ - _a 64y:>7r(8y7y2)dit/:78a\/y
™ (8y—v?) /7r (Sy —v?) /
TV YY) gy = adt = [ T Y gy = [ (—8a)dt
VY Y “ NG Yy (—8a)

2 .
= 71—5313/2% (—40 + 3y) = —8at + C. (4)

Sabemos que cuando el tanque estd lleno la altura es 8 ft, y eso ocurre en t = 0, reemplazamos
estos valores en (4) y despejamos C :

2 256
— = 827 (—40+3-8)=-8a-0+C = C=="—\38x
15 15
Ahora, la ecuacién (4) se transforma en
2 256
—Ey3/27r (—40 + 3y) = —8at + 1—5\/577. (5)

En el problema se nos pide determinar en cudnto tiempo el tanque se vacifa. El tanque se vacia
cuando la altura y del agua es igual a 0. Entonces de la ecuacién (5) despejamos t cuando y = 0,
esto es:

2 256
1 (0)* 7 (=40 + 3 0) = —8at + E\/§7r,

256 64 72
0——8at—|—ﬁ\/§7r:>t—ﬁ a s (6)

a es el drea del orificio por donde cae la gasolina. Por el enunciado del problema sabemos que el

de donde

radio de a es 1 pulgada = 13 ft. Entonces a es:

1)? T

Reemplazamos a en (6) para obtener:

_64mv2 3072
1T 5
144

V2 = t ~ 868, 8928125 segundos.
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15. (El vaciado de un depésito) Un depdsito tiene la forma de una superficie de revolucién alrededor
de un eje vertical con un agujero en la parte inferior. El agujero tiene drea A. Encontrar y resolver
las ecuaciones de movimiento del liquido situado en el depdsito. Los siguientes casos particulares se
consideran para el depésito (reservorio):

a) forma esférica de radio R;

b) tronco de cono con el radio més pequenio, Ry, como radio de la base; el mayor radio, Ry, como
radio superior, y la altura es H;

¢) tronco de cono con el radio més grande, Rs, como radio de la base; el menor radio, Ry, como
radio superior, y la altura es H;

d) cono recto con el vértice en la parte inferior;

e) forma cilindrica.

Solucién:

De hidrodindmica se conoce la expresién de la velocidad de fuga de un fluido a través de un orificio:
v = kv/h, donde h es la altura de la superficie libre del fluido. La ecuacién del radio mediano del
depdsito es de la forma r = r(h). El volumen de liquido que se escapa durante el tiempo elemental
dt se evalia de la siguiente manera. A través del agujero se fuga un volumen de liquido que es un
cilindro con base A y altura vdt,

dV = Avdt = akv/hdt.

Por otro lado, el diferencial de volumen que se escapa es dV = —nr? dh. La siguiente expresién es
obtenida;
AkvVhdt = —7r? dh.

Se obtiene entonces una ecuacion diferencial a variables separables
7r2(h)
AkvVh

dt = — dh.

Resolviendo la integral se encuentra:

7 [r*(h)
= UTI«/ Vi

De la condicién inicial h(0) = H se determina el valor de la constante C.

a) En el caso de la forma esférica el radio mediano puede ser escrito como 72 = h (2R — h) ,.ver
figura 2.13. Entonces,

_,"‘_. ,.
L

Figura 2.13. Reservorio esférico

7w [h(2R—h)
t——Ak/ N dh+ C,
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o también,
t = - 2R/\/ﬁdh—/h3/2 dh| +C
Ak
m (4 2
— _ " 1= h3/2**h5/2 .
Ak [3R o
Usando la condicién h(0) = H se obtiene que C = Alk; [%Rh3/2 — %hf’/Q] y por tanto
T |4 2
PRI b (H3/2 _ h3/2) _ 2 (H5/2 _ h5/2) '
Ak [3R 5
. T 3o 4 2 3
Tiempo T para el cual h(T) =0es T = EH gR - 5H . Para H = R (la esfera estd
14\ 7R5/?
completamente llena) resulta 7' = (15> T
T—R1_R2—R1 R2_R1

De la geometria del tronco de cono se tiene: , y r=Ri+ h. Ver

figura 2.14. Entonces, h a "
Sustituyendo en la expresion de t, después de calcular la integral se tiene:
i 2 4\ Ry (R2 — R1) 39 2 (R2_Rl)2 5/2
t=—— 2R?Vh + (3> ———h /2 4 (5> g h 72t

Usando la condicién h(0) = H, se encuentra que

4\ Ry (Ry — Ry) 2\ (Ry — Ry)?
2 = 1412 1 3/2 “ 2 1 5/2
2R?VH + (3> H3/% 4 (5> H5?|

™

CAk:

y por tanto,

o
A

k

() L0 ) 2 )

H

Figura 2.14 Cono truncado con radio
mayor como radio base
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La condicién h(T') = 0 implica

m/H 4 2 (Ry — Ry)*
T = 2RZ + - S B YA
Ak Ry + 331 (R — R1) + 5 i
"R Ry-R R —R
¢) De la figura se sigue que, ;_é = 2H ! de donde r = Ry + %h.

Si en la expresion de r del caso b), Ry es remplazado por Rs, se puede encontrar la expresion de
r del caso c). Consecuentemente, las expresiones de ¢ y T para el caso ¢) pueden ser obtenidas
de las expresiones correspondientes obtenidas en b), en las cuales Ry debe ser remplazado por
Ry y Ry por Ry,

_ T 2 . 4Ry (R — Ry) 3/2  13/2 ?(Rl _ R2)2 5/2  15/2
¢ o |28 (\/H \/E) e (H h ) +o (H h ) ,
VH 4 5
T = ”Ak {233 + 3 Re (Ry — Ro) + 3 (Ra RQ)Q} .

Comparando las expresiones de T para los casos b) y ¢) y denotando por T” la expresion en el
caso c) resulta:

™H

4 4 4 4 2 2
T -T = w {2 (R3 — R}) + gRQR1 — §R§ — §R1R2 + ng +< (Ry — Ry)* — s (Ry — Ry)®
2mvVH
= §7TA1€ (R% — R%) , 0 también
27V H
T o= THi (R3 - RY).

d) Es obtenido del caso b), tomando R; =0, Ry = R. Por tanto,

27TR2 5/2 5/2 27TR2
= BAKH? (H —h ) T VH.

e) Es obtenido del caso b), tomando Ry = Ry = R. Por tanto,

2 R?
t = (\/E—\/E)
T 2onR2VH
a Ak

d
16. Considere la ecuacién diferencial d—y =y—uz
v

a) ;Cuél es la pendiente del grafico de la solucién en (0,1), en el punto (1,1), en el punto (3,0),
en el punto (0,0) y en el punto (zo,¥yo)?

b) Encontrar todos los puntos donde las tangentes a la curva solucién son horizontales.

¢) Describa la naturaleza de los puntos criticos.

17. Una cierta droga empieza a administrarse intravenosamente a un paciente en el hospital. El fluido
conteniendo 5 mg/cm? de droga entra a la sangre del paciente a una tasa de 100 em?3/h. La droga
es absorbida por los tejidos del cuerpo o de otra manera llega al torrente sanguineo a una tasa
proporcional a la cantidad presente, con una tasa constante de 0,4 cm?/h.

a) Asumiendo que la droga es siempre distribuida uniformemente a través de la sangre, escriba
una ecuacién diferencial para la cantidad de droga que estd presente en la sangre en cualquier
tiempo.

b) (Qué cantidad de farmaco estd presente en el torrente sanguineo después de un largo tiempo?
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18. Describa el campo direccional a la ecuacién diferencial.

)y =y—2
)y =2-y
)y =2+y
)
)
)

a

e} =

S8

y=-2-y
Yy =(uy-2)
Yy =(y+2)>

2

(9]

~

2t x(t
19. Grafique el campo direccional para la ecuacién diferencial 2/ (t) = z(?) . Construya el grifico de

C1+a(t)
las soluciones al problema de valor inicial dado.

a) z(0) =1

b) z(0) = -2

¢) z(0) = —-0,5

8

8

20. La tasa instantdnea de cambio de la temperatura T del café en el tiempo ¢ es proporcional a la
diferencia entre la temperatura M del aire y la temperatura T en el tiempo t¢.

a) Encontrar el modelo matemdtico para el problema.

b) Dado que la temperatura de la habitacién es 75°F y k = 0,08, encontrar la solucién de la
ecuacion diferencial.

¢) La temperatura inicial del café es 200°F. Encontrar la solucién a este problema.

21. Una piscina que contiene 60 000 galones de agua ha sido contaminada por 5 kg de un colorante no
téxico que deja la piel de un nadador un verde poco atractivo. El sistema de filtrado de la piscina
puede tomar el agua de la piscina, quitar el tinte, y devolver el agua a la piscina a una velocidad
de flujo de 200 gal/min.

a) Escriba abajo el problema de valor inicial para el proceso de filtrado; sea ¢(t) la cantidad de
colorante en cualquier tiempo t.

b) Resuelva el problema.

¢) Se ha invitado a varias docenas de amigos a una fiesta en la piscina que estd programado para
comenzar en 4 horas. También se ha determinado que el efecto del tinte es imperceptible si su
concentracion es inferior a 0,02 gramos/galén. jEs el sistema de filtrado capaz de reducir la
concentracion de colorante a este nivel dentro de las 4 horas?

d) Encontrar el tiempo T en el cual la concentracién de colorante primero alcanza el valor 0,02
gramos/galén.

e) Encontrar la tasa de flujo que es suficiente para lograr la concentracién de 0,02 gramos/galén.
dentro de 4 horas.

22. Dada la siguiente ecuacion diferencial, clasifique cada una como una ecuacién diferencial ordinaria,
ecuacién diferencial parcial, dar el orden. Si la ecuacién es una ecuacién diferencial ordinaria, diga
si la ecuacién es lineal o no lineal.

a) %:3y+x2.

Respuesta:
d*y
—_— = —1).
b) 8dx4 x(x—1)
Respuesta:
o ON N 10N
ot or2 ror

Respuesta:

+kN.
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dx

dt

Respuesta:

e) (1+v*)y +ty +y=e.
Respuesta:

dy 2 _
) d7x+$y =0.

Respuesta:

=22 -t

d)

23. Determine si la funcién y(t) = % + et es solucion de la ecuacion diferencial y™®* + 4y3) + 3y = ¢.
24. Verifique que las funciones dadas son soluciones de la ecuacién diferencial.

a) 2t%y" + 3ty —y=0,t>0, yi(t) = V¢, y2(t) =t"L

b) 2y + 5ty +4y=0,t>0, y1(t) =t"2, ya(t) =t ?Int.
25. (Para qué valores de 7 la funcién (z — 1) e es solucién de la ecuacion diferencial y” — 6y’ +9y = 07

26. Determine para qué valores de r la funcién t" es solucién de la ecuacién diferencial t2y” —4ty’ +4y =
0.

27. Determine los valores de r para los cuales la ecuacién diferencial y"”' — 3y” + 2y’ = 0 tiene soluciones

de la forma y = ™.

28. Considere la ecuacién diferencial 3’ = = + seny.

™
a) Una curva solucién pasa por el punto (1, 5) ;Cudl es la pendiente de la solucién en este
punto?

b) Argumenta que toda curva solucién es creciente para x > 1.

¢) {Cudl es el limite de la solucién cuando x tiende a infinito?

29. ;Cudl es la velocidad de un proyectil a una altitud de 8000 metros después de haber sido lanzado
directamente hacia arriba con una velocidad inicial de 1000 m/ s?

30. Un cuerpo de masa m se lanza verticalmente hacia arriba, en el aire, con una velocidad inicial vy.
Suponemos que el cuerpo no encuentra resistencia del aire. Hallar:

a) la ecuacién del movimiento;

=

una expresion para la velocidad del cuerpo en un momento t.

)

U

)

)

) el instante t,, en el cual llega el cuerpo a su altura méxima,
) una expresién para la posicién del cuerpo en un instante ¢,
)

e) la altura maxima alcanzada por el cuerpo.

31. Un cuerpo de masa m es lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad vg. Si la resistencia
del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad, encontrar la ecuacién del movimiento del
cuerpo.

32. Un banco paga interés a una tasa anual de 4 % capitalizada continuamente. Si se abre una cuenta
con $5000, ;cudl serd el saldo al final de 5 afios?

33. El nimero de bacterias de cierto cultivo crece a una razén proporcional al nimero de bacterias
presentes. Si inicialmente se encuentran presentes en el cultivo 10 000 bacterias y 10 minutos més
tarde se encuentran 13 000 bacterias, jcudntas bacterias estardn presentes después de una hora?
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34.

35.

36.
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38.
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En el movimiento de un objeto a través de un cierto medio (aire a ciertas presiones por ejemplo), el
medio efectia una fuerza de resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad del objeto maévil.
Supéngase que el cuerpo cae por la accién de la gravedad a través de tal medio. Si ¢ representa el
tiempo y v la velocidad hacia abajo, y g es la aceleracion de la gravedad y w el peso del cuerpo,
usando la ley de Newton, fuerza igual a masa por aceleracién, deducir que la ecuacién diferencial

.. w av . . .
del movimiento es P w — kv?, donde kv? es la fuerza de resistencia del medio. Resolver este
g

problema con la condicién inicial de que v = vy cuando ¢ = 0. (Introducir ademds la constante

Una sustancia radiactiva se desintegra a una razén proporcional a la cantidad presente. Su vida
media se define como el tiempo necesario para que el 50% de una cantidad dada se desintegre.
Deducir una férmula en términos del tiempo para la cantidad de la sustancia que queda, la cantidad
original y la vida media de la sustancia.

Un circuito RC tiene una fem de 5 voltios, una resistencia de 10 ohmios, una capacitancia de 102
faradios y una carga inicial de 5 culombios en el condensador. Hallar:

a) la corriente transitiva;

b) la corriente en condiciones estables.

Cuando un rayo vertical de luz pasa a través de una sustancia transparente, la rapidez con que su
intensidad I disminuye es proporcional a I(t), donde ¢ representa el espesor del medio, expresado en
pies. En agua de mar limpida, la intensidad a 3 pies bajo la superficie es un 25 % de la intensidad
inicial Iy del rayo incidente. ;Cuél es la intensidad del rayo a 15 pies bajo la superficie?

A un circuito en serie, en el cual la inductancia es de 0.1 henrios y la resistencia es de 50 ohmios, se
le aplica una fuerza electromotriz de 30 voltios. Encontrar la corriente I(¢) si I(0) = 0. Determinar
el comportamiento de la corriente para valores grandes del tiempo.

Una barra metélica a una temperatura de 100 °C se pone en un cuarto que estd a una temperatura
de 32°C. Si después de 30 minutos la temperatura de la barra es de 50 °C, hallar:

a) el tiempo que transcurrird para que la temperatura en la barra sea de 20 °C.

b) la temperatura de la barra después de 10 minutos.

Nota. La ley de Newton sobre el enfriamiento establece que la razén de cambio respecto al tiempo
de la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el
medio ambiente.

Una esfera de masa m cae en un muelle vertical como se muestra en la Figura 7. La esfera hace
contacto con el resorte y el resorte se comprime. La fase de compresién termina cuando la velocidad
de la esfera es cero. La siguiente fase es la fase de restituciéon cuando el resorte estd en expansién
y la esfera se mueve hacia arriba. Al final de la fase de restitucién no es la separacién de la esfera.
Encontrar y resolver la ecuacién de movimiento para la esfera en contacto con el resorte.

Solucién
El eje x seleccionado hacia abajo como se muestra en la figura. En el momento ¢ = 0 se supone que

la esfera se pone en contacto con el resorte y tiene la velocidad v(t = 0) = v(0) = v¢?. Usando la
segunda ley de Newton, la ecuaciéon de movimiento de la esfera en contacto con el resorte es:

d’*x
ma=G+F, o mﬁzmg—km
2
dt?’
El peso de la esfera es G = mg, Donde g es la aceleracién de la gravedad.

La aceleracion de la esfera es a = donde z es el desplazamiento lineal.

La fuerza eldstica de contacto es F, = kx, donde k es la constante eldstica del resorte. Las condiciones
o dx
iniciales son:z(0) =0 y ik
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P &

k
Con la notacién — = w?, w > 0, la ecuacién Moy =g — kx se transforma en e +wlr =g.
m
Asumamos que la solucién de dicha ecuacién tiene la forma
x = acos (wt —¢y) + b.
Entonces
dx (wt ) d*x 9 (wt )
— = —awsen (wt — — = —aw” cos (wt — .
dt %o y dt2 %o
2
. r .
Sustituyendo en T2 + w?x = g se sigue que
—aw? cos (wt — py) + w? [acos (Wt — ¢y) +b] = g,
la constante b es entonces obtenida: b = %
w
Usando las condiciones iniciales (z(0) =0 y i vo) las siguientes expresiones son obtenidas:
2(0) = acos(—py) +b=acos(py)+b=0,
dx
E(O) = —awsen (—yy) = awsen (¢y) = vo,
o también: p "
0
acos(py) = —b= —73 ¥ asen (pg) = -
Se obtiene:
@2 2
@ cos? (ipg) + 0 sen (i) = a2 (cos? (o) +sen? () = = L 4 28,
92 U% Vow . Vow
por tanto a =14/~ +—5 y tanypy,=——— o0 también ¢, = —arctan [ — |.
w w g g
La ecuacién para el desplazamiento de la esfera es:
2 2
z—i: g—+v—0 cos | wt + arctan fot .
w? wt o w? g
Si la esfera puede ser conectada al resorte, él puede oscilar alrededor de la posicién x = %
w
La esfera alcanza la méxima posicién en el eje = en el instante ¢ = ¢; cuando la velocidad es cero;
dx
es decir, —(t1) =0
)
dx
E(tl) = —awsen (Wt —y) =0 = wt; —py =7
o también
™ 1 s 1 VoW
ti1 = —+ —¢g=— — —arctan | —
w  w w  w g

En el momento t = to = 2t1, la esfera alcanza de nuevo la referencia O. En este momento, la esfera
se separa y se mueve hacia arriba, y el muelle se comprime. La velocidad de la esfera en t = ¢ es

dx
E(tg) = awsen (wta — py) = —Vo.

El tiempo de contacto entre la esfera y el resorte es:

2r 2 Vow
ty =2ty = — — —arctan [ — | .
w w g
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41.

42.

43.

44.

45.

CAPITULO 2. MODELADO CON ECUACIONES DIFERENCIALES

La variacién de la velocidad es:

dxr dzr

Av = E(O) - E(

tz) = V9 — (7’00) = 2’00.

El desplazamiento en t;

g v, g
z(t1) = acos(wty — ) +b=a+b= E—}—E—i—ﬁ,

y el desplazamiento relativo es:

2 U2

Problema

a) Para cada constante k considere la curva definida por 22 — y? = k. Encuentre la familia de
curvas ortogonales a la familia anterior. Bosqueje la situacién.

b) Haga lo mismo que en [a)] para la familia definida por zy = k; y por y = k@,

¢) Encuentre la familia de curvas ortogonales a la familia de elipses 22 + 2y? = y + b donde b es
constante.

d) Determine la constante k& de modo que las pardbolas y = ax? + k sean las trayectorias ortogo-
nales de la familia de elipses 22 +2y?> =y + b ; a y b son pardmetros.

e) Dada una familia de curvas que pasan por el punto (1,2) y cuyas pendientes son inversamente
proporcionales a la abscisa del punto (factor de proporcionalidad), encuentre la familia de
curvas ortogonales a la dada. En particular calcule y determine la curva que pasa por el punto
(1,2).

Suponga que la tasa de crecimiento de una especie de bacteria es constante. Si en un inicio se estima
que hay 1500 bacterias, y luego en una hora existen 2000. ; Cudntas habrd luego de seis horas? ;En
cuantas horas la poblacién se triplicard?

Una poblacién inicial de bacterias tiene tasa de crecimiento igual a una constante k;. Luego de T
horas las bacterias se colocan en un cultivo diferente de modo que la poblacién crece ahora a una
tasa constante ko. Determine la poblacién para cualquier tiempo ¢.

(Curva de persecucién). Determinar la curva de persecucién de un barco A que persigue a un barco
B. Suponga que este tdtimo lo hace en linea recta. Suponga, ademds conocidas la distancia inicial
entre los barcos A y B y sus respectivas velocidades iniciales.

La ley de enfriamiento de Newton establece que en un cuerpo que se estd enfriando, la rapidez con
que cambia la temperatura T'(t) es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y
la temperatura del medio que lo rodea (que asumiremos constante, aunque no necesariamente).

La temperatura de un motor en el momento en que se apaga es de 200°C. Después de 10 minutos,
la temperatura de la superficie del motor es de 180°C. Suponga que la la temperatura ambiente es
de 30°C' y que la temperatura del motor viene dada por la de su superficie.

a) ;Cudnto tiempo tomara que la temperatura de la superficie del motor baje a 40°C? Respuesta:
101n(17)

In(17) — In(15)

b) Para una temperatura dada T entre 200°C y 30°C, sea ¢(T') el tiempo necesario para que el
motor se enfrie de 200°C a T'. Encuentre una férmula para ¢(7T") en términos de T' y grafique
la funcion.

min.

¢) (En cudnto tiempo la temperatura del motor se iguala a la temperatura ambiente ?
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46.

47.

48.

49.

La sala de un restaurant tiene un volumen de 800 ft3. El aire de la sala contiene cloro a una
concentracién de 0.1g/ft>. Por un toma aire adecuado estd entrando a la sala aire fresco a una tasa
de 8 ft3/min. Con ventiladores apropiados, el aire de la sala estd bien mezclado (no hay espacios
para no fumadores) y fluye hacia afuera por un conducto a la misma tasa con que entra el aire
fresco.

a) Determine la concentracién de cloro en la sala como funcién del tiempo.

b) Suponga que la tasa de flujo de aire fresco se puede ajustar. Determine la tasa de entrada
requerida para reducir la concentracién de cloro a 10~3g/ ft3 en 20 minutos.

Un recipiente contiene 10 litros de agua pura. Salmuera (agua con sal) que contiene 10 gramos de sal
por litro entra a una tasa de 2 litros/hora. El agua bien mezclada se saca a una tasa de 1 litro./hora,
y adicionalmente se evapora 1 litro/hora (vapor de agua sin sal). Determine la cantidad de sal en
el recipiente en funcién del tiempo. Repita todo el problema suponiendo que no hay evaporacién y
sabiendo que el recipiente se llena a las 10 horas (encuentre la cantidad de sal para antes y después
de los 10 primeros minutos).

Un laguna con buena circulacién contiene 1000 KL de agua contaminada a una concentracién de
2KG/KL. Residuos de una fabrica entran al lago a una tasa de 5 KL/h con una concentracién de
7 KG/KL de contaminante, el agua fluye por una tuberia de salida (al mar !) a una tasa de 2 KL/h.
Determine la cantidad y la concentracién de contaminante como una funcién del tiempo. Ademds,
si el ecosistema se satura (casi irreversiblemente) cuando la concentracién llega a 1000 KG/KL,
indique el momento en que eso sucede. ;Cudl es la variacién de volumen en el proceso hasta ese
instante? § Cémo son las ecuaciones si al problema agregamos una evaporacién (solo agua) de
0.5 KL/h?

En un tanque hay 384 litros de agua con 15 kg de sal bien mezclados. Al mismo se le agrega una
disolucién de agua y sal con una concentracién de 2 kilogramos por litro a una tasa (o velocidad)
de 17 litros por minuto. A su vez, una valvula permite que salga la mezcla a un flujo (o velocidad)
de 5 litros por minuto.

a) Determine el volumen del tanque si el mismo comienza a derramarse a los 15 minutos.
b) Determine la cantidad de sal y de la concentracién de la sal antes que se derrame la mezcla.

¢) Determine la cantidad de sal y de la concentracién de la sal después de los primeros 15 minutos.



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales lineales de
orden n

En este capitulo presentaremos un método general para resolver ED lineales de orden n cuya forma
es
an (2)y™ +an_1 (@) y" T ot as ()Y + a1 (2) Y + ao (v) y = h(x)

Estas ecuaciones se caracterizan por las dos propiedades siguientes:

1. La variable dependiente y asi como sus derivadas tienen exponente igual a 1, o bien 0, exclusiva-
mente.

2. Los coeficientes ay, (), an-1, ..., a1 (x),ao (z) y la funcién h(z) son funciones que solo dependen
de z, o son funciones constantes. Es decir, no dependen de la variable dependiente y.

Cabe mencionar que no existen métodos, ni generales ni sencillos que permitan resolver ecuaciones
diferenciales no lineales de orden n. ;Qué hace la diferencia? La respuesta es simple: poder usar o no el
bagaje del dlgebra lineal. Esta es una rama muy ttil de las matematicas donde encontramos las defini-
ciones, conceptos y resultados que nos permitirdn resolver el problema general. Asi, nuestro estudio pasard
obligadamente por algunas de las ideas més importantes de este tema que se presentan a continuacion.

Una coleccion de funciones fi, ..., f, definidas en un intervalo I se dice que es linealmente indepen-
diente si:
arfi (@) +asfo(z)+ -+ anfn(z) = ?, para todo x € I, implica que a3 = ag =--- =, = 0.

Si la combinacién lineal anterior se cumple para al menos un «; # 0, diremos que la coleccién es
linealmente dependiente.
Para el caso particular de dos funciones, la definicién anterior equivale a lo siguiente:

fi(z)

f2 (z)
y alguna constante k.
Ejemplo. Las funciones definidas por f1 (z) = e cos2z y fo(x) = e” sen2x conforman un conjunto
linealmente independiente de funciones. La razén es muy simple:

{f1, f2} es un conjunto linealmente dependiente de funciones, si y solo si =k, paratodaz el

? Ew; = ex o8 ; = cot(2x) «— no es una constante.
2 (z e sen 2x

Entonces:

fi(=)
f2 ()

Ejemplo. Determine si el conjunto {fi () = arcsenz, f2(z)=arccosz, f3(x) =1} es linealmente
independiente o bien linealmente dependiente.

= k, para k constante.

s
Como arcsen x +arccosx = 5 entonces

arcsenxr —

3(1) +(=1)arccosz = f1 (z) = gfl (@) + (=1) fo (z),

95
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deducimos que la informacién de la funcién f; (x) = arcsenx puede recuperarse (via una combinacién
lineal) de las otras dos funciones fs (x) = arccosz y fs5(z) = 1.

En consecuencia, el conjunto {f1 (z) = arcsenz, f2(z) = arccosz, f3(z) =1} es linealmente depen-
diente.

Sean {f1, fa2} soluciones de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden y" + a;(x)y’ + ao(z)y = 0;
con a1(z) y ap(x) funciones continuas en un intervalo I. Entonces, tenemos dos casos:

1. Si f} () f? () # 0 para algun x € I, entonces el conjunto {fi, fo} es linealmente indepen
fiz) fi(z)
diente.
2. Si j; Eg fﬁ Eig ' = 0 para algiin = € I, entonces el conjunto { f1, f2} es linealmente dependiente.
1 2

En efecto, puesto que f1 y f2 son soluciones de la ED, tenemos que

{/ (:L') + al(a:)f{ (J?) + ao(:c)fl (q;) =
5 () +a1(x)fy (z) + ap(x) fo () = 0

Si multiplicamos la primera de las ecuaciones anteriores por fs (z), la segunda por f; (z) y restamos
la primera de la segunda, hallamos:

{ fa () [ (2) + ar(2) f2 (x) f1 (2) + ao(x) f2 () fr (x) = 0 (3.1)
fr (@) f5 (@) + ar(2) f1 (z) f2 (2) + ao(2) fr (2) fa (x) = 0 '

= fi(@)f5 (@) = f2(2) fi' (2) + ax(2) [f1 () 3 () = f2 (2) f1 (2)] = O

Deseamos resaltar la expresion [f1 (z) f} () — f2 (z) f1 (z)]. Su estudio se atribuye al matematico
polaco Hoéne Wronski. Si la expresamos por medio de W (z) = W (f1 (z), f2 (z)), observamos que

W@ s @)= | B R =A@ - e ).

y ademds que
%W (f1 (@), f2 (@) = fi (@) f3 (@) +f1 (2) f (2)=f2 (@) fi (@)= fo (2) £ (2) = fo (@) f3 (@)= fa (2) f1' (2).
Por 1o que la ecuacién (3.1) se expresa como
W' (x) + ay (x) W (z) = 0

que es un EDO de variables separables:

dW (z) aw
e - A ()W (2) = W= Tu (z)dx

Por lo tanto, al integrar:

W (2) = —/a1 (2) dz + C,

deducimos que
W (SL') _ 67f a1 (z)dz+C

Asi obtenemos como solucién:
W(x) = Ce~ Jar(@)de

Y como la funcién exponencial nunca se anula, tenemos que
1. Si C # 0, entonces W (x) # 0, para toda = € I.

2. Si C =0, entonces W () = 0, para toda = € I.
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Ahora, si consideramos la combinacién lineal
!/ !/
arfitasfo=0= a1 f] +azf; =0

tenemos el sistema

(donde a1 y g son las incognitas);

arfi+asfa=0
arfi +aafs =0

fi(x) f2(z)

deducimos que, en caso de que W (z) = @ fi@) # 0 para alguna z € I, la solucién del
1 2

sistema serd tinicamente la solucién trivial @; = @y = 0, de lo cual se desprende que el conjunto {fi, fo}
es linealmente independiente; mientras que, si W (x) = 0, se puede garantizar una solucién no trivial para
aq y para ag, por lo cual {f1, f2} resultard un conjunto linealmente dependiente.

Ejemplo. Las funciones f; (z) = 2y fo(2) = 22, con & # 0, son soluciones de la EDO lineal

2%y" — 22y + 2y = 0, ademds son linealmente independientes.
En efecto:
fil@) = e=filx)=1= f{(2)=0
o) = 2= fi(z)=20= fj (z) =

Luego entonces:

2(0) =22 (1) +2(x) =0
2(2) — 2z (22) + 222 =0

2 fi' () = 22 f] (x) + 21 (z) x
o’ fy (@) = 22f3 (2) + 22 (2) = @
Estoes, fi(x) =2 y fa(x) = 2% son soluciones de la EDO. Ademis:

_| Ailz) fo(z) | _ / _ 2) £ (2) = () (22) — 22) = 202 _ 22 — 2
Wi = B B @5 - 00 = @ @0 - 1)) =2 #0.

Por lo tanto, fi () =z y fa (z) = 22 son soluciones linealmente independientes. La solucién general
de la EDO es

y(z) = C1f1 (2) + Cofa (x) = Cra + Coz?®.

Ejemplo. Las funciones fi (z) = 3ze™2* y fa(z) = —5xe~2* con x # 0, son soluciones de la EDO

lineal 3" 4 4y’ + 4y = 0, ademds son linealmente dependientes.

En efecto:
fi(z) = 3ze™® = f{(x) = (62 +3)e " = f/' (z) = (122 — 12) e **
fo(z) = —bwe ™ = fi(z) = (102 — 5) e " = fJ () = (=202 + 20) e~ **

Luego entonces:

(122 — 12) + 4 (=62 + 3) + 4 (3x)] e ** = (0) e " = 0.
[(—20z + 20) + 4 (10z — 5) + 4 (—5z)] e >" = (0) e >" = 0.

1 (z) +4f1 () + 4f1 (2)
5 () + 4f3 () + 4f2 (x)

Ademids:

f1(@) f} () = f2 (2) fi (z) = (3ze™ ") (102 — 5) e™** — (—6z + 3) e~ ** (—5xze™*")
= (302% — 152 — 3022 4 152) e ** = (0) e ** = 0.

W (ffo) (@) = \ o féw

Por lo tanto, f1 (z) = 3ze™2® y fa(z) = —5xe 2* son soluciones linealmente dependientes.
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3.1. Ecuaciones diferenciales de orden n

Aplicaremos los aspectos tedricos anteriores a la discusion de nuestro interés principal: las ecuaciones
diferenciales lineales. Centraremos nuestra presentaciéon para EDOS de orden n = 2, no sin antes senalar
que todo lo que desarrollaremos sera igualmente vélido para el caso general de cualquier orden n. Con-
sideraremos la ecuacién diferencial

Ag (x)y" + Ay (2)y + Ao (2)y = Q (x), (3.2)

en un intervalo I en el cual Ay (x) # 0 para toda z € I. De esta manera, podemos dividir (3.2) entre
As (z) para obtener una ecuacién normalizada de la forma:

y' +ar(x)y +ao(x)y=q(x), (3.3)

De aqui en adelante supondremos que las funciones a1 (z), ag () y ¢ (z) son continuas en un intervalo
I que es el conjuntomas grande posible donde todas ellas son continuas. Por ejemplo, la ecuacién diferencial
lineal

y// *l'Qy,er — lnx;

tiene como intervalo I al intervalo ]0; +oo[. Es en ese intervalo donde buscaremos la solucién de la
EDO.

Al igual que para las EDOS de primer orden, es conveniente tener un resultado que garantice que una
EDO como las que estamos considerando posea soluciones y que provea condiciones bajo las cuales un
PVI tiene solucién unica. Para ese efecto, enunciamos el siguiente resultado fundamental:

Teorema de Existencia y Unicidad. Supongamos que a; (), ag () y ¢ (x) son funciones continuas
en el intervalo I. Entonces la EDO:

Y +ar (2)y +ao(x)y =q(x), (3.4)

tiene solucién definida en el intervalo ml. Mds ain para un punto z¢ € I fijo y nimeros reales yo; y1
proporcionados, el PVI formado por la EDO (3.4), con y (o) = yo v ¥’ (o) = y1; presenta una tnica
solucién.

La ED lineal (3.3), con ¢ (z) # 0, para algin x € I, se dice que es no homogénea.

La ED lineal (3.3), con ¢ (x) = 0, para toda x € I, se dice que es homogénea. Es la EDO homogénea
asociada a la ED no homogénea anterior.

Consideremos la ED lineal homogénea asociada a (3.4):

y" +ai(z)y +ao(x)y=0. (3.5)

Sea V el conjunto de soluciones de (3.5).
Advierta que la funcién nula y = 0 satisface a la ecuacién (3.5), es decir, la funcién y =0 € V.
Ahora, si y; y 2 estdn en V, entonces:

Yy +a(@)y) +ao(@)yr =0 y yy +ar (@) ys +ao(x)y2 = 0.

Si tomamos una combinacion lineal de estas dos soluciones, hallamos que

y=ciy1 +caye =y = a1y + cayh =y’ = a1yl + 2y’

Por lo tanto:

y'+tai(@)y +ao(x)y = ey +eays +an (z) (c1yy + c2vh) + ciyn + caye
= ayl +aa (x)y; + g + cyy + coar () Yo + 2y
= aly +ai @)y +y]+efyy +ai (2)yh + v
= ¢1[0]+¢[0] =0.
Esto significa que V es un espacio vectorial y, por lo tanto, es posible aplicar la teoria que hemos

discutido previamente sobre el tema. Particularmente nos interesa determinar la dimensién de este espacio
vectorial para saber el niimero de funciones que se requieren para describirlo, es decir, escribir cualquier
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solucién de (3.5) mediante una combinacién lineal de algunas soluciones (suponiendo que el espacio resulta
de dimensioén finita).
Sea yo una solucién de (3.5) que satisfaga las condiciones:

y(zo)=a y y (x0) =0 (3.6)

Sabemos ya que c1y1 + cay2 es solucién general de (3.5), pero nos preguntamos si podremos encontrar
valores tnicos de las constantes ¢; y co tales que la expresion ¢1y;1 + cayo satisfaga las condiciones (3.6),
es decir, tales que

1y (wo) + c2y2 (o) a
a1y (vo) + cays (xo) = b
Esto serd cierto si | 7} (o) y2 (z0) =W (y1,y2) (x0) # 0. Esta es precisamente la condicién para inde-

y1 (o) ¥ (20)

pendencia lineal. Luego, concluimos que, si el conjunto {y;;y2} es linealmente independiente, podremos
satisfacer con la combinacién lineal ¢1y; + coy2 las condiciones (4.8). Como consecuencia del teorema
de Existencia y Unicidad enunciado anteriormente, concluimos que y = c1y; + coy2. Esto significa que
{y1, y2} constituye una base del espacio de soluciones de la ecuacién diferencial lo que nos permitira
expresar cualquier solucién en términos de y; y ¥o.

Resumimos nuestras ideas en el siguiente teorema.

Teorema. Sea V el conjunto de todas las funciones que son solucién de la ecuacion diferencial:

y'+ a1 (2)y +ao (x)y =0.
1. Entonces V' es un espacio vectorial.

2. Siy; y y2 son soluciones linealmente independientes, entonces {y1, y2} constituye una base de
V por lo cual todo elemento de V, es decir, cualquier solucién de la ecuacién diferencial puede ser
escrita como una combinacién lineal de y; y ¥2; en simbolos, para cualquier y € V', y = c1y1 +c2yo.

3. La afirmacién anterior establece que la dimensién de V es 2 y que y = c1y1 + c2y2 es la solucién
general de la EDO lineal homogénea.

4. Al conjunto {y1, y2} se le llama conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial lineal
homogénea.

Ejemplo. Verifique que las funciones y; = e” cos 2x; yo = e” sen 2z forman un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacién diferencial y” — 2y’ + 5y = 0. Después forme la solucién general de la EDO
¥y, posteriormente, halle la solucién particular que satisface las condiciones iniciales y (0) = 0; ¢’ (0) = 1.

En primer lugar verificaremos que y; y y2 son soluciones de la ecuacién diferencial; como la verificacién
es similar, solo probaremos nuestra afirmacién para y;. Tenemos:

y1 = €7 cos 2x = y; = —2e” sen 2z + € cos 2x = ] = —3e” cos 2z — 4e” sen 2z.
Sustituyendo en la ecuacion diferencial, hallamos:

Yyl — 2y, +5y1 = —3e” cos 2w — 4e” sen 2z — 2 [—2e” sen 2z + €” cos 2] + 5 [e” cos 2]

= —3e” cos 2z — 4e” sen 2z + 4e” sen 2x — 2e” cos 2z + be” cos 2x = 0, para todo x € R.

Esto demuestra que y; = e” cos 2z es solucién de la EDO.

En segundo lugar, requerimos mostrar que el conjunto {y1, y2} es un conjunto linealmente indepen-
diente. Para ello, tenemos dos estrategias, la primera consiste en determinar la naturaleza del cociente
Y1
Y2 " 5

e* cos 2z
Y1 _C BT _ ot 2 # ¢ (constante)
ys  e¥sen2x

De esto se deduce que {y1, y2} es un conjunto linealmente independiente y, en consecuencia, un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial.
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Sin embargo, con el propésito de ilustrar lo que discutimos sobre el wronskiano, mostraremos la
independencia lineal de las funciones por medio de este concepto; para ello, consideramos:
_ yi(z) y(z) | e® cos 2 e® sen 2z
W(z) =W (y1,12) () = ‘ 4 5 T | —2e"sen2x + e® cos2x  2e” cos 2x + €” sen 2x

Ahora bien, dado que y; y yo son soluciones de la EDO, su wronskiano se anula idénticamente o
bien es diferente de cero para todo x € R; en consecuencia, no requerimos hacer el calculo del anterior
determinante para todo x: bastard tomar un valor particular; por ejemplo, si x = 0:

W (0) e cos (2-0) eYsen (2-0)
—2e%sen (2-0) +e%cos (2-0) 2e%cos2z + eV sen (2 0)
1 0
- ‘1 5 | =2#0.

De este resultado concluimos que el conjunto de soluciones {y1, y2} es linealmente independiente, y
en consecuencia podemos decir que éste es un conjunto fundamental de soluciones para la EDO. Asi, con
base en lo discutido en la teoria preliminar, la solucién general de la EDO esté expresada por:

y(x) = Cryr (x) + Caya (x) = C1e” cos 2z + Cae” sen 2z.

Finalmente, para hallar la solucién particular consideramos las condiciones iniciales.
En primer lugar tenemos:
y(0) = 0= C1€e"cos 0+ Cae’sen0 =0 = C; =0

De esta forma, la solucién se reduce a y (z) = Cze” sen 2x. Ahora, de ¢’ (0) = 1 deducimos que

1
Y (x) = Cy (2" cos2z +e"sen2z) y ¥ (0)=1=1=0C, (2eOCOSO+eosenO) =20 = Cy = 3

1
Concluimos que la solucién buscada es y (x) = —e” sen 2z.

Para cerrar esta seccién, discutiremos un resultado asociado al teorema anterior.
Suponiendo que y,, sea una solucién conocida de la EDO lineal no homogénea

y' +ar(x)y +ao(x)y=q(x), (3.7)

que 7 sea cualquier solucién de (3.7) y que {y1, y2} sea asi mismo un conjunto fundamental de
soluciones de la EDO lineal homogénea 3" + a1 (z)y' + ag (z)y = 0; se puede afirmar que cualquier
solucién de la EDO (4.9) puede ser escrita en la forma:

7 =yp+ Cry1 (v) + Caya ().

Nuestra primera observacién es que 7 — y,, es una solucién de la EDO homogénea asociada; en efecto:

T—wp)" +a1 (@) F—yp) +ao(x) T—v) = @' +ar(x)y

+ao (2)7) — (yp + a1 (2) Yy, + a0 (z) yp)
= q(z)—q(x)=0

Ahora, ya que J — y, es una solucién de la EDO homogénea asociada, ésta puede ser escrita como una
combinacién lineal de y; y s, esto es:

Y —yp = Cry1 (v) + Caya (z) .
Es decir:
y(z) = Cryr (2) + Caya () + yp

En conclusién, toda solucién de (4.9) puede ser escrita como la suma de la solucién general de la EDO
homogénea asociada y una solucién conocida y, de (4.9). Denominamos solucién particular de (4.9) a la
solucién conocida y,.
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3.1.1. Ejercicios. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

1. Mostrar que tanto {y; = €*; ya = e~"} como {ya = senhz; y4 = cosha} son conjuntos fundamen-
tales de soluciones para la ecuacion diferencial " — 3’ = 0.

2. Resolver:

a) Verificar que y; = 22 y y2 = 27! son soluciones de la ecuacién diferencial 2%y” — 2y = 0. ;La
combinacién lineal y = Cyy; + Cay2 es solucién de la ecuacién?

b) Verificar que y; = 1 y y2 = /2 son soluciones de la ecuacién diferencial yy” + (y')* = 0. ;La
combinacién lineal y = C1y; + Cays es solucién de la ecuacion (en general)?

Si hay alguna diferencia entre a) y b), jen qué radica esta diferencia?
3. Resolver:

a) Sea y; (z) una solucién de la ecuacion diferencial ¥ +p(x)y' +q(x)y = f(z). (Es y2 (x) =
Cy; () solucién de la ecuacion diferencial?

b) Si V representa el conjunto de todas las soluciones de la anterior ecuacién diferencial, jes V
un espacio vectorial?

4. Calcular el wronskiano de cada uno de los siguientes pares de funciones:

a) y1 =SenT y ys = COSZ.

b) y1 =e senx yys = e 2% cosx.
¢) y1 =senh3z y yo =4 (e3* — e737).
d) y1 = xsen2x y ys = sen 2.

5. Resolver:
a) Extender la definicién de wronskiano para el caso de tres funciones.
b) Calcular el wronskiano de cada una de las siguientes ternas de funciones:

1) y1 =€% yo =xe® yyB_xzez
2) y1 =cosz; Yo =senc y ys = 1.
3) y1 =cosz+senc ; ys = COST —SeNT y Yz = COSZ.

En cada uno de los siguientes ejercicios, verificar que el conjunto dado es un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacién proporcionada; después encontrar la solucién particular que satisface
las condiciones iniciales dadas.

Y'Y —2y=0; {y1=e" yo=e} cony(0) =1, ¥ (0)=0.

y' +4y =0; {y1 =cos2x, y» =sen2z}, cony(0) =1, y' (0) =4.
"—_2y"4+5y =0; {y1 =1; y2 =e"cos2z, y3 =e*sen2z},cony(0) =0, v (0) =1, ¢y’ (0) = —1.
2y +2xy — 6y =0; {y1=2a% yo=a3}, cony(2)=1, ¥ (2)=0.

.“390.\'35’

10. zy" 44y =0; {y1=1; yo=Inz}, cony(l)=2, 3 (1)=3.

11. Determinar la dependencia o independencia lineal de cada uno de los siguientes conjuntos de fun-
ciones:

{e; e 2}

a

)
b) {arcsen(z),arccos(z),7}
c) {e**;e*";coshda}
)

d {e cos2x; esen2x;e 4””}

12. Suponga que y; sea una solucién no nula de la ecuacion y”’ +p (z)y' + g (z)y = 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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a) Verifique que, si y2 es una segunda solucién tal que {y1;y2} sea linealmente independiente,

entonces
d <y2) _ Wy, v2)
dx \ 3

b) Verifique que y; = x sea una solucién de x?y” + 2xy’ — 2y = 0; use a) para determinar la
solucién general de la ecuacién diferencial.

Resolver:
a) Muestre que y; = 32% — 1 satisface a la ecuacion .(1 — 2?) y”” —2zy’ + 6y = 0 y tiene un minimo

en z = 0.

b) Verifique ahora que cualquier otra solucién ys no podré tener minimo en z = 0, si {y1;y2} es
linealmente independiente.

3 3

Demuestre que y = 3 es una solucién de yy” = 6z, pero que, si ¢ # 1, entonces y = cz® no
es una solucién de la ecuacion diferencial. jPor qué este hecho no contradice la teoria discutida en
esta seccién?

Compruebe que y; =1 y y» = /2 son soluciones de yy" + (y’)2 = 0, pero que la suma y = y1 + ¥
no es solucién. ;jPor qué este hecho no contradice la teoria discutida en esta seccién?

Resolver:

a) Determine si el conjunto de funciones {yl = senx?; yy = cos xz} es linealmente dependiente
o independiente.

b) Calcule W (y1; y2)-

¢) (Existe una ecuacién de la forma y” + p(2)y’ + q(x)y = 0 (en la que p y ¢ sean funciones
continuas) tal que y; y y2 sean soluciones de la ecuacion diferencial?

En los siguientes ejercicios se proporciona una ecuacién diferencial no homogénea, una solucién
particular, condiciones iniciales y un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial
homogénea asociada. En cada caso encuentre la solucién particular del PVI.

y'+y=3z; y,=3z;cony(0)=2;y (0)=—-2; {cosz; senz}.

y' =2y =3y =6; y,=—-25cony(0)=3;y (0)=11; {e*; &*}.

1
Yy’ —4y =senhz; y, = —3 senh; con y (0) = 0; ¢ (0) =1; {e?*; e727}.

Respuestas: Ejercicios 3.1.1 Ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

1.

Demostrar.

. a.Sf; b.no; c.en lalinealidad; la EDO en a) es lineal, en b) no lo es.

. No, para ambas preguntas.

a. —1; b.-e™**; ¢ 0; d. —sen?2z.
Y1 Y2 Y3
a). Wiy, 2, y3) (@) = | v1 %5 w5 |- b)i)2e’; ii) 1y iii) 0.
1 11 1
Y Y2 Y3
2 x+1 —2x
Ly=-eT+ e
Y=3° 73
Yy = cos 2x + 2sen 2z.
1
.y == [-3+ 3¢” cos 2z + ¢” sen 2z

5
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3 16
9. y= 424 243
V=0t T

10. y=2+3Inx.

11. a) Linealmente independiente. b. Linealmente dependiente. c. Linealmente dependiente. d. Lineal-
mente independiente.

12. a) Verificar. b) y = 17 + caz 2.

13. a. Demostrar. b. Verificar.

14. Porque la EDO no es lineal.

15. Porque la EDO no es lineal.

16. a. El conjunto es linealmente independiente; b. W (y1, y2) () =0;  c¢. no.
17. y =2cosx — 5senz + 3x.

18. y =e % +4e3* — 2.

2 1
19. y = 3 senh 2z — 3 senh x.

20. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial :C?y// —xy +y=4xlnz, 0 < z < +oo, dado
que yg = c1x + cax Inx es la solucion general de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada.

Solucién. z%y" —xzy +y =0
c
yylx)=c1+cotcalnz; yih(z) = 22 Veamos que yp satisface la ecuacién diferencial homogénea

asociada a la no homogénea x2y// —xy' +y=0

12 CQ
nyH—xy}I—i—yH = 22 (—)—accl—xcz—CQxlnx+clx+02xlnm
T
= cx—cx —coxlnx —cox +cix + coxlnx = 0.
4
T

1 Yy
Por otra parte la ecuacién diferencial no homogénea se puede escribir como y” — ~y'+ = = —Inx.
x x

De acuerdo al método de variacién de pardmetros, una solucién particular estd dada por: y,(z) =
v1(2)x + vo(x)z Inz; donde vy (x)x y va(z) satisfacen el sistema:

vy (z)z + vh(x)xlnz =0 A
vi(z) +vh(z) [Inz + 1] = Elnz

El determinante del sistema es igual a:

z zlnz
1 Inz+1

‘:xlnx—l—x—xlnax:x.

Aplicando las reglas de Cramer se tiene:

0 zlnz
4

v/(x)_ glnx Inz+1 _4111236

1 B A T

De donde:
12
vi(z) = —4/nxd$; u=Inz du = —dx
T T

3
= 74/u2du _ A —%(lnz)s
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De manera similar:

vh(z) = = — vy(z) = 2%z
En consecuencia:

4 4 2
yp(x) = —§(1n$)3 +2In*z(zlnz) = 2z(Inz)3 — gx(lnm)?’ = gx(lnx)s

Por lo tanto la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea estd dada por:

2
ye(z) = a1z + coxlnzx + gaj(ln z)3.

Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial zy” — (1 + 222)y’ = 2%¢*”, dado que yy =
c1 + 62612 es la solucién general de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada.

Solucion:

Veamos que {1,e” } es una base del espacio solucién de la ecuacién diferencial lineal homogénea
asociada a la no homogénea; es decir de la ecuacion diferencial.

oy’ — (14 22%)y' =0 (3.8)

Que y1(z) = 1 es una solucién de (3.8) es inmediato puesto que y;(z) =0 y y”(z) =0.

Verifiquemos que ya(z) = ¢*” es también solucién de (3.8). En efecto, y4(z) = 2ze” y yy(x) =
2¢%” + 4a2e®” Luego:

2y () = (L +202)ys(0) = o |2 + a2 | — (14 20%)(20e”)

2 < 2 2 2
= 2xe® +423e” —2xe® —4z3e® =0.

Por otra parte, es obvio que las funciones y1(x) = 1 y yo(x) = ¢ son linealmente independientes
pues no existe una constante que multiplicada por una de ellas nos dé la otra.

Por lo tanto, el conjunto {1, ex2} es una base del espacio nulo.

Hallemos ahora una solucién particular de la ecuacién diferencial

1+ 222
y// ( erx )y/*flexg,

utilizando el método de variacién de pardmetros, buscamos una solucién particular y, de la forma:
yp(x) = v1(2) + v2 (m)eIQ donde vy (z) y va(x) verifican el siguiente sistema:

V() x 0 + 2ze” vh(z) = zte®
Calculemos el determinante del sistema:
1 ex? 2
A= ’ 0 2pes 2xe” -
De acuerdo a las reglas de Cramer se sigue que:
0 ex?
v (m) = 3946"”2 2396962 N $46m2612 11;36902
! o A T 2xer® 2
1 0
0 aier” rier’ 13
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Integrando se sigue que

va(x) = éax‘l y vi(z) ==

1 3 a? 1 2 2
& = — 2
2/3:6 dx 4/m(xea:)dx

Haciendo v = 22 y dv = 2z dzr en la tltima integral, se sigue que du = 2xdx y v

tanto:
1 1
v1 () 1 [3326’”2 - /Qxexzdx] =1 [;vzexz - e’“z}

vi(r) = (22 —1)e"

Luego una solucién particular es

1
(2% — 1)6“’2 + §x4ex2

O | =

[x4 + 222 — 2] e’

En consecuencia la solucién general de la ecuacién diferencial zy” — (1 + 222)y’ = 2°

1
y(z) =c1 + coe® + 3 [* 4 222 — 2] e
22. Escribir el operador diferencial lineal L = (D3 — 22)(xD?) en la forma

L=a,(2)D" 4 an_1(x)D" ' + - + a1 (z)D + ag(z).

Solucién

L(f(z)) = («D°—a*)(xzD?)(f(x))
= (aD?—a?)[zf"(2)]
= aD*(xf"(x)) — 2 f"(x)
= aD(f"(@) +2f " (x)) - 3f”(fﬂ)
= ( @)+ (@) + 2 fD () — 2 f ()
= 2 fW (@) + 22" (x) - $3f"(l’)
(2D* + 22D3 — 2°D?)(f(z))

(
)

Es decir que
L= (zD?® — 2*)(xD?) = 2>°D* 4+ 22D3 — 23D?.

23. Hallar un operador diferencial lineal L que anule a la funcién

f(x) = (1 —z)%e™? cos(3z) + cos(2 — z)

Solucién

Como f(z) = (1 — x)* €*/? cos(3x) + cos2cos + sen 2sen x se sigue que (D? 4+ D +
(1 —2)*e'/?* cos(3z) y el operador D? 4 1 anula a cos 2 cos 4 sen 2 sen .

En consecuencia, el anulador de f(z) es

2 37 ’ 2
L=(D*+D+— (D*+1).

105

2
— LT
=€,y por

2
e es

ﬂ 5 anula a
4
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24. Hallar una ecuacién diferencial lineal de segundo orden a coeficientes constantes cuya solucién

25.

26.

general sea
y(x) = c1e” + coe” ¥ +senx

Solucién

Como la solucién general tiene la estructura de y = yg(z) + yp(z), con ygy(z) = Cre® + Cae™* y
yp(x) = senx, se sigue que la ecuacién diferencial buscada es no homogénea; es decir de la forma
L(Y) = h(x), donde L = (D — 1)(D + 1) puesto que la solucién de la ecuacién diferencial lineal no

homogénea asociada a la no homogénea es Yy (z) = C1e® + Coe™ .

Se sigue entonces que L(Y) = h(z) & (D — 1)(D + 1)y = h(z).

Para encontrar h(x) utilizamos el hecho de que Y, (z) es una solucién particular de L(y) = h(x); es
decir, se verifica que:

L(Y,) h(z) < (D —1)(D + 1)(senz) = h(x)
(D? — 1)(senz) = h(z)

—senx —senx = h(x)

t o0

h(z) = —2senx.

Finalmente, la ecuacién diferencial buscada es:

(D-1)(D+1)y=2senz < y" —y=2senxz.

Resolver el problema de valor inicial

{ y'(z) = 3y’ (z) + 2y(z) = 0
y(0) = 1,9/(0) =0
Solucién

y"(z) =3y (x) +2y(x) =0 < (D?—3D+2)y =0« (D—2)(D—1)y = 0. Luego la solucién general
es y(z) = c1e%® 4 cye®.

Busquemos ahora la solucién que satisface las condiciones iniciales:

y0)=1lc1+ea=1

Como y(z) = 2¢1¢%* + co€” se sigue que

y'(0)=0&2c; +c2=0

Resolviendo el sistema:
{ c1t+e=1
2c1 +co =0
se sigue que: ¢c; = —1y co = 2.
En consecuencia la solucién del problema de valor inicial,
{ y'(x) = 3y'(x) + 2y(x) =0
y(0) =1,4'(0) =0
es y(z) = —e* + 2¢”.
Hallar la solucién general de y™* 4+ 2y” +y =0
Solucién

Como
yH 420" +y=0 & (D*+2D>4+1)y=0
& (D*+1)%y=0

se sigue entonces que la solucién general es:

y(z) = c1 cosx + casenx + c3x cos +c4T sen x.
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27. Resolver la ecuacion diferencial

(senda)y” — 4(cos?(2x))y’ = tan,

dado que Yy = ¢1 + ¢ cos 2.
Solucién

Verifiquemos que las funciones y; () = 1y y2(x) = cos 2z son soluciones linealmente independientes
de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada a la no homogénea; es decir que son soluciones
de: (sendx)y” — 4(cos? 2z)y’ = 0.

En efecto, es evidente que y;(z)) = 1 es una solucién puesto que y;(z) =0y y4(z) = 0.
Veamos si y2(x) = cos 2z es una solucién.
De ya(z) = cos 2z se sigue que yh(z) = 2sen(2z) y y4(x) = —4cos(2z). Luego:

(sen 4x)yl (x) — 4(cos® 2x)yh(x) = (sen4x)(—4cos(2z)) — 4(cos® 2x)(—2sen 2z)

= —4sen 4z cos 2z + 8 cos? 2z sen 2z

—4(2sen 2z cos 2 cos 2x) + 8 cos® 2z sen 2z

—8sen 2z cos? 2x + 8 cos? 2x sen 2z = 0.

Es decir que y1(z) = 1y y2(z) = cos 2z son soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea.
Por tanto constituyen una base del espacio solucién, pues es evidente que dichas funciones son
linealmente independientes.

Busquemos ahora una solucién particular de

I 4cos2 2z 5, tancz
y2 =
sen 4x sen 4x

utilizando el método de variaciéon de pardmetros. Es decir, busquemos una solucién particular de la
forma
yp(x) = v1(x) + v2(z) cos 2z

donde vy () y va(x) satisfacen el sistema:

!/
1
Vi (2)0205(x) sen 2z =

vi(x) + vh(x) cos2z =0
tanx
sen 4x
El determinante de dicho sistema es:
1 cos 2x
A= ‘ 0 —92¢en2z | = —2sen2x
De acuerdo a las reglas de Cramer:
tanx
— 2sen 2z tan cos 2z
Vi(z) = sen 4x _ _sendx _ _tanzcos2x
! A —2sen 2z 2 sen 2x sen 4
B tanxcos2r  tanw
~ 4sen?2zcos2z  4sen?(2x)
1 0
tanx tan x
/ sen 4x sen 4z tan z
vo(x) = = - _
2(®) A —2sen 2z 2sen 2x sen 4x
tanx

8sen? 2z cos 2x

v()il/ tanxd ()771/ bz
=y sen2(2x) ) =T sen2(2x) cos 2x
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Por tanto:

(2) 1/ tanz d 005237/ tanzx d
x)=— x — x
v 4 ) sen?(2x) 8 sen? 2z cos 2z

En consecuencia la solucién general de la ecuacion diferencial dada es

(@) n 9r 4+ 1/ tanz d cost/ tanz
x) =c1+cacos2r + = x — x
Y tre 4 ) sen?(2x) 8 sen?(2x) cos(2z)

28. Resolver la ecuacién diferencial

1
2y + xy + (x2—4>y:x3/2, 0< 2z < 400,

dado que yy(z) = Ciz Y2cosz + Cox~Y2%senz es la solucion general de la ecuacién diferencial

lineal homogénea asociada a la no homogénea.
Solucién
1/2

Veamos que {z'/* cosz, z~ /2 gen x} es una base del espacio solucién de la ecuacién diferencial.

1
?y" +zy’ + <m2 - 4) y=0.

En efecto, de y(z) = Ciz'/? cosz + Coz™/? sen = se sigue que

yy(z) = —%Clx*?’ﬂ cos Oz~ /2 sen x%ng*?’/Q senz + cox /2 cosx
y}}(w) = gclx_‘r’/? cosxT + %clx_sﬂ senzx + %clx_?’/z senx — clx_1/2 cosT
+202x_5/6 senx — %CQ$_3/2 cosT — %ng_?)/Q cosT — czx_1/2 sen .
Reemplazando y () en la ecuacién diferencial x2y” + xy’ + (x2 - i) y = 0 se sigue que 2%y, (z) +

1
xyhy () + (2 — Z)yH(m) es igual a:

3 1 1 3 1
z? [4011“_3/2 cosx + §clm_3/2 senx + 50136_3/2 senx — clm_l/z cosx + 1021“_3/2 senx — 502{5—3/2 CcOS T

1 1
_562x_3/2 coST — (323:_1/2 senxr| +x —iclx_3/2 cosSxT — clx_1/2 senx — 56233_3/2 senx + 022:_1/2 cos T

1
T <$2 B 4) ((311”1/2 cos T + cox—1/2 senx) )

Que a su vez es igual a:

3 1 1 3 1
chm_l/Q cosx + iclml/Q senx + Eclxl/z senx — clx3/2 cosx + 10290_1/2 senx — 502331/2 COS T
1
—5021'1/2 cosz — cox®/2senx=cix~ V2 cosz — crxt/?senx — 502x_1/2 senz + cox'/2 cosx + c23/2 cos
1
+ear3/2senw — chx*m cosx — Zczaflﬂ sen .
o también a: ) ) )
16156~ 461:| z~ 2 cosx + [201 + 36~ cl} /2 senx + [—cy + 1] 23/? cos
1
+ [402 —5c 402} ™ Y2genzx + —5C2 ~ 3¢ +co| 2% cosx + [—c2 + ¢ 23/2senx = 0.

Busquemos ahora una solucién particular de la ecuacion diferencial
!
" Y 1 —-1/2
y+=+(l--——=5)y== /
T 4x
utilizando el método de variacién de parametros; es decir, busquemos una solucién particular de la forma:

yp(x) = vy ()2 cos  + v (2)z ™% sen
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donde v1(x) y va(z) satisfacen el sistema:

v (z)z~ Y2 cosz + V2 ()22 senz = 0

1 1
v} (z) {—233_3/2 cosz —x~ /2 sen x] + vh(x) [—291:_3/2 senz + z~ /2 cos a;x] =g 1/?

El determinante del sistema es:

—1/2 —-1/2

T CosT xT

—3/2 1/2

senx

A = —3/2

1 - 1 12
—§$ COST — X Senx —51' senx + x COS T

-2

1 -1 2 I
= —5.’1} Senxr cosx + T ~ coS .’17—}—5.’1?

sen x cos x + ZC_I S€D2 x

= .’L‘_l

De acuerdo a las reglas de Cramer:

0 =2 senx
1
V2 g3 2senz + 22 cosx s lsenz
’ _ 2 _ _
vi(z) = A = ——— =senxw
x
Por tanto vi(z) = — cosz.
Por otra parte:
z=Y2cosx 0
1
—3/2 —1/2 —1/2
——x COST — T senz =z -1
vh(z) = 2 =2 BT _ sz
2 A ozt
de donde
va(x) = /cos xdx =senzw
En consecuencia:
yp(x) = (—cosz)z™?cosx +senx(z™/?senx)
= 272 [sen’x — cos’z] = —2'/? [cos® & — sen® 1]
= —z7 2 cos(2z)
Luego la solucién general es: y(x) = ciz~ /% cosx + cox ™ /?senx — 27 1/2 cos(2z).

3.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

Introduccién

En esta seccién se presentardan dos topicos en los cuales las ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden desempenan un papel vital para su modelacién, a saber, vibraciones mecédnicas y circuitos
eléctricos.

Un principio fundamental de la fisica establece que los sistemas fisicos tienden a estar en una posicién
de minima energfa potencial denominada posicién de equilibrio y si, por alguna razén, el sistema es
forzado a salir de ese equilibrio, entonces tenderd a regresar a él. Por ejemplo, piense por un momento
en un péndulo estdtico; si golpea la masa del péndulo con una pequena fuerza, el sistema saldrd de su
posicién de equilibrio y en algiin momento posterior se detendra, pero al no estar en equilibrio retornara
buscando dicha posicién.

La teorfa de oscilaciones pequenas permite describir cuantitativa y cualitativamente el movimiento que
ocurre en los sistemas fisicos cuando estén cerca de su posicién de equilibrio estable. Muchos fenémenos
(péndulos, terremotos, mareas, etc.) pueden ser analizados utilizando esta teorfa. El modelo més simple
que permite describir cuantitativa y cualitativamente el fenémeno de vibracién es el sistema masare-
sorte, también llamado oscilador arménico, en el cual no hay pérdida de energia. Otro modelo es el de
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masa-resorte-amortiguador, donde ademds se consideran fuerzas disipativas; en este caso la energia no se
conserva y las oscilaciones tienden a desaparecer en el tiempo. Un tercer modelo es el oscilador forzado
que considera fuerzas de excitacién que incrementan o reducen la energia del sistema. En algunos casos,
esta fuente de energia puede llegar a ser la responsable de la destruccién del sistema.

En la primera parte de este capitulo analizaremos los osciladores libre, amortiguado y forzado.

La segunda parte la dedicaremos al estudio de los circuitos eléctricos RLC en serie que estdn formados
por un resistor R, un inductor L y un capacitor C. Estos circuitos encuentran su aplicacién mas préctica en
el sistema eléctrico de una instalacién ya sea doméstica o industrial y en todos los aparatos eléctricos que
utilizamos en nuestra vida cotidiana. En nuestro andlisis describiremos cémo se comportan la carga y la
corriente en circuitos RLC. Finalmente, estableceremos una relacion electromecénica entre las vibraciones
mecdnicas y los circuitos eléctricos.

3.3. Vibraciones mecanicas

Comenzamos el estudio de los fenémenos oscilatorios presentando algunos ejemplos en que estos
fenémenos ocurren ademads del que se mencioné en la introduccion.

Otro ejemplo puede ocurrir cuando se realiza un viaje en avién. En condiciones normales el avion
permanece estable en gran parte del recorrido; sin embargo, una turbulencia puede provocar la pérdida
momentédnea de la estabilidad y el equilibrio; cuando esto ocurre, el avién empieza a vibrar intentando
regresar a su posicién de equilibrio. Afortunadamente el avién cuenta con diversos aparatos que permiten
la disipacién de la vibracién de forma répida y segura.

Un tercer ejemplo lo podemos observar cuando se viaja en un auto y, sin reducir la velocidad, se
pasa por un tope o bache. Inmediatamente el auto empieza a vibrar verticalmente y solo la accién de los
amortiguadores permite reducir y desaparecer las vibraciones del auto.

En general, las vibraciones aparecen cuando se aplica una pequena fuerza a un sistema fisico que
se encuentra inicialmente en un estado de equilibrio estable. Cuando esta fuerza desaparece, el sistema
tiende a regresar a su posicién de equilibrio. Para entender el proceso fisico que ocurre, recordemos que
un sistema fisico estd en una posicién de equilibrio estable cuando se encuentra en un minimo de energia
potencial.

Para que abandone esa posicién es necesario proporcionarle energia mediante la accién de una fuerza.

Cuando se deja de aplicar la fuerza, el sistema ha adquirido energia potencial, que al intentar retornar a
la posicién de equilibrio, se transforma en energia cinética. Es decir, cuando pasa la posicién de equilibrio
tendrd energia cinética y no se detendrd; continuard su movimiento transformando ahora, hasta que
desaparezca, su energia cinética en potencial. Esta transferencia entre energia cinética y potencial se
repetird indefinidamente a menos que algiin mecanismo permita la disipacién de energia mecédnica.

3.4. Movimiento armoénico simple

Para iniciar el estudio de las vibraciones mecdnicas, analicemos una situacién cotidiana y simple.
Consideremos un cuerpo de masa m que estd unido a una pared por medio de un resorte de constante
k (sistema masa-resorte) el cual se encuentra sobre una mesa horizontal. Por simplicidad supongamos
también que no existe friccién entre el cuerpo y la mesa y que el sistema se encuentra inicialmente en
equilibrio. De repente, el resorte se comprime (o se elonga) una distancia pequefia xg, medida desde la
posicién de equilibrio (ver figura anterior), y se le aplica una velocidad vg. Desde ese momento, el resorte
ejerce una fuerza sobre la masa que tiende a regresarla a su posicién de equilibrio inicial. En general, esta
fuerza depende de la distancia comprimida (o elongada) del resorte. Si la compresién (o elongacién) es
pequena, se puede suponer que la fuerza es directamente proporcional a dicha deformaciéon y que siempre
apunta hacia la posicién de equilibrio o en sentido contrario a la deformacién. Dicha suposicién se conoce
como ley de Hooke para resortes lineales. Es decir, la fuerza Fr que en todo momento ejerce el resorte
sobre la masa estd dada por

FR = 7]62?,

donde x es la deformacién y k > 0 es la constante del resorte.
Por otra parte, y de acuerdo con la segunda ley de Newton, la suma de todas la fuerzas que se aplican



3.4. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 111

a un cuerpo produce un cambio a su movimiento que se rige por la ecuacién

dQQE
F = = I
ma m t2

Igualando estos dos resultados, se obtiene el PVI que modela el sistema masa-resorte:

d2
mﬁf = —kz, con las condiciones iniciales z (0) =x9 y v (0) = vy
o equivalentemente:
d’*x ,
mos = —kx,conx(0) =z9 y ' (0) = vp. (3.9)

El modelo encontrado es una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constantes. Para
resolverla, proponemos como solucién de la ecuacién diferencial una funcién del tipo z = e". Derivando

dos veces con respecto al tiempo y sustituyendo en mﬁ = —kx, obtenemos la ecuacién algebraica
mrle™ = —ke™ = (mr2 + k) et=0=mr’+k=0,

cuyas dos raices son imaginarias debido a que m y k son constantes positivas,

mr2+k:=O:>T2:—£ﬁr::|: —£:>r=:|:i\/£,dondei:\/—l.
m m m

Si definimos la frecuencia natural del sistema como w = 4/ —, tendremos r = =+iw, de tal forma
m

que un conjunto fundamental de soluciones lo constituyen las dos funciones sinusoidales coswt y sen wt .
Entonces la solucién general de la ecuacién diferencial es

x (t) = Cq coswt + Cy sen wt. (3.10)
Derivando la ecuacion (3.10), se obtiene la velocidad del cuerpo, esta es
7' (t) = v (t) = wC sen wt + wCy cos wt. (3.11)

Las constantes C; y C2 que aparecen en las ecuaciones (3.10) y (3.11) se deben determinar a partir
de las condiciones iniciales de movimiento. Como la masa se encuentra inicialmente (¢ = 0 a una distancia
zo de la posicién de equilibrio, y se suelta con velocidad inicial vg; entonces se debe cumplir que

g = x(0)=Cicos0+ Cysen0=C4 (1) +Cy(0) = Cy.
vg = wCisen0+ wCscos0 = wCs.

de donde

%

Cl =X y CQ = (312)

w

Finalmente, reemplazando estos resultados en la ecuacién (3.10), se obtiene la siguiente expresién
para la posicién instantdnea de la masa en todo tiempo ¢ :

x (t) = o coswt + %0 senwt. (3.13)
w

Por otra parte, para poder analizar la ecuacién anterior conviene escribirla en cualquiera de las dos
formas compactas equivalentes

x (t) = Asen (wt + ¢) o bien z (t) = Acos (wt — ¢y).
Equivalencia que se obtiene con recordar que las funciones seno y coseno estan desfasadas un dangulo
g, es decir: sen 6 = cos (9 — ﬁ).

2
En consecuencia, si elegimos 6 = wt + ¢, se debe cumplir:

Wt ¢— 2 =wt— oy,
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de donde: -
¢ = 9 .

Queremos reescribir la posicién de la masa en la forma z (t) = Asen (wt+ ¢). Se tiene z (t) =
Cycoswt + Cysenwt y se quiere z (t) = Asen (wt + ¢). Lo que se tiene coincide con lo que se quiere
cuando:

Crcoswt+ Cysenwt = Asen (wt+ @) = A[sen (wt) cos ¢ + cos (wt) sen ¢]
= (Acos¢)sen (wt) + (Asen @) cos (wt) = (Asen @) cos (wt) + (A cos ¢) sen (wt) .

Y esto sucede si
Ci=Asen¢ y Cy= Acoso. (3.14)

De estas igualdades se tiene que

C? +C2 = A%sen® ¢ + A% cos® ¢ = A? (sen2 & + cos? ng) = A%(1) = A%

A=,/C?+CE,

De donde:

y ademsds, con Cy # 0,

ﬁ_ Asen ¢
Cy Acoso

= tan ¢ => ¢ = arctan <(ij1> .

2

Es ttil recordar estas relaciones usando el tridngulo:

Obtenemos asi una férmula simplificada de la posicién de la masa, con respecto a su posicién de
equilibrio:

x (t) = Asen (wt + ¢). (3.15)

En esta expresion, A y ¢ se definen respectivamente como la amplitud de la oscilacién y el dngulo de
fase.

Veamos ahora el significado fisico de estos conceptos, que se representan en la figura siguiente:

Se tiene que la posicién z (t) toma valores en el intervalo [—A; A] ya que

-1 < senf<1,conf € R=[senf| <1, con § € R = |sen (wt + ¢)] <1 = Alsen (wt + ¢)| < A,
con A > 0= |Asen(wt+¢)| < A= |z(t)| < A= —A <z(t) < A.

De forma que A es la maxima separacién del cuerpo con respecto a la posicién de equilibrio. De aqui
que A sea la amplitud (méxima) de la oscilaciéon. Este desplazamiento maximo ocurre cuando:

lz(t)] = A= lsen(wt+¢)|=1=sen(wt+¢)==x1= wt+¢= g -+ nm, con n nimero entero
= wt+¢=2n+1) g, con n numero entero

¢

, con n nuimero enteroy t > 0.

™

(2n+1) 5

- t=
w
Mediante esta relacién, se obtienen los instantes en que z(t) = A (n par), asi como los instantes en
que z(t) = —A (n impar) y la condicién ¢ > 0.
A la diferencia entre dos tiempos consecutivos donde z(t) = A se le denomina periodo de la funcién
z(t) y al movimiento realizado en dicho intervalo de tiempo se le conoce como una oscilacién completa.
Es decir, el periodo T es el (intervalo de) tiempo que tarda la masa m en dar una oscilacién completa.

2
Mostraremos ahora que T' = T 5. Para ello consideremos que z(t) = Asen (wt + ¢). Entonces:
w

z(t+1T)

Asen|w(t+T)+ ¢] = Asen [w (tJr 2;) +¢] = Asen [wt 4 27 + ¢

= Asen[(wt+ ¢) + 27] = Asen (wt + @) = z(t).
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. . 27
Lo que implica que z(t + T) = z(t) para T = —.
w
Ahora bien, si la masa m tarda T segundos en dar una oscilacién completa, cudntas veces oscilard
en un segundo? Al nimero f de oscilaciones que da el oscilador arménico en la unidad de tiempo se le
denomina frecuencia del oscilador; esta queda determinada por la proporcién:

1 oscilaciones [ oscilaciones 1 oscilaciones
= =< ,dedonde f=—————
T segundos 1 segundo T segundo
Es decir, la frecuencia f del oscilador armoénico estd dada por
Fo loscilaciones 1 ciclos _ Y erts (H)

T segundo - fsegundo 27

Observe que la frecuencia f del oscilador es diferente de la frecuencia natural w del sistema.

27
Ademss note que el periodo T' = — también es la diferencia entre dos tiempos consecutivos en los
w
que z(t) = —A.
Finalmente, estudiemos el nimero real ¢. Al nimero ¢ se le denomina dngulo de fase, ya que estd
relacionado con el desfasamiento ?que existe entre las curvas z(t) = Asen (wt) y z(t) = Asen (wt + ¢).

w
Ahora, jcémo determinamos el valor de ¢?
Recordemos que la posicién instantdnea x(t) estd dada por

z (t) = C1 coswt + Cysenwt = Asen (wt + ¢)
1. Si C; = g = 0 entonces,
x(t) = Cysenwt = Asen (wt+ ¢)x = A=|C2| y $ =0 o bien ¢ = 7.
2. Oy = % _ 0 entonces,
w

x (t) = Cy coswt = Cy sen (wt—i— g) = Asen(wt+ ¢) = A= |C1| =|zo| y ¢ = g

3. Si Cy #= 0 entonces,

C
z (t) = Cy coswt+Cosenwt = Asen (wt + ¢) = Asend = Cy y Acos¢ = Ca, de donde ¢ = arctan <C1> .
2

Para calcular ¢ con esta férmula, por lo comin es necesario utilizar una calculadora, la cual nos
C

proporciona un nimero: arctan (C1> = ¢,. Es este nimero ¢, en verdad el nimero ¢ que buscamos?
2

Aparentemente si, pero hay que analizar con més detalle. Veamos.
T

272
obtenemos al usar una calculadora. Por esta razén una calculadora dara siempre un nimero 8. € ] —

La funcién 6 = arctanu es la inversa de la funcién u = tan § para 6 € ] - { y este es el rango que

T
23l
cuando se usan radianes y no grados.

iNunca se debe usar grados para funciones trigonométricas si hay derivadas o integrales en ellas!
m

Para 0 € }_%’ 5[ sabemos que cos 6 > 0. Por lo tanto, reconsiderando las igualdades

Asengp =Cqy Acosp = Cs.
a. Si C5 > 0, entonces cos ¢ > 0, por lo cual ¢ € }—g, g [ que coincide con ¢.. Esto es, ¢ = ¢,.

) ™ 3w .
b. Si C5 < 0, entonces cos ¢ < 0, por lo cual ¢ € } 5 que no coincide con ¢,. En este caso ocurre

que entre ¢ y ¢, existe una diferencia de 7 radianes, por lo que ¢ = ¢, + 7. Esto es, al nimero ¢, dado
por una calculadora, se le debe sumar 7 para asf tener el dngulo de fase ¢.
JEn qué instantes pasa la masa m por la posicién de equilibrio?

x(t) = 0= Asen(wt+ ¢)=0=sen(wt+ ¢) =0 = wt+ ¢ = nm, con n nimero entero

N t:mr—(b

yt>0.
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Es decir, mediante esta relacién se obtienen los instantes ¢t > 0 en que z () = 0; esto es, los instantes
en que el cuerpo pasa por su posicién de equilibrio.

Por otra parte, si la posicién y velocidad iniciales son xg y vg entonces, de acuerdo con las ecuaciones
(3.10) y (3.11), la amplitud es

2
— 2, Y
A — :I:O + E.
Y el dngulo de fase satisface:
Tow
tan ¢ = —.
Vo

Reuniendo estos resultados, es posible escribir la expresién (3.13) como

2. Y k
z(t) = x0+§ sen Et+¢ .

Hemos dicho que en un movimiento vibratorio es importante saber qué estd pasando con la energia.
Para ello necesitamos reescribir la ecuacién diferencial (3.9) en una forma alternativa.
Consideraremos entonces que

d? d d
mﬁf +kr = 00— md—: + kx = 0, usando la definicién de velocidad v = ditj
dv dx dr dvdx
—_—— = li 1 1 1 —_— =
= m To dl + kx =0, aplicando la regla de la cadena I de di

! d
— mvé + kx = 0, aplicando nuevamente la definicién de velocidad v = ditj
= muvdv + kxdr = 0, separando las variables.

Finalmente, integrando obtenemos F, la energia total del sistema:

1 1
E= §mv2 + imﬁ =C. (3.16)

En esta expresion identificamos los siguientes términos:

La energfa cinética del sistema F. = §mv2; debida a que el cuerpo se mueve con velocidad v. Simi-

1
larmente, la energia potencial del resorte E, = §kx2; debida a que el resorte se comprime o elonga una

cantidad .

La energfa total del sistema E = F. + ).

La ecuacién (3.16) se conoce como la ley de Conservacién de Energia para el caso de un sistema
masa-resorte y senala que la suma de energia cinética més la energia potencial del resorte siempre es una
constante. Esto significa que, cuando se pierde energia potencial, se gana energia cinética y viceversa, de
tal suerte que el resultado de su suma no cambia. En consecuencia, cuando la distancia x de la masa a
la posicién de equilibrio disminuye, entonces aumenta la velocidad, y la maxima velocidad de la masa
se obtiene justo cuando pasa por la posicién de equilibrio del sistema. Por otra parte, cuando la masa
se aleja, aumenta la energia potencial del resorte y disminuye su energia cinética. Cuando esta tltima
finalmente se anula, se obtiene la mayor elongaciéon o comprensién del resorte; a estos puntos se los conoce
como puntos de retorno.

EJEMPLO. Considere una masa de 10 kg que estd unida a una pared por medio de un resorte de
constante k = 10 N/m. Si se alarga el resorte una distancia de 0,02 m y se suelta a partir del reposo,
determine la posicién y la velocidad de la masa en el tiempo, la frecuencia de oscilacién, la amplitud, el
angulo de fase y las energias cinética y potencial en el tiempo t¢.

Solucién. El PVI que modela la posicién z (t) de la masa es

d*x ,
10ﬁ + 10z =0, con z(0) = 0,02 y z'(0) = v(0) = 0.

Proponiendo como solucién z (t) = et; derivando dos veces con respecto al tiempo, usando estos

resultados en la ecuacién diferencial y simplificando, obtenemos la ecuacién caracteristica

10r2 +10 = 0.
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Las raices de esta ecuacién son 1,5 = i. Como ambas son complejas, las dos funciones que resuelven la
ecuacion diferencial, y que son linealmente independientes, son 1 (t) = cost y 2 = sent. De suerte
que la solucién general de la ecuacién diferencial es la combinacién lineal de ellas, es decir:

x(t) = Cycost + Cysent.
Derivando obtenemos la velocidad de la masas:
2/ (t) = v(t) = —Cysent + Cy cost.

Para determinar los coeficientes Cyy Cs utilizamos las condiciones iniciales. Para ello utilizamos en el
tiempo t = 0 los valores zg = 0,02 y vg = 0. Asi obtenemos:

0,02 = Cycos(0)+ Cysen(0) =Cy (1) 4+ Cy(0) = Ch.
0 = —Cisen(0)+ Cycos(0)=—-C1(0)+ Cs (1) = Co.

Finalmente, usando los coeficientes en las expresiones para la posicién y la velocidad, obtenemos:

z(t) = 0,02cost = 0,02sen (t + %) my v(t) = —0,02sent m
S

Tanto la posiciéon como la velocidad son funciones sinusoidales de frecuencia natural w = l%d, periodo

1 1 - 1
T =2 sy de amplitud A = 0,02 m. La frecuencia de oscilacién es f = T = %% =5 hertz
(H).

El dngulo de fase es ¢ = g rad.

Observe que el maximo valor de z(t) se obtiene cuando cost = 1; y esto se logra en los tiempos: ¢ = 0;
27 5 4w ; 6m; ...

De la misma forma, el minimo valor de z(t) se obtiene cuando cost = —1; y esto ocurre cuando: t = T;
3m; om ;T ...
En estos tiempos la velocidad se anula.
. . T 3w o7
Igualmente, la rapidez de la masa es méxima cuando |sent| = 1, que ocurre cuando ¢ = 5; 5> ; >

T
Esta rapidez méxima se alcanza en la posicién de equilibrio z = 0. En la figura siguiente se muestra
tanto la posicién como la velocidad en el tiempo.

Por otra parte la energia cinética y potencial estdn dadas por
Lo o 2 L, 2
E.= g = 0,002sen“t y E,= §l~w: = 0,002 cos” t.

Sumando las dos energias y usando la identidad cos? t 4+ sen?t = 1; obtenemos que la energfa total es
constante Er = 0,002 joules (J).

1. En la grafica de la izquierda figura 3.1, la que corresponde a la posicién de la masa, los puntos
de la gréafica que se encuentran arriba del eje horizontal son los tiempos en los cuales z (t) > 0. En esos
momentos, la masa se encuentra a la derecha de la posicién de equilibrio. Para aquellos ¢ que corresponden
a los puntos de la gréfica por debajo de la posicién horizontal, la masa se encuentra a la izquierda de la
posicién de equilibrio.

2. En la grafica de la derecha figura 3.1, los puntos de la gréfica que se encuentran arriba del eje
horizontal (es decir, cuando v (t) > 0) indican que la velocidad de la masa es hacia la derecha. También
vemos que cuando v (t) < 0 (es decir, cuando los puntos de la grafica se encuentran abajo del eje
horizontal) la masa tiene una velocidad que se dirige hacia la izquierda.
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Figura 3.1 Posicién del resorte.

EJEMPLO. Considere una masa de 2 kg que estd unida a una pared por medio de un resorte de
constante k = 200 N/m; que se comprime el resorte una distancia de 0,03 m y se le suelta con una
velocidad de 0,4 m/s hacia la posicién de equilibrio. Determine la posicién y la velocidad de la masa en
el tiempo, calcule también la frecuencia de oscilacién, la amplitud y el dngulo de fase.

Solucién. El PVI que describe la posicién z (t) de la masa es

d2
25 + 200z = 0, con 2(0) = ~0,03 ¥ '(0) = v(0) = 0,4,

La ecuacion caracteristica en este caso es
272 4200 = 0 = 2 4+ 100 = 0,

cuyas soluciones son r = £10i. En consecuencia, dos soluciones linealmente independientes son z; () =
cos 10t y xo = sen10t. De forma que la solucién general es la combinacion lineal de ellas

x(t) = C1 cos (10t) + Cy sen (10¢) .
Al derivar con respecto al tiempo, obtenemos la velocidad de la masa, esta es
v(t) = —10C sen (10t) + 10C5 cos (10t) .
Utilizando las condiciones iniciales tenemos:

—0,03 = z(0) = Cycos(0) 4+ Cysen (0) = Ch.
0,4 = wv(0)=—-10Cysen (0) + 10Cs cos (0) = 10Cs.

De donde resulta:
C1=-0,03y Cy =0,04.

Usando estos valores en la funcién posicién z(t) :
x(t) = —0,03 cos(10t) + 0,04 sen (10¢) .

Expresamos z(t) en la forma z(t) = Asen (10t + ¢). Para esto consideramos que

A= \/(—0,03)2 + (0,04)* = 0,05
Y ademds que

xz(t) = —0,03cos(10t) 4+ 0,04 sen (10t) = Asen (10t + ¢) = A [sen (10t) cos (¢) + cos (10t) sen (¢)]
= (Acos(¢))sen (10t) + (Asen(¢)) cos (10t)

siempre y cuando que
Asen(¢) =—0,03 y Acos(¢p) =0,04.
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Se tiene: 0,03 —0.03 3 0,04 004 4
sen(@)=—— =305 5 0= =055
de donde 5
tan (¢) = 1= ¢, = arctan (—0, 75) = —0, 6435 rad.

Como cos (¢) = 0,8 > 0, entonces ¢ = ¢, = —0, 6435 rad.
Por lo tanto, la posicién de la masa con respecto a su posicién de equilibrio es

x(t) = 0,05 sen (10t — 0,6435) metros.

La amplitud es A = 0,05 m.

2
El periodo es T' = % segundos = %segundos =~ 0.6283 s.

1 5
La frecuencia de oscilacién es f = —=H = —H

T
El angulo de fase es ¢ = —0,6435 rad.
El desfasamiento es ¢ = 0,06444 s.
w
La velocidad instantdnea de la masa es
m

v(t) = 2'(t) = 0,5 cos (10t — 0, 6435) .

Considerando lo anterior construimos la grafica de la posicién, ver figura 3.2.

Figura 3.2 Posicién del resorte x(t) = 0,05sen (10t — 0,6435) .

Ejemplo. Cuando se aplica a un resorte una fuerza de 28,8 N, este se estira 0,2 m. Un cuerpo
de masa 9 kg se une al extremo libre de dicho resorte y es puesto en movimiento con posicién inicial
2 (0) = 0,1 m y velocidad inicial v (0) = —0,4 m/s. Encuentre la amplitud, la frecuencia natural, la
frecuencia de oscilacién y el periodo del movimiento resultante.

Solucién. En este caso, primero se determina la constante del resorte. Para ello basta con utilizar la

ley de Hooke, FrD = —kx, con los datos F' = 28,8 N y con x = 0,2 m; tenemos entonces que
28,8
F+Fp=0=28,8—£k(0,2) =0, de donde k = 0.2 = 144 N/m.

)

La ecuacién diferencial que modela la posicién z(t) de la masa es:

d*z
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cuya ecuacién caracteristica en este caso es 72+ 16 = 0. Las soluciones de esta ecuacién algebraica son
r = +4i. En consecuencia, dos soluciones linealmente independientes son z; (t) = cos (4t) y x2 = sen (4t).
De forma que la solucién general es la combinacién lineal de ellas
x(t) = Cq cos (4t) + Cy sen (4¢) .
La velocidad de la masa es, derivando la funcién anterior,
v(t) = —4C; sen (4t) + 4C5 cos (4t) .

Utilizando las condiciones iniciales tenemos:

0,1 = z(0) =C1cos(0)+ Cqysen(0) = Cy.
—0,4 = wv(0) =—4Cysen (0) + 4C5 cos (0) = 4C5.

De donde: C; =0,1 y C5 = —0,1. Entonces:
x(t) = 0,1 cos (4t) — 0, 1sen (4t).
Considerando que

z(t) = Asen (4t + ¢) = Alsen (4t) cos (¢) + cos (4t) sen (¢)]
Asen (¢) cos (4t) + A cos (¢) sen (4t) ,

se debe cumplir que Asen (¢) = C; = 0,1y que Acos (¢) = Cy = —0,1; de donde A = \/(0, 1)2 + (-0, 1)2 =
0,1414, sen (¢) = 0,7072 y cos (¢) = —0, 7072.

Ademsis

$)  0,7072
N =1 = 1=
¢)  —0,7072 — ¢, = arctan (—1)

T
T

3
Como cos (¢) = —0,7072 < 0 se sigue que ¢ = ¢, + 7 = —g +7= Iﬂ = 2,3562 rad.

Por lo tanto:
3
x(t) = Asen (4t + ¢) = (0,1414) sen <4t + I) metros.

La amplitud es A = 0,1414 m.
La frecuencia natural es w = 4 rad/s.

2
El periodo es T' = Zﬂ segundos = gsegundos.

1 2
La frecuencia de oscilacién es f = fH = —H.
T

El dangulo de fase es ¢ = 2,3562 rad.
La grafica de la posicién z(t) es similar a la figura 3.2.

3.4.1. Caso de un resorte colocado verticalmente

Los problemas anteriores trataron de oscilaciones horizontales. ; Qué sucede cuando el resorte se coloca
verticalmente?

Supongamos que se tiene un resorte colocado verticalmente con su extremo superior fijo. Al colocar
un cuerpo de masa m en su extremo libre, el resorte sufre una deformacién en su longitud L. Sea AL la
longitud de la deformacién del resorte al quedar la masa m en reposo, esto es, al estar m en su posicién
de equilibrio.

En esta posicién ocurre que —k (AL) +mg = 0, de donde se puede determinar el valor de la constante
mg

AL.. . . . . . . . . . . . . .
Al colocar m en una posicién inicial zy e imprimirle una velocidad inicial vy, m tiende a oscilar en
torno a su posicién de equilibrio.
En la siguiente figura 3.3 se muestra un esquema del resorte vertical.

del resorte, a saber: k =
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Figura 3.3 Resorte vertical.

Las dos fuerzas que en todo momento actian sobre la masa m son la fuerza del resorte Fr y la fuerza
de la gravedad mg. Cuando el resorte estd alargado, ambas fuerzas apuntan en sentidos diferentes; y
cuando el resorte estd comprimido, apuntan en el mismo sentido.

Si tomamos como origen de coordenadas a la posicién de equilibrio y la direccién positiva del eje
vertical hacia abajo, entonces, de acuerdo con la segunda ley de Newton, la fuerza total es

mz" (t) = mg—k(z(t)+AL) = mz" (t)=mg—kx(t)—k (AL)
= ma" (t)+kaz(t)=mg—k (AL)= ma" (t)+k z(t) =0, yaque mg =k (AL).

Luego, la posicién z (t) de m con respecto a su posicién de equilibrio estd dada, de nuevo, por la
solucién del PVI:
mz"” (t)+kz(t)=0,conz(0)=z9 y 2'(0) = vp.

Ejemplo. Un resorte cuelga verticalmente de un techo, el resorte se elonga un centimetro cuando se
coloca una masa de 1,5 kg y después el sistema queda en equilibrio. Posteriormente se elonga el resorte
una cantidad adicional de 1,5 cm y se suelta a partir del reposo. Determine la constante del resorte, la
posicion y la velocidad de la masa en el tiempo ¢ > 0. ;Cuél es la frecuencia de oscilaciones de la masa y
la amplitud del movimiento?

Solucién. Cuando el resorte se elonga 0, 01 m, el sistema estd en equilibrio; esto significa que k (AL) =

. mg (1,5 kg) (19,8 m/s?) .
mg; de donde k = N 0.0 m = 1470 N/m:

La posicién z (t) de la masa m, con respecto a su posicién de equilibrio, estd dada por la solucién del
PVI

1,5z" (t) + 1470 = (t) = 0, con z (0) = zo = 0,015 y z'(0) = 0.
La ecuacién caracteristica de la ED es, en este caso,
1,5r° + 1470 = 0 = r* + 980 = 0,

cuyas raices son, aproximadamente, r = + (31,305)4. Entonces la solucién general de la ED y su
derivada estdn dadas por

x(t) = Cjcos(31,305t) + Cysen (31,305%) .
o(t) = —31,305C sen (31,305¢) + 31,305C cos (31, 305¢) .

Calculemos ahora los coeficientes C; y C5 utilizando para ello las condiciones iniciales zg = 0,015 y
Vo = 0
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Sustituyendo en las ecuaciones anteriores se tiene:

0,015
0

x (0) = C; cos (0) + Cysen (0) = C;.
vg = —31,305C1 sen (0) + 31, 305C cos (0) = 31, 305C5.

Finalmente, usando los valores de los coeficientes C; = 0,015 y Co = 0 en las expresiones para la
posicién y la velocidad obtenemos:

x (t) =0,015co0s (31,305t) m y v (t) = —0,4695sen (31, 305¢) m/s.

2 2
Esta funcién z () tiene frecuencia natural w = 31,305 rad/s y periodo T' = T 31 7;05 = 0,2007 s.
w )
1 31,305 —
Es decir, la masa realizard aproximadamente f = T = 24,9823 =~ 5 oscilaciones en un segundo
71'

y la amplitud es A = 0,015 m.

Ejemplo. Un sistema masa-resorte estd colocado en forma vertical. La masa del cuerpo es de 9 kg y
la constante del resorte es 25 N/m. Al inicio la masa se libera desde un punto que estd a 4 ¢cm arriba de
la posicién de equilibrio imprimiéndole una velocidad hacia abajo de 2 m/s.

1. ;Cudntos ciclos completos habrd completado la masa al final de 20 segundos?

2. ;En qué momento la masa pasa por la posicién de equilibrio con direccién hacia abajo por segunda
vez? ;jCudl es su velocidad instantdnea en ese momento?

3. (En qué instante la masa alcanza sus desplazamientos extremos ya sea arriba o abajo de la posicién
de equilibrio?

4. ;Cudl es la posicién, la velocidad y la aceleraciéon de la masa a los 10 segundos?

Solucién. Los datos en el problema son: m =9 kg; k =25 N/m; xg = =4 em y vg =2 m/s.

Si z (t) es la posicion instantdnea (en metros) de la masa m, con respecto a su posicién de equilibrio,
al cabo de ¢ segundos, entonces z (t) estd dada por la solucién del PVI

ma” (t)+kaz(t) = 0; conz(0)==z9, y z'(0)=uwp.
92" (t)+25x(t) = 0; conz(0)=-0,04, y a'(0)=2.

Para resolver el problema proponemos z (t) = e"* como solucién de la ED, asf se obtiene:

2
9x”(t)+25w(t):0:97’2—1—257":0:7"2:—55:>r::|:gi.

La solucién general de la ecuacion diferencial es

5 5
z(t)=Cicos| =t )+ Cysen| =t ],
3 3
y la velocidad instantdnea es

v(t) =2 (t) = —gC’l sen (gt) + gC’g cos (gt)

Aplicando las condiciones iniciales:

{ —0,04 = z (0) = Cy cos (0) + Cy sen (0) = Cy, { Ci=-0,04
=

2 = 0(0) = & (0) = —gcl sen (0) + gcg cos (0) = 202 Cy = g —1,2

De manera que la posicién instantdnea es

z (t) = —0, 04 cos <§t> +1,2sen (gt> m,

y la velocidad instantédnea es

v(t) = 2’ (t) = —0,0667 sen (gt) + 2C5 cos (gt) m/s
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Para obtener a x (t) = Asen (wt + ¢), calculamos la amplitud:

A= m = \/(—0,04)2 +(1,2)* = 1,2007

El dngulo de fase ¢ estd dado por

Asen ¢ —0,04 y Acos¢p=1,2.
0,04 1,2
seng = /’1 =-0,0333 y cos¢= /71 =0,9994
~0,0333
tang = 20 _ 0 = —0,0333 = ¢, = arctan (—0,0333) = ¢, = —0, 0333.

cos¢p  0,9994

No hay cambio en el valor de ¢ debido a que cos¢ > 0.
Por lo tanto, la posicién instantédnea es

5
z (t) = Asen (wt + ¢) = 1,2007 sen <3t -0, 0333) metros.

Y su gréfica:
Usando lo anterior podemos obtener los siguientes resultados:
2 6
1. El periodo es T' = il segundos = ) s =3,7699 s.
w
1 1

La frecuencia de oscilacién es f = T = 37699 ~ 0,2653 osc/s.

El total de oscilaciones en 20 s es 20 - f = 20 (0,2653) = 5, 3 oscilaciones.
2. La masa m pasa por la posicién de equilibrio cuando:

z(t) = 0= 1,2007sen (gt -0, 0333> =0 => sen (gt —0, 0333> =0

5
- gt —0,0333 = nm, con n nimero entero.

3 (n7 + 0,0333)

== t= 5 , con n nimero entero y ¢t > 0.
3 0,0333
= t:%,connzo,1,2,3,...yt20.

Considerando la posicién inicial x0 de m se tiene que
La masa m pasa por la posicién de equilibrio con direccién hacia abajo cuando:

n o= 0—f— 3(0’”20’0333) :»tzwzo,owggszo,oz s.
S 2:>t:3(2'77_|;)0’0333)ﬁtzw:3778993%3,795-
S 4:>t:3(4~7r—;0,0333):t:w:z%ggszz%&

y asi sucesivamente.
La masa m pasa por la posicién de equilibrio con direccién hacia arriba cuando:

3(1-7+0,0333) 3 (m +0,0333)

n o= 1=—t= - — b= T = 1,049 5~ 1,00 s,
— 3:>t:3(3~7r—;0,0333):t:w:5’674g‘9%57678.
N — 5:%:3(5‘”*50’0333):»t:wzg,zmsszg,us.

y asi sucesivamente.
Entonces, la masa m pasa por la posicién de equilibrio con direccién hacia abajo por segunda vez en
el instante t = 3,79 s y su velocidad en ese momento es v (3,79) = 0, 5968 m/s.
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3. Por otra parte, la masa m alcanza sus desplazamientos extremos cuando:

= (@)

A= 2(t) =+A < Asen (wt + ¢) = £A < sen (wt + ¢) =

<= sen (gt -0, 0333) =

— §t —0,0333 = g + nm, con n entero

— gt =(2n+1) g + 0,0333, con n entero y t > 0.
— t:%[(2n+1)g+0,0333},conn=0; 12 ...

De aqui que la masa m alcanza sus desplazamientos extremos cuando:

n = Oztzg[(2x0+1)2+00333}~0,96s.
n = 1:>t=§[2><1+1 +00333}~2,85s.
n — 2:>t:g[2><2+1 —|—OO333}~4,733.
n = 3:>t:§[2><3+1 +OO333}~6,623.

y asi sucesivamente.
4. Finalmente, la posicidn, la velocidad y la aceleracién a los 10 s se obtienen evaluando z (t), v (t) =
2/ (t) y a(t) = 2" (t) en t = 10. Obtenemos:

8
—
~+
~
Il

5
(1,2007) sen <3t -0, 0333> ,

5 ) 5
2/ (1) = (1,2007) 5 cos <3t—0,0333) = (2,002) cos (St—0,0333) :
. 5\2 5 5
2(t) = (1,2007) (3 ) sen (5t —0,0333) = (~3,3367)sen 5t —0,0333
Entonces:
50
z(10) = (1,2007)sen (3 - 0,0333) = —0,9594 m,
. 5 50
2 (10) = (1,2007) 3 cos (5 —0,0333 ) = —1,2043 m/s,
" 50 2 2
2" (10) = (—3,3367)sen 370,0333 m/s® = 2,6656 m/s”.
Esto es,

z(10) =~ 0,96 m; v (10)~ —1,2m/s y a(10)~ 2,67 m/s>.

lo que significa que a los 10 s la masa m estd a 0,96 m arriba de la posicién de equilibrio, dirigiéndose
hacia arriba con una rapidez de 1,2 m/s y con una aceleracién dirigida hacia abajo de 2,67 m/s.

Los siguientes ejemplos tratan con sistemas que no son exactamente masa-resorte, pero su anélisis es
similar y las respuestas que obtendremos también.

Ejemplo. Una boya cilindrica de radio r, altura h y densidad p,,, se encuentra flotando en la
superficie de un lago, como se muestra en la figura. Inicialmente la boya se encuentra en equilibrio;
de repente se sumerge una distancia xg y se suelta con velocidad igual a cero. Determine la ecuacién
diferencial que modela el sistema y su solucién. Si la boya tiene dimensiones h =1 m, r = 0,5 m, y su
densidad es p = 500kg/m?, determine la posicién y la velocidad de la boya en todo tiempo, si se sumerge
una profundidad de zg = 0,01 m, a partir de la posicién en equilibrio. Recuerde que g = 9,8 m/s? y que
agua P, = 1000 kg/m?.
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Solucién De acuerdo con el principio de flotacién de Arquimedes, la boya se encuentra en equilibrio
cuando la fuerza de flotacion es igual al peso de la boya. Por una parte, el volumen que ocupa la boya es
V = 7r2h y su peso es igual a

2
Wooya = Mboyad = pboyan = pboyaﬂ-r hg

Por otra parte, supongamos que la boya estd en equilibrio cuando se encuentra sumergida una altura H.
Como la fuerza de flotacién es igual al peso del liquido desplazado, tenemos que

FﬂOt = Maguag = paguavdespl 9= pagua’]rrzHg'

Igualando las dos ultimas expresiones, podemos obtener la altura H que se sumerge la boya cuando
se encuentra en equilibrio.

o 2 o 2 o o pboya h
Whoya = FfZOt = paguaﬂr Hg - pboyaﬂ-r hg = paguaH - pboyah —H=——

pagua

Ahora, sobre esta distancia H, sumergimos la boya una altura adicional x( y la soltamos con velocidad
vg = 0. Entonces la fuerza de flotacién ya no es igual al peso, el sistema deja de estar en equilibrio y
empieza a oscilar.

En cualquier momento la posicién de equilibrio se encuentra una distancia z con respecto al agua.
Suponemos que x es negativa cuando la posicién de equilibrio de la boya estd sumergida una distancia x;
es positiva cuando dicha posicién de equilibrio se encuentra a una distancia x arriba del agua.

La fuerza que siente la boya en cualquier momento es ahora:

F= Ffl(’t — Mboya 9 = polguaﬂ-’r‘2 (H - SC) g9— pboyaﬂ-r2hg = 7pagua7r7ﬂ2xg'

De acuerdo con la segunda ley de Newton, F' = ma; el movimiento de la boya se describe, a partir de
la posicién en equilibrio, por medio de

d*x 9 5, d’x 9 d*x
mboyuﬁ = ~Pagua™’ Tg = Proya™" hﬁ = “PaguaTT TG = pboyahﬁ = ~Paguall-

d2£L' Paguad
°2 =0.
dt? - (pboyah> v

Esta ecuacion diferencial es del tipo masa-oscilador que hemos estado estudiando. La frecuencia natural
W= paguag .
pboyah

x (t) = Cy cos (wt) + Cy sen (wt) .

Que se puede reescribir como

es
La solucién general es, entonces:

Y la velocidad con la que mueve la boya es
v(t) =2’ (t) = —Ciwsen (wt) + Cow cos (wt) .

Finalmente, si suponemos que z (0) = —xg y que v (0) = 0, obtenemos C; = —xq asi como Cy = 0.
Utilizando estos dos resultados, se obtiene la forma de la oscilacién de la boya.

x (t) = —xg cos (wt) .

Para el caso en que h = 1 m, r = 0,5 m, p = 500kg/m?>, o = 0,01 m y considerando que agua
Pagua = 1000 kg/m?, se tiene que

o= [Paawad ., [(1000)(9.8) 4,4272.
pboyah’ (500) (1)
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Por lo que la posicién de la boya dadas las condiciones iniciales es
x (t) = —0,01cos (4,4272 t) metros,
y la velocidad es
v(t) = 2" (t) = (—0,01) (—4,4272) sen (4,4272 t) = 0,0443 sen (4,4272 t) m/s.

Ejemplo. Un péndulo de masa m = 2 kg y de longitud L igual a 2,45m estd suspendido sobre un
marco horizontal, como se ilustra en la figura. El péndulo se levanta un dngulo de 10° y se suelta con una
velocidad angular de —0,4 rad/s.

1. ;Cudntos ciclos (oscilaciones) completos habra completado el péndulo después de 10 s?

2. (En qué momento la masa pasa por la posicién de equilibrio con velocidad angular positiva por
tercera vez?

3. {En qué instantes la masa alcanza sus desplazamientos extremos?

4. ;Cudl es la posicién de la masa del péndulo en cualquier tiempo?

5. {Cudl es la posicién de la masa a los 10 s?

Solucién. Primero se determina la ecuacién diferencial del movimiento; para ello se considera el
diagrama de fuerzas que se muestra en la figura. Las dos unicas fuerzas que actian sobre la masa son la
tensiéon T' de la cuerda que se considera rigida y el peso mg del cuerpo. En la direccién del segmento que
une el punto de soporte del péndulo con la masa (direccién radial), la fuerza neta es cero, ya que en esa
direccién la masa estd en equilibrio.

Por otra parte, en la direccién del movimiento del péndulo (direccién tangencial) solo actia la com-
ponente tangencial del peso, que es —mgsen 6.

De acuerdo con la segunda ley de Newton, tenemos en la direccién tangencial:

m Qgan = —Mgsen o,
donde la aceleracién at,y, se relaciona con el dngulo 6 de acuerdo con

d*0

Gan = La = lﬁ)

donde « es la aceleracién angular. Reuniendo estos dos tltimos resultados:

d?o
mLﬁ = —mgsend.

Para dngulos pequenos, donde es posible suponer que sen 8 = 6, obtenemos la ecuacién diferencial

d?0

g

Observe que no importa el valor de la masa m, ya que la ecuacién diferencial no depende de ella. Al
usar los valores de la longitud de la cuerda L = 2,45 m y de la constante g = 9,8 m/s?, obtenemos:

d*0
— +460 =0.
dt? *

La solucién de esta ecuacién diferencial es
0 (t) = Cy cos (2t) + Casen (2¢) .
La velocidad angular ' () se obtiene derivando esta expresién. Tenemos entonces que
0" (t) = —2C sen (2t) + 2Co cos (2t) .

Las condiciones iniciales del problema son

6 (0) =10° =10 (%) rad = %rad ~0,1745 rad y 0 (t) = —0,4 rad/s.
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Tomando esto en cuenta, y usando las dos expresiones anteriores, tenemos:

U 1
Ci=—=0,1745 Cy=-0,2=—-.
1 18 ) y 2 ) 5

De manera que

0(t) = 118 cos (2t) — % sen (2t) = 0, 1745 cos (2t) — 0,2sen (2t) .

Para reescribir 0 (¢) en la forma 6 (t) = Asen (wt + ¢), se considera que

0 (t) = Asen (wt) cos (¢) + A cos (wt) sen (¢)

La amplitud es A = \/(O, 1745)2 + (-0, 2)2 = 0, 2654. El dngulo de fase ¢ estd dado por
Asen(¢) =0,1745 'y  Acos(¢) =—0,2.

Entonces,

0,1745

tan (6) = o

= —0,8725 = ¢, = arctan (—0,8725) = —0, 7174

y debido a que cos ¢ < 0,
¢=¢.+m=—0,7174 + 7 = 2,4242.

De forma que el dangulo 6 en el tiempo ¢ es
0 (t) = 0,2654 sen (2t + 2,4242) rad,

y la velocidad angular es
0" (t) = 0,5308 cos (2t + 2,4242) rad/s.

Estamos ahora en condiciones de responder las preguntas de este ejemplo:

. 2T 2T . R
1. Como el periodo es de T' = — = 5 =7 s, entonces en 10 s se realizan — = 3 oscilaciones (o
w 7r

ciclos) completas.
2. La masa pasa por la posicién de equilibrio cuando € (t) = 0; esto ocurre cuando

sen (2t 4+ 2,4242) = 0= 2t+ 2,4242 = nm, con n entero y ¢t > 0.
—2,4242
= tsz’,connzl, 2,3, ...
Observe que, para valores impares de n, la velocidad angular estd dada por 6 (t) = —0,5308 rad/s.

Asi que la tercera vez que se cruza la posicién de equilibrio con velocidad angular negativa ocurre cuando
n =5, es decir, cuando t =~ 6,6419 s.

La siguiente es la gréfica de 6 (t).

3. Por otra parte, el péndulo obtiene sus valores extremos o de retorno cuando la velocidad angular
es cero. Es decir, cuando

0,5308 cos (2t +2,4242) = 0= 2t+2,4242 = g + nm, con n enteroy t > 0
— 2= (2n+1) g — 12,4242

™

= t=2n+1) 1 —1,2121,conn=1,2, 3, ...

O sea, que
t=1,1441s, 2,7149 s, 4,2857 sy asi sucesivamente.
La siguiente es la gréfica de ¢’ (¢) :
4. Las coordenadas cartesianas de la masa del péndulo con respecto a un sistema de coordenadas con
origen en el punto de soporte es:

x(t) = Lsen(0(t)) =2,45sen[0,2654 sen (2t + 2,4242)] m.
y(t) = —Lcos(0(t)) =—2,45cos[0,2654 sen (2t + 2,4242)] m/s.
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5. Finalmente, la posicién de la masa a los 10 s se obtiene evaluando las funciones anteriores; asi

tenemos que

0(10) = 0,2654sen (22,4242) ~ —0,1114 rad.
x(10) = Lcos(0(10)) =2,45cos (—0,1114) =~ 2,4348 m.
y(t) = —Lsen[d(10)] = —2,45sen(—0,1114) ~ 0,2724 m.

3.4.2. Ejercicios Movimiento arménico simple

1. Un resorte de constante k estd conectado en uno de sus extremos a un cuerpo de masa m y en el otro

a una pared. El sistema masa-resorte descansa sobre una mesa horizontal sin friccién. Determine
la posicién en la forma x (t) = Asen (wt + ¢) y la velocidad del cuerpo con las condiciones iniciales
2 (0) = zg, v (0) = vg.
a) m=0,5kg, k=8 N/m, z(0) =0m, v(0)=2m/s.
b) m=2,5kg, k=10 N/m, 2 (0) = 0,1m, v (0) = —1,2 m/s.
1
(Respuesta: a) z (t) = 5 sen 4t metros; v (t) = 2cosdt m/s b) z (t) = 0,6083 sen (2t + 2,9764)
metros; v (t) = 1,2566 cos (2t + 2,9764) m/s)

. Un cuerpo de masa m estd unido al extremo de un resorte estirado una distancia d por una fuerza

F'. El cuerpo es puesto en movimiento en una posicién inicial z (0) = 2y y con velocidad inicial
v (0) = vo. Encuentre la amplitud, la frecuencia angular, la frecuencia y el periodo del movimiento
resultante. Determine la posicién en la forma x (t) = Asen (wt + ¢) y la velocidad.

a) m=4kg, d=0,2m, F=15 N, 2(0) =0,6m, v(0) =1,5 m/s.
b) m=4kg,d=0,25m, F =100 N,  (0) =0,1m, v(0) = =1 m/s.

(Respuesta: a). A = 2—\/3 m; w = 57\/3 rad/s; T = Am s; f = % osc/s; x(t) =
T

5 5v/3 4
2V/3 53, 53, m
—5 sen <2t+3> m; v (t) = 3cos <2t+ 3> m/s;
1 s 5 1 3m
b) A= ——m; =10 rad/s; T =—s; f=— H; ) = —= 10t + — ;
) 5\/im, w rad/s; 5 S f — x (t) 5\/§sen< +4>m,

v (t) = V2cos <10t+ 3;) m/s)

. Una masa m igual a 32 kg se suspende verticalmente de un resorte y, por esta razoén, éste se alarga

39,2 cm. Determine la amplitud y el periodo de movimiento, si la masa se libera desde un punto

situado 20 ¢m arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad ascendente de 1 m/s. jCudntos
2

ciclos habrd completado la masa al final de 40 s? Suponga g = 9,8 m/s?. (Respuesta: A = % m;

2
T= g s; mn = 31 ciclos completos)

. Una masa de 9 kg alarga un resorte 9,8 cm; el sistema masa-resorte se encuentra suspendido

verticalmente. La masa se libera desde el reposo de un punto situado 5 cm debajo de la posicién de
equilibrio.
a) Encuentre la posicién de la masa en los tiempos t =5y 10 s.

b) ;Cudl es la velocidad de la masa cuando t es igual a 12 s? jEn qué direccién se dirige en ese
instante?

¢) (En qué tiempos la masa pasa por la posicién de equilibrio?
d) (En qué tiempos tiene el resorte su méxima compresiéon y su mdxima elongacion?
(Respuesta:a) z (5) = 4,82 em; x(10) = 4,31 em; b) v (12) = —0,29 m/s; la masa se

2 1
dirige hacia arriba; «c¢) t = %, conn =0,1,2 3, .. d) Méxima compresién en
2 1
t= %, conn=0,1, 2, 3, ...; Maxima elongacién en ¢t = %, conn=0,1,2 3, ..)
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5. Una fuerza de 4 N alarga un resorte 4 cm. En el extremo del resorte colocado verticalmente se pone
una masa de 25 kg y se libera el sistema desde su posicién de equilibrio con una velocidad hacia
arriba de 10 m/s. Encuentre la ecuacién de movimiento. (Respuesta: x (t) = —5sen (2t) m.)

6. Un resorte con constante de 20 N/m se suspende verticalmente de un soporte y se coloca una masa
de 20 kg. El sistema se libera desde la posicién de equilibrio con una velocidad descendente de
10 m/s.

a) Determine la amplitud, la frecuencia angular y el periodo del movimiento.
b) Calcule la posicién y la velocidad en todo tiempo t.

¢) {Cudl es la maxima velocidad de la masa? ;Qué pasa con la aceleracién en ese instante?
(Respuesta: a) A =10; w=1rad/s; T=2ns; b) z(t)=10sent; v(t) = 10cost; c¢)
Vmax = 10 m/s; t=2nm,conn=0,1,2,3,..,a(t)=0m/s?, t=2nm,conn=0,1,2,3,

)

7. Una masa de 0,4 kg se une a un resorte de constante 3,6 N/m. Determine la ecuacién de movimien-
to, si la masa se libera inicialmente desde un punto 15 c¢m debajo de la posicién de equilibrio

con una velocidad de 0,45 ™ hacia abajo. (Respuesta: z () = 0, 15v/2sen <3t+ %) m; v (t) =
0,45v/2 cos (3t + g) m/s)

8. Una masa de 40 kg alarga un resorte 9,8 c¢m. Al inicio, la masa se libera desde un punto que esté
40 em arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad descendente de 4 m/s.

a) {Cuéles son la amplitud, la frecuencia angular y el periodo del movimiento?
b) ;Cudntos ciclos (completos) habra completado la masa al final de 3 s?

¢) (En qué momento la masa pasa por la posicién de equilibrio con direccién hacia abajo por
sexta vez?

d) Cudl es la velocidad y la aceleracion en ese instante?

e) ¢En qué instantes la masa alcanza sus desplazamientos extremos en cualquier lado de la posi-
cién de equilibrio?

1) ¢ Cuadl es la posicién, velocidad y aceleracién en los tiempos ¢ = 5; 10; 15; 20 y 25 s?

g) (En qué instantes la masa estd a 0,40 m abajo de la posicién de equilibrio?

3
(Respuesta: a) A = 0,4 vV2 m; w = 10 %; T = g s; b) n = T 4 ciclos completos;

c)t—;l(l)ws;d)v—él\@’:;a—O;’;;e)t—110(?ZF+TL7T> s, conn =20,1,2, ..;
t | xz(t) v (t) a(t)
5 | —0,4909 | 2,8104 | 49,0036
10 | —0,5475 | 1,4238 | 54,7474 T 1

B 5T —0.5657 | —0.0625 [ 56.5651 1 & ' = 1o (QTH 2) s,eonmn =012 ;¢ =
20 | —0,5442 | —1,5444 | 54,4104
95 | —0,4846 | —2,9182 | 48,4607

ul
10

9. Determine dngulo y la velocidad angular en el tiempo de un péndulo con las condiciones siguientes.
Suponga que g = 9,8 m/s>.

(2n+1) s,conn=0,1,2,..;)

a) L=0,098 m, m=0,5 kg, 0(0) =0 rad, & (0) = 0,02 rad/s.
b) L=0,49 m, m =5 kg, 6(0) = —0,2 rad, ¢’ (0) =0 rad/s.
¢) L=9,8m, m=2,5kg, 0(0)=0,1rad, 8 (0) = —0, 1rad/s.
(Respuesta: a) 6 (t) = 0,002sen (10t) rad; 6 (t) = 0,02cos (10t) rad/s; b) 0(t) =

! ! ——2 sen rad/s ¢ :—1 sen 3—77 rad; 6 (t) =
— cos (2v/5t) rad; 6 (t)—\/g (10t) rad/ ) 6 (t) v <t+ 4) d; 0'(t)
1 37
ﬁcos (t+ 4) 'rad/s)
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10. Un péndulo de 20 em de longitud L y de 0,5 kg de masa m oscila. Si en el tiempo ¢ = 0, el dngulo y
la velocidad angular son 6 (0) = %rad y 0 (0) = %rad/ s, respectivamente, determinar el periodo

de movimiento, la amplitud, el 4ngulo de fase, 6 (t), &' (t) y el primer tiempo para el cual § = 0 rad.
2
771- s 0(t) = Lsen(

T:
6v/2

T

Respuesta: A = —— rad, =
7 (Resp V3 ¢
6\—W@cos (7t+ %) rad/s)

7t+z) rad; 6 (t) =

T
4’ 4

3.4.3. Vibraciones amortiguadas libres

Continuando el desarrollo del estudio de las vibraciones, suponemos que se agrega ahora un dispositivo
mecdnico (amortiguador) al sistema masa-resorte que tiene el efecto de reducir la velocidad de la masa
cuando el sistema se encuentra vibrando (véase la figura a continuacion).

El amortiguador ejerce una fuerza dependiente de la velocidad de la masa; entre mayor sea la velocidad,
mayor es la fuerza que ejerce. Por simplicidad supondremos que esta fuerza en magnitud es proporcional

a la rapidez, es decir:

1_5‘ =c |v(t)|, donde ¢ > 0 es la constante de proporcionalidad.

Entonces, la fuerza que ejerce el amortiguador es

dz
Fp=—-cv(t) =—c—,
4 ®) dt
donde el signo negativo indica que la fuerza de amortiguacion va en sentido contrario a la velocidad del
cuerpo. La fuerza total ejercida sobre la masa es, entonces:

dz
F:FRJrFA:kach,

donde Fi es la fuerza del resorte, lo que se puede escribir como:

2
mcclle + c% + kz = 0 o bien como mz” (t) + cz'(t) + kx = 0. (3.17)
La ecuacién (3.17) modela el movimiento amortiguado de la masa. En este caso, la fuerza de amor-
tiguacién produce una pérdida de energia en el sistema masa-resorte, pues ahora no se satisface la ecuacién
de conservacion de la energia. Es de notar que todos los pardmetros del modelo (m, ¢y k) son cantidades
positivas. La misma ecuacion diferencial modela al sistema masa-resorte colocado verticalmente.
La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial es

mr?+er+k=0.

Las dos soluciones de esta ecuacién cuadréatica son

—c+ Ve —4km —c— V2 —4km

e 2m Y 2= 2m

(3.18)

El signo del radicando c2-4km determina el tipo de movimiento del sistema. Tenemos tres posibili-
dades: que el radicando en cuestién sea positivo, negativo o cero. Analizemos a continuacién cada uno de
estos casos.

3.4.4. Movimiento sobreamortiguado ¢ — 4mk > 0, es decir ¢? > 4mk.

En el caso ¢ — 4mk > 0 las dos raices que aparecen en (5.2) son diferentes y ambas son negativas,
esto implica directamente que la solucién de la ED lineal homogénea es

—c+ V2 —4km —c—+/c? —4km

X(t) = Cre™t + Cqye™", conry = y o=
2m 2m

(3.19)

Las dos funciones exponenciales que aparecen en (3.19) son decrecientes, en consecuencia, no se espera
vibracién alguna y el sistema tiende rdpidamente a regresar a su posicién de equilibrio, por esa razén
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decimos que el movimiento es sobreamortiguado. La forma explicita del movimiento depende de las
condiciones iniciales, que ademds sirven para determinar las constantes C7, Cs.

Por ejemplo, consideremos el caso de un sistema masa-resorte-amortiguador con condiciones iniciales
z (0) = zo, v (0) = 0. Asi obtenemos:

xzo =1z (0) = Cy + Cs. (3.20)
Derivando la ecuacién (3.19), obtenemos:
v (t) = Cirie™ + Corge™?,
Evaluando en ¢t = 0, obtenemos la segunda ecuacién a considerar, es decir,
0=v(0) = Cir; + Cars. (3.21)

El sistema de ecuaciones lineales (3.20) y (3.21) para Cy, Cs se puede resolver de diferentes formas;
en este caso, si seleccionamos la regla de Cramer, obtenemos:

i) 1 1 i)
0 7y ToTo rt 0 —Tor1
1 1 To —T1 1 1 To —T1
L T2 T2

Finalmente, sustituyendo en (3.19) obtenemos la siguiente expresién para la posicién

x(t) = <W> et _ (M]ﬁ) et — ( 0 > (rge”t — rlerzt) (3.22)
T —T1 T2 —T1 T2 —T1

De la ecuacién (3.18), tenemos que

vz —4km

m

To —T1 = —
Esto nos permite simplificar la ecuacién (3.22) de forma que

x(t) = (—xom ) (rge”75 - rlewt) L (rlerzt - 7"26T1t) )

V2 —4km vz —4km

Ejemplo. Considere un sistema masa-resorte-amortiguador con las constantes siguientes:
S N m
C=5N—; m=2%kg; k=2—; zo=1m; vyg=0—.
m m S

Resuelva la ecuacion diferencial y grafique la posicién en el tiempo.
Solucién En este caso la ecuacién diferencial por resolver es

d%z dz
— +5—+4+2x=0
dt? + dt ter ’

cuya ecuacién caracterfstica es
2r? +5r +2 = 0.

Como las dos raices de esta ecuacién cuadrédtica son

5 +V25-16 1

1 —— Yy ro=-2.

4 2

la solucién general de la ecuacion diferencial es
z(t) = Cre 2 4 Che /2.

Para determinar las constantes, necesitamos calcular la velocidad y utilizar las condiciones iniciales.
La velocidad se obtiene derivando la posicién y estd dada por

1
v(t) = —2Ce % — 56’2@_”2.
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Si ahora utilizamos las condiciones iniciales zg =1 y vy = 0, obtenemos el sistema de ecuaciones
siguiente:

1= Cl + 027
1
0=-2C; — 502.

1
De la segunda ecuacion se tiene Co = —4C1. Sustituyendo en la primera resulta C; = -3 Finalmente

4
Cy = 3" Asi se obtiene que la posicién en todo tiempo estéd dada por la expresion

1 4
x(t) = —ge*% + ge*t/Q m,

de donde es posible determinar tanto la velocidad como la aceleracién, derivando una y dos veces:

2 o 2 _4pm 4 o 1 —t/2 M
_Z - )= —= - -
3 3¢5 v al)=—geTAg 52

Algunas observaciones interesantes son las siguientes:
1. ;Pasa m por la posicién de equilibrio? Para responder la pregunta encontremos, si existe, el tiempo
en el que z (¢t) =0:

1 4 4 1
z(t) = 0= —ge’“ + ge*f/? =0 = ge’t/z _ gefﬂ
= 4ot =1 =437 =1 = /% = i

1 2
= 3t/2=1In <4> :>t:—§ln(4), vemos que t < 0.

Esto nos indica que no hay ¢t > 0 para el cual z (¢) = 0. Entonces, m no pasa por la posicién de
equilibrio.
2. ;(Hay instantes en que la velocidad de m sea cero? Esto ocurre si v (¢) =0 :
v (t) 2 —2t 2 —t/2

= 0 <— ge _ ge =0 = e 2t — eft/2 — 672tet/2 -1

— e ?P=1= —3t/2=0=1=0.

Esto nos indica que v (t) = 0 solamente al inicio del movimiento.

3
Atn més, v (t) < 0 cuando —=t < 0, lo que ocurre cuando ¢ > 0. Entonces, en todo instante ¢ > 0

sucede que v (t) < 0, o sea, z’ (t) < 0; lo que nos permite afirmar que la posicién x (t) decrece al paso del
tiempo.
3. {Qué ocurre con la posicién z (t) y la velocidad v (¢) al paso del tiempo?

y _ oo 4 42\ -1 4
Jm z() = lim (_36 t3e = Mim \ 5o T 50
1y 1 4 1\
= 3\ ) T \ar) T
. . 2 o 2 _4p . 2 2
tllgrnoov (t) = tl}}/l»noo (36 N 56 ?) = tllinoo 362t 3et/2

2 . (1Y 2 1Y
- my&<&>mkﬁ<w»0

Esto es, al paso del tiempo, la masa m tiende a detenerse en la posicién de equilibrio.
4. Las gréficas de z (t) y v (t) son las siguientes, ver figura 3.4:



3.4. MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 131

Figura 3.4 Posicién y velicidad.

5. Por otra parte, la energfa obtenida con la suma de la energfa cinética més la energfa potencial estd
dada por

2 2
1 1 2 2 1 4
E = E.+E,= gmv2 + ika = (3€2t — 3et/2) + <—3e2t + 36t/2>

1

- (46—‘“ — 8¢ T2 L gt 4ot _ g 5/2 | 16e_t)
1

= 3 (5e—4t —16¢75/2 4 20e_t) .

Claramente, esta energia no permanece constante en el tiempo y se va reduciendo hasta desaparecer.
Podemos afirmar que el amortiguador, en efecto, disipa energia del sistema masa-resorte.

Ejemplo. Una masa de 5 kg se une a un resorte de constante k = 5N/m y a un amortiguador de
constante ¢ = 26N s/m. La masa se suelta del punto xg = —0,1 m, con velocidad vg = 1,94 m/s;
determine:

1. La posicién, velocidad y aceleracién de la masa en el tiempo ¢ > 0.

2. El tiempo en que la masa cruza por la posicién de equilibrio y la velocidad en ese instante.

3. El tiempo en que la velocidad de la masa es 0 m/s, asi como la posicién y aceleracion en ese instante.

Solucién. La posicién z (t) de m, con respecto a la posicién de equilibrio, estd dada por la solucién
del PVI P2 p
5% +26d—f +50=0, con z(0)=-0,1 y «'(0)=1,04.

Proponiendo como solucién x = €™ , obtenemos la ecuacién caracterfstica

572 + 26r +5 = 0;

cuyas soluciones son

; —26+ /676 —4(5)(5) —26+24 {—55
12: = =

’ 2(5) 10
de donde inferimos que la posicién de la masa es
z(t) = Cre™ + Che™t/5;

y su velocidad estd dada por:

1
v (t) = —=5Cre " — 502€_t/5.



132 CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N

Como en el tiempo t = 0 s, se tiene que zg = —0, 1 m, con velocidad vg = 1,94 m/s, entonces tenemos
sustituyendo en las dos ecuaciones previas que

—0,1=Cy + Cs,
1,94 = —5C; — 0,2 Cs.

Para resolver este sistema usamos el método de Cramer:

‘ -0,1 1 ‘
1,94 —0,2 0,02—1,94 —1,92
= 1 1 —0,2+5 4,8 0,4;
~5 —0,2
’ 1 -0,1 ‘
-5 1,94 1,94—-0,5 1,44
C — = ? ’ = ’ = 0 3.
2 11 —0,2+5 4,8
-5 —0,2

Con estos resultados, obtenemos la posicién, y derivando la velocidad y la aceleracion de la masa en
el tiempo t > 0,

z(t) = —0,4¢7%40,3¢7°m
v(t) = 2% —0,06e7t° m/s
a(t) = —10e7° 4+0,012¢7"5 m/s%

Observe que la masa cruza por la posicién de equilibrio cuando

4
r(t) = 0= —0,4¢7 40,37 =0 <= 0,4¢7°" =0,3¢" /> = 0’—3 = eMle /b

)

0,4 5t—t/5 0,4 24t /5 2aty5 _ 4 5 4
Rt = 1 = = =-=—=t=—In( -] ~0,0599
0,3 ¢ 0.3 © c 3 24 "\ 3 : y

La velocidad en este tiempo es
v (0,0599) = 2200599 _ 06~ (0:09990/5 /s~ 1,4228 m/s.

La méaxima separacion de la posiciéon de equilibrio se obtiene cuando la velocidad es cero.
Ejemplos.
1. Resolver la ecuacién diferencial y"”’ + y = e®.
Solucién.
yY'+y=et e (D3+1)y=¢® < (D+1)(D?> - D+ 1)y = e®.
El operador D? — D + 1 tiene la forma D? —2a.D + a? + b?, pues la ecuacién auxiliar m?> —m+1=0
V3
5
En consecuencia la solucién general de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada a la no

homogénea es:
3 3
YH(;E) = 01671’ 4 c261/2:6 cos <{$> + 6261/21 sen <\g7$>

Hallemos ahora una solucién particular y, utilizando el método del anulador.

1
tiene rafces complejas. Es decir que —2a = —1 y a? + b? =1, de donde a = R b=

El anulador de e* es el operador diferencial lineal L = D — 1 . Luego, aplicando este operador a los
dos miembros de la ecuacién diferencial dada se sigue que:

(D-1)(D+1)(D*~D+1)Y =(D—-1)(e") =0 (3.23)

cuya solucién general es

y(x) =k, e” + koe ™" + kse'/?® cos (?m) + kgel/? sen <\g§x>
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Como toda solucién particular y, de la ecuacién (D3+1)y = e®, verifica la condicién (D3+1)y, = e®
se sigue que (D —1)(D?+ 1)y, = 0; es decir que y, es una solucién de (3.23). En consecuencia debe
tener la forma siguiente.

3 3
Yp(x) = kie® + kae ™ + kze'/* cos <\2[1:> + kye/?® sen (?m)

para ciertos valores de las constantes ki, ko, ks y k4. Dichas valores se determinan mediante la

condicién (D? + 1)y, = e*. Es decir:
kie® + koe ™ + kg,el/2z cos (?w) + k4el/2 sen (?w)}

koe™ + kse'/2% cos <\é§x> + kqe'/2% sen (?z)] =

& (D3 +1)(k1e®) = €%, cualesquiera que sean los valores de las constantes kg, k3 y k4. En particular
las tomaremos iguales a cero.

(D3+1)Y, = e & (D+1)(D*-D+1)

= e*

& (D3 +1)[ke”]+ [(D + 1)(D* — D 4+ 1)]

eCE

De (D3 + 1)(k1e*) = e® se sigue que k1e® + k1e® = e%; es decir 2k1e” = e® y por tanto 2k; = 1 o

también k; = 5 Luego y,(z) = 561'

En consecuencia la solucién general de (D3 + 1)y = €® es
3 3 1
y(z) = cre™™ 4 cpet/? cos <\2[x> + Cse'/?% sen <\2[x> + 5693.

2. Hallar el anulador de f(x) = 22 sen? z.

2 2
5 o 9 1—c052w):x T

Solucién. Como f(x) = 2*sen*x = x 5 ) cos(2x) se sigue que un anulador

de f(z) es el operador diferencial lineal
L= D*(D*+4)°

3. Expresar L = (zD —senz)(xzD + senz) en la forma a,(x)D* + - -+ + a1 (x)D + ag(z).
Solucién. L(f(z)) = (XD —senz)(XD +senx)(f(z)) = (D — senx)(zf'(z) + senx) f(z)) <

a) =x[f (&) +af "(x) +senxf '(z) + cosx f(z)] —wsenzf '(x) — sen’ z f(x)
=2?f"(z) +af ' (z) + (zcosz —sen’z) f(z) = (°D* + XD + wcosx — sen® z) f(x)
(XD —senx)(XD +cosx) = 22D? + XD + x cosx — sen? .

4. Resolver la ecuacién diferencial y” + 3y’ + by = sen(z + 2)
Solucién.- y” + 3y’ + 5y = sen(z + 2) & (D? + 3D + 5)y = sen(z + 2)
& (D? +3D + 5)y = senx cos2 + coswsen 2 = h(z).
La solucién yg de la ecuacién diferencial homogénea asociada (D? + 3D +5)y = 0 es yg =
Cre /2% cos (@x) +Che3/2% gen (@x) : puesto que D?>+3D+5 = D? —2aD +a?+b? implica
queS:fZaya2+b2:5yportant0a:fg yb:g.

El anulador de h(z) es D? + 1. Luego aplicando el operador a ambos miembros de la ecuacién
diferencial no homogénea:

(D* 4+ 1)(D? + 3D +5)y = 0, (3.24)
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cuya solucién general tiene la forma:
v11 V11
y(z) = kie /%% cos <2x> + koe /%% sen <2m> + k3 cosx + kysenx (3.25)

y como y, es una solucién de (3.24), debe tener la forma dada en (3.25) para ciertos valores de las
constantes ki, ks, ks y ks.

Es decir:

) V11 . V11
yp(x) = ke 3/%% cos (2{1:) + koe 3?7 sen (2:10) + k3cosx + kysenx

para ciertos valores de las constantes. Dichos valores se determinan utilizando la condicién:
(D? + 3D +5)y, = sen(z + 2). (3.26)

Se tiene entonces las equivalencias siguientes, (3.26) es equivalente a:

V11 ) V11
ke 3/%% cos <2:c> + ke 3/ sen <2z> + kscosx + kysenz| = sen(x + 2)

(D2 + 3D +5)(ks cosx + kysenzx) = sen(z + 2)

—kscosx — kysenx — 3kgsenx + 3ky cosx + Sks cosx + Skysenx = sen(x + 2)
[—k3 + 3k4 + Bks] cosx + [—k4 — 3k3 + Hk3] senx = cos2senx + sen 2 cos &

& [4ks + 3k4) cosx + [2ks — ky]senz = cos2senx + sen 2 cos x.

< (D2+3D+5)

t e

De donde:
4k3 + 3ky = sen 2 |14 3 _
{ 2ks — k4 = cos 2 A“z —1‘ = 10
sen2 3
ke = cos2 —1 _ —sen2—3cos2 sen2+ 3cos2
5o ~10 - ~10 - 10
4 sen?2
b — 2 cos2 _ 4cos2—2sen2  sen2 — 2cos?2
T 10 -10 B 5
Tomando k1 = ko = 0, se sigue que:
sen 2 + 3 cos 2 sen2 — 2cos 2
yp(x) = — 19 8% + —— senz.

En consecuencia la solucién general de la ecuacién diferencial dada es:

" " 2+ 3cos?2 2 —2cos?2
yo(z) = Cre3/%% cos (gm) +Ce3/%% gen (@x)—l—(m—il_(]m) cos $+(ser15cos> sen .

5. Expresar el operador diferencial lineal L = (zD + 2)(2?>D? — 22D +4) en la forma a, (z)D" +- - - +
a1(z)D + ap(x).
Solucién.
Apliquemos el operador L a una funcién f(z) que admite derivadas hasta el tercer orden.
L(f@@) = (eD+2)(@*D? - 22D + 4)(f())
= (zD+2)[2°f "(z)] — 2af '(z) + 4f(x)
= z[22f () +2xf " (x) — 2f "(x) — 22f "(2) + 4f '(z)] + 22°f "(z) — daf '(2)
—4uf () + 8f ()
o’ f (@) + 207 f (@) — 20f (@) — 227 f "(2) + daf (@) + 207 (@) — daf '(2) + 8 (2)
o’ f "(x) + 207 f (@) — 22 f () + 8 (x)
(xD® + 22°D? — 22D + 8)(f(z))

—~ —
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Luego:

(xD +2) (22D? — 22D + 4) = 23D3 + 22°D? — 22D + 8

. Resolver la ecuacién diferencial y”’ + 3’ + y = tan z.

Solucién. Puesto que no existe el anulador de tanz, no podemos aplicar el método del anulador.
Apliquemos entonces el método de variacién de pardametros.

Como:

V' +y+y = 0 (D*+D+1)y=0
& yp=Cre " ?cos <\2§$> + Cye*/? sen <é§$>

Puesto que la ecuacién auxiliar m? +m 4 1 = 0 tiene raices complejas, el operador D? + D + 1 se
puede expresar en la forma D? — 2aD + a? + b2, luego —2a = 1 y a? + b? = 1, obteniéndose que

Lo, _ V3
27 7 9

a =

Buscamos ahora una solucién particular de y”’ + ¢’ + y = tanz, de la forma

yp(z) = v1(x)e /2 cos <\é§x> + vy (z)e~ /% sen (?m) , donde las funciones v (z) y va(x) verifi-

can el sistema.

vy (x)e~*/? cos (?m) + vh(z)e~*/? sen (?m) =
v () [;ex/z cos (égx) + vh(x) l;e‘”/Q sen (égm) + ?e*x/z cos (gj)} =tanz

El determinante del sistema es igual a:

e~%/2 cos (ﬁx> e~ %/2 gen (ﬁm)
2 2
_lefm/2 CcOS <\/§x> _167I/2 sen <\/§1~> + §67$/2 COS <\/§>
2 2 2 2 2 2x
—2 cos | —=x —2sen | —=x
1 2 2
_ _76—:0/2
2 V3 V3 V3
cos | —x sen | —x | — \/gcos —
2 2 2z

A:

L 42| —2 cos(ax) —2sen (ax) V3
= —ce ;ocon o= —.
2 cos (o) sen (ax) — v/3 cos (ax)
1
= 5(3*“’ [f sen oz cos ax + V'3 cos? o 4 sen a cos v 4 /3 sen? az}
V3 _,
= —e "
2

Aplicando las reglas de Cramer:
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0 e~ %/2 gen ?z)

1 3 3 3
tanz —56_‘”/2 sen ({x) + ge_l/% cos (\Qfa?)

A

)2 V3

e sen | —x | tanx
e (4]

= = — 3 e sen 73)

A

vl(x):fQE e/ sen éx tan zdx
3 2

3
e~%/2 cos ({x) 0

L V3 V3 V3
——e ®/2¢cos | 1z | — Y= %/2gen | —z | tanz
2 2 2 2

vy(x) = N
76

x

va(z) = % e®/? cos ﬁx tan zdx
3 2

Finalmente,

yp(x) = —2?@‘”"/2 cos (?m) /e_’:/2 sen (7396) tan zdx

2v/3
+T\[e_””/2 sen (?x) /61/2:” cos (7396) tan xdzx.

3.5. Problemas de valor en la frontera

En esta seccién vamos a realizar un rdpido y muy breve vistazo de los problemas de los valores limite
o valor en la frontera. El punto principal de esta seccién es obtener algunos de los aspectos bésicos de
manera que mds adelante echaremos un vistazo a uno de los métodos de solucién méds comunes para las
ecuaciones diferenciales parciales.

3.5.1. Problemas de valor limite

Antes de empezar esta seccién debemos dejar muy claro que solo vamos a rayar la superficie del
tema de los problemas de valores limite. La intencién de esta seccién es dar una breve (y queremos decir
muy breve) idea de los problemas de valores limite y dar suficiente informacién para permitirnos resolver
algunas ecuaciones diferenciales parciales bdsicas mas adelante.

Ahora, con eso fuera del camino, lo primero que debemos hacer es definir lo que queremos decir con
un problema de valor limite (PVL para abreviar). Con problemas de valor inicial tenfamos una ecuacién
diferencial y especificibamos el valor de la solucién y un nimero apropiado de derivadas en el mismo
punto (denominadas colectivamente condiciones iniciales). Por ejemplo, para una ecuacién diferencial de
segundo orden, las condiciones iniciales son,

y(to) = yo, Yy (to) = v

Con los problemas de los valores limite, tendremos una ecuacién diferencial y especificaremos la funcién
y/o las derivadas en diferentes puntos, que llamaremos valores limite. Para las ecuaciones diferenciales de
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segundo orden, que trataremos casi exclusivamente aqui, cualquiera de los siguientes puede y serd usado
para condiciones de frontera.

(ro) = Yo, y(z1) =y, (1)
Y (z0) = o, Yy (v1) = 1, (2)
Y (z0) = o, Yy (v1) = y1, (3)
y(xo) = o, Y (21) = 1, (4)

Como se mencioné anteriormente, trabajaremos casi exclusivamente con ecuaciones diferenciales de
segundo orden. También nos restringiremos a las ecuaciones diferenciales lineales. Por lo tanto, para los
propositos de nuestra discusién aqui trabajaremos casi exclusivamente con ecuaciones diferenciales en la
forma,

y" +p@)y +q(2)y = g(x). (3.27)

Junto con uno de los conjuntos de condiciones de contorno dados en (1) a (4). En ocasiones obser-
varemos algunas condiciones de frontera diferentes, pero la ecuacion diferencial siempre se puede escribir
en esta forma.

Como pronto veremos mucho de lo que sabemos acerca de los problemas de valor inicial no se cumplira
aqui. Podemos, por supuesto, resolver (3.27) siempre y cuando los coeficientes sean constantes y para
algunos casos en los que no lo son. Nada de eso cambiard. Los cambios (y quizds los problemas) surgen
cuando nos movemos de las condiciones iniciales a las condiciones de frontera.

Uno de los primeros cambios es una definicién que vimos todo el tiempo en los capitulos anteriores.
En los capitulos anteriores dijimos que una ecuacién diferencial era homogénea si g(x) = 0 para todo z.
Aqui diremos que un problema de valor limite es homogéneo si ademds de g(z) = 0 también tenemos
yo = 0y y1 = 0 (independientemente de las condiciones de contorno que usamos). Si alguno de estos no
es cero, llamaremos PVL no homogéneo.

Es importante ahora recordar que cuando decimos homogéneo (o no homogéneo) estamos diciendo
algo no solo sobre la ecuacién diferencial en si, sino también sobre las condiciones de frontera también.

El cambio més grande que vamos a ver aqui viene cuando vamos a resolver el problema del valor limite.
Al resolver problemas lineales de valor inicial, se garantiza una solucién tnica en condiciones muy suaves.
Solo miramos esta idea para PVI de primer orden, pero la idea se extiende a PVI de orden superior. En esa
seccién vimos que todo lo que necesitdbamos para garantizar una solucién unica era algunas condiciones
bésicas de continuidad. Con problemas de valores limite a menudo no tendremos solucién o infinidad de
soluciones incluso para muy buenas ecuaciones diferenciales que darfan una solucién tnica si tuviéramos
condiciones iniciales en lugar de condiciones de contorno.

Antes de entrar en la solucién de algunos de estos veamos a continuacién, la cuestiéon de por qué
estamos hablando de estos en primer lugar. Como veremos en el préximo capitulo en el proceso de
resolver algunas ecuaciones diferenciales parciales, nos encontraremos con problemas de valores limite que
también tendrdn que ser resueltos. De hecho, una gran parte del proceso de solucién habri de tratar con
la solucién al PVL. En estos casos las condiciones de contorno representardn cosas como la temperatura
en cualquiera de los extremos de una barra, o el flujo de calor en/fuera de cada extremo de una barra. O
tal vez representen la ubicacién de los extremos de una cuerda vibrante. Por lo tanto, las condiciones de
frontera realmente indicardn condiciones en el limite de algin proceso.

Por lo tanto, con algunas de las cosas béasicas vamos a encontrar algunas soluciones a algunos problemas
de valor limite. Tenga en cuenta también que realmente no hay nada nuevo aqui todavia. Sabemos cémo
resolver la ecuacién diferencial y sabemos cémo encontrar las constantes aplicando las condiciones. La
unica diferencia es que aqui vamos a aplicar las condiciones de frontera en lugar de las condiciones iniciales.

Ejemplo 1 Resuelva el siguiente PVL. y” +4y =0, y(0)=-2, vy (%) = 10.
Solucién.

Esta es una ecuacién diferencial simple de resolver y por lo tanto, le dejaremos a usted para verificar
que la solucién general es, y(r) = Cy cos(2z) + Cy sin(2x). Ahora todo lo que necesitamos hacer es aplicar
las condiciones de contorno.

-2 = y(0)=0C
T
10 = y(z) =y

La solucién es entonces, y(x) = —2cos(2z) + 10sin(2z).
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Mencionamos anteriormente que algunos problemas de los valores limite pueden no tener soluciones
ni soluciones infinitas. Tenemos que hacer un par de ejemplos de ese tipo también aqui. El siguiente
conjunto de ejemplos también mostrara cudn pequeno de un cambio en el PVL se necesita para moverse
hacia estas otras posibilidades.

Ejemplo 2 Resuelva el siguiente PVL. ¢y + 4y =0, y(0) = -2, y(27) = —2.

Solucién

Estamos trabajando con la misma ecuacién diferencial que en el primer ejemplo, asi que todavia
tenemos, y(z) = Cy cos(2x) + Cy sin(2z).

Al aplicar las condiciones de contorno obtenemos,

-2 = y0)=0C
2 = y2m =G

Asi que en este caso, a diferencia del ejemplo anterior, ambas condiciones de contorno nos dicen que
tenemos que tener C7 = —2 y ninguno de ellos nos dice nada acerca de C3. Recuerde sin embargo que
todo lo que estamos pidiendo es una solucién a la ecuacién diferencial que satisface las dos condiciones
de frontera dada y la siguiente funcién hard eso, y(z) = —2cos(2z) + Cs sin(2z).

En otras palabras, independientemente del valor de C5 obtenemos una solucién y asi, en este caso
obtenemos infinitas soluciones al problema del valor limite.

Ejemplo 3. Resuelva el siguiente PVL: ¢ + 4y =0, y(0) = -2, y(27)=3.

Solucién

De nuevo, tenemos la siguiente soluciéon general, y(z) = Cy cos(2z) + Csy sin(2x). Esta vez las condi-
ciones limite nos dan,

-2 = y(0)=0C
3 = y(27T)201

En este caso tenemos un conjunto de condiciones de contorno, cada una de las cuales requiere un valor
diferente de C; para ser satisfecho. Esto, sin embargo, no es posible y por lo tanto en este caso no tienen
solucién.

Asi, con los ejemplos 2 y 3 podemos ver que solo un pequenio cambio en las condiciones de contorno,
en relacién entre si y con el ejemplo 1, puede cambiar completamente la naturaleza de la solucién. Los tres
ejemplos utilizaron la misma ecuacién diferencial y, sin embargo, un conjunto diferente de condiciones
iniciales dio lugar a no tener soluciones, una solucién o infinidad de soluciones.

Sin embargo, tenga en cuenta que este tipo de comportamiento no siempre es imprevisible.. Si usamos
las condiciones y(0) y y(2) la tinica manera en la que alguna vez obtengamos una solucién al problema
del valor lfmite es si tenemos,

y(0) =a, y(2m)=a

Para cualquier valor de a. Ademds, tenga en cuenta que si tenemos estas condiciones de frontera, de hecho
obtendremos infinitas soluciones.

Todos los ejemplos que hemos trabajado hasta este punto implicaron la misma ecuacién diferencial
y el mismo tipo de condiciones de contorno, asi que trabajemos un par méds solo para asegurarnos de
que tenemos algunos ejemplos més aqui. Ademds, tenga en cuenta que con cada uno de estos podriamos
modificar las condiciones de contorno un poco para que aparezcan los posibles comportamientos de la
solucién (es decir, cero, una o infinidad de soluciones).

Ejemplo 4. Resuelva el siguiente PVL: 4" +3y =0, y(0) =17, y(27) =0.

Solucién

La solucién general para esta ecuacién diferencial es, y () = C cos (\/gx) + Cs sin (\/gx) Aplicando
las condiciones de contorno da,

7T = y0)=0C
0 y(2m) = C1 cos (2\/§7T) + Cssin (2\/§7r> = Cy = —Tcot (2\/§7r> .

En este caso obtenemos una sola solucién,

y(x) = Tcos (\/ﬁ:ﬂ) — 7cot (2\/§7r> sin (\/§x> .
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Ejemplo 5. Resuelva el siguiente PVL: 3" + 25y =0, ¢’ (0) =6, y'(7w) = —9.
Solucién

Aqui la solucién general es, y () = Cy cos (5x) + Cy sin (5z)

Y vamos a necesitar la derivada para aplicar las condiciones de contorno,

y' (x) = —5Cy sin (5x) + 5Cs cos (5x)

Aplicando las condiciones de contorno da,

6 = y’(O) =50, = (Cy =

ol o

-9 = y/(ﬂ) :—502 :>CQ :g

Esto no es posible y, por lo tanto, en este caso no se tiene solucién.
Todos los ejemplos trabajados hasta este punto han sido no homogéneos porque al menos una de
las condiciones de contorno ha sido no nula. Trabajemos un ejemplo no homogéneo donde la ecuacién

diferencial es también no homogénea antes de trabajar un par de variables homogéneas
5
Ejemplo 6 Resolver el siguiente PVL: 3" +9y =cosz, ¢ (0)=5, y (g) =-3
Solucién
La solucién de la ecuacién diferencial homogénea asociada es, y (x) = Cy cos (3x) + Cy sin (3z).

Usando coeficientes indeterminados o variaciéon de pardmetros es facil demostrar (dejamos los detalles
para verificar) que una solucién particular es, y, = = cosz La solucién general y su derivada (puesto que
8

lo necesitamos para las condiciones de contorno) son,

1
y(z) = Cycos(3x)+ Cysin(3z) + g cos T
1
y' (z) = —3C;sin(3z) + 3C; cos (3z) — 3 sin x
Aplicando las condiciones de contorno da,
5 = y/(0)2362:>02:g
) m )
5 = v(z)-e—=ag

. . 5 .
Las condiciones de contorno entonces nos dicen que debemos tener Cy = 3 y no nos dicen nada acerca

de C; y asf puede ser elegido arbitrariamente. La solucién es entonces,

y(z) = Cycos (3z) + g sin (3z) + é cos T

Y habra infinitas soluciones para el PVL.

Ahora vamos a trabajar un par de ejemplos homogéneos que también serdn itiles de haber trabajado
una vez que lleguemos a la siguiente seccién.

Ejemplo 7 Resuelva el siguiente PVL: ¢ +4y =0, y(0) =0, y(27)=0.

Solucién

Aqui la solucién general es, y (x) = Cj cos (2z) + Cysin (2z). Aplicando las condiciones de contorno
da,

= y(0)=0C
= y(2m) =0C
Asf que C5 es arbitraria y la solucién es, y (x) = Cysin (2z). Y en este caso tendremos infinitas soluciones.
Ejemplo 8. Resuelva el siguiente PVL: 4" +3y =0, y(0) =0, y(27)=0.

Solucién
La solucién general en este caso es,

y (z) = C} cos (\/§x> + Cysin (\/3:3) .
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Aplicando las condiciones de contorno da,

0 y(0)=C4
0 = y(QW):CQSin(2\/§7r):>C'2:O

En este caso encontramos que ambas constantes son cero y la solucién es, y (z) = 0.

En el ejemplo anterior la solucién era y (z) = 0. Obsérvese, sin embargo, que siempre serd una solucién
a cualquier sistema homogéneo dado por (5) y cualquiera de las condiciones de contorno (homogéneas)
dadas por (1) - (4). Debido a esto usualmente llamamos a esta solucién la solucién trivial. A veces, como
en el caso del dltimo ejemplo, la solucién trivial es la tinica solucién, pero generalmente preferimos que
las soluciones sean no triviales. Esta serd una idea importante en la siguiente seccion.

Antes de salir de esta seccién, hay que hacer un punto importante. En cada uno de los ejemplos, con
una excepcion, la ecuacién diferencial que resolvimos estaba en la forma, 3" + Ay = 0.

La tnica excepcién a esto todavia resuelto esta ecuacion diferencial, excepto que no era una ecuacién
diferencial homogénea y por lo que todavia estd resolviendo esta ecuacién diferencial bésica de alguna
manera. Por lo tanto, probablemente hay varias preguntas naturales que pueden surgir en este punto.
i Todos los PVL implican esta ecuacién diferencial y si no, ;por qué pasamos tanto tiempo resolviendo
esto a la exclusion de todas las deméds ecuaciones diferenciales posibles?

Las respuestas a las preguntas son bastante simples. Primero, esta ecuacién diferencial no es defini-
tivamente la tinica usada en problemas de valores limite. Sin embargo, muestra todo el comportamiento
que queriamos hablar aqui y tiene la ventaja de ser muy facil de resolver. Asi, utilizando esta ecuacién
diferencial casi exclusivamente podemos ver y discutir el comportamiento importante que debemos dis-
cutir y nos libera de un montén de detalles de la solucién potencialmente desordenado y/o soluciones
desordenadas. En ocasiones, observaremos otras ecuaciones diferenciales en el resto de este capitulo, pero
seguiremos trabajando casi exclusivamente con esta.

Hay otra razén importante para considerar esta ecuacion diferencial. Cuando lleguemos al siguiente
capitulo y echemos un breve vistazo a la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales, veremos que
casi todos los ejemplos que vamos a trabajar alli se reducen exactamente a esta ecuacién diferencial.
Ademsds, en esos problemas vamos a trabajar algunos problemas (reales) que en realidad se resuelven en
la practica y por lo tanto no son solo problemas (inventados) a los efectos de ejemplos. Es cierto que
tendran algunas simplificaciones en ellos, pero en algunos casos se acercan a problemas realistas.

3.5.2. Valores propios y autofunciones

Como lo hicimos en la seccién anterior, debemos notar nuevamente que solo vamos a dar una breve
mirada al tema de los valores propios y autofunciones para los problemas de valores limite. Hay bastantes
ideas que no veremos aqui. La intencién de esta seccién es simplemente darle una idea del tema y
hacer suficiente trabajo para permitirnos resolver algunas ecuaciones diferenciales parciales bésicas en el
préximo capitulo.

Ahora, antes de empezar a hablar sobre el tema real de esta seccién, recordemos un tema del Algebra
Lineal que discutimos brevemente en estas notas. Para una matriz cuadrada dada, A, si pudiéramos

. . RN e
encontrar valores de A\ para los cuales podriamos encontrar soluciones no nulas, es decir, © # 0, a,
AT =)\7.

Entonces llamamos A\ un autovalor de A y 7 su autovector correspondiente.

Es importante recordar aqui que para que A sea un autovalor, entonces tenemos que ser capaces de
encontrar soluciones no nulas a la ecuacién.

Entonces, jqué tiene que ver esto con los problemas de los valores limite? Bueno, volvamos a la seccién
anterior y echemos un vistazo a los ejemplos 7 y 8. En esos dos ejemplos resolvimos los PVL homogéneos
(jy eso es importante!) En la forma,

y'+ Ay =0, y(0)=0, y(2mr)=0 (1)

En el ejemplo 7 tenemos A = 4 y encontramos soluciones no triviales (es decir, no nulas) al PVL.
En el ejemplo 8 se usé A = 3 y la unica solucién fue la solucién trivial (es decir y (t) = 0. Por lo tanto,
este PVL homogéneo (recordar esto también significa que las condiciones de frontera son cero) parece
presentar un comportamiento similar al comportamiento en la ecuacién matricial anterior. Hay valores
de A que dardn soluciones no triviales a este PVL y valores de A que solo admitirdn la solucién trivial.
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Por lo tanto, para aquellos valores de A que dan soluciones no triviales llamaremos A un valor propio
para el PVL y las soluciones no triviales se llamarédn autofunciones para el PVL correspondiente al valor
propio.

Ahora sabemos que para el PVL homogéneo dado en (1), A = 4 es un valor propio con funciones
propias y (z) = Casinz y que A = 3 no es un autovalor.

Finalmente, trataremos de determinar si hay otros valores propios para (1), sin embargo, antes de
hacerlo, comentemos brevemente por qué es tan importante que el PVL sea homogéneo en esta discusién.
En el ejemplo 2 y en el ejemplo 3 de la seccién anterior se resolvié la ecuacién diferencial homogénea
y"” +4y = 0, con dos condiciones de frontera no homogéneas diferentes en la forma, y (0) = a, y(27) =0b.

En estos dos ejemplos vimos que simplemente cambiando el valor de a y / o b éramos capaces de
obtener soluciones no triviales o de no tener ninguna solucién en absoluto.

En la discusién de los valores propios/autofunciones necesitamos soluciones para existir y la tnica
manera de asegurar este comportamiento es exigir que las condiciones de contorno también sean ho-
mogéneas. En otras palabras, necesitamos que el PVL sea homogéneo.

Hay un tema final que debemos discutir antes de pasar al tema de autovalores y autofunciones y este
es mas un tema de anotacién que nos ayudard con parte del trabajo que tendremos que hacer.

Supongamos que tenemos una ecuacién diferencial de segundo orden y su polinomio caracteristico
tiene dos raices reales y distintas y que estdn en la forma

m=ay Tg=—0xQ.
Entonces sabemos que la solucién es,
y(z) = C1e"% 4+ Cre™® = C1e** + Coe™**

Si bien no hay nada malo con esta solucién vamos a hacer un poco de reescritura de esto. Comenzare-
mos dividiendo los términos de la siguiente manera,

y(x) = C1e* + Cre™*
C C C C

Ahora vamos a sumar/restar los siguientes términos (nota que estamos mezclando el C; y =+« en los
nuevos términos) para obtener,

:aea1+aea7+@e—ar+@e—ar+<a —am_ﬁ —orc)+ (Cbeaz_c(?eax>

y(@) =5 2 2 2 9 ¢ 9 ¢ 2 2

A continuacién, reordenar términos alrededor de un poco,
1 1
y(x) = 3 (C’leo‘z + Cre " + Cae™” + C’ge*““") + 3 (C’le” — Che™ " — Ce™® + C’Qe*"‘x)

Finalmente, las cantidades en el factor del paréntesis y moveremos la localizacién de la fraccién
también. Haciendo esto, asi como renombrando las nuevas constantes que obtenemos,

% —ax
(&

+ (C1 — Cy) %

eaw + e*llw

y(x) = (C1+Cq) 5

= C C!
1 5 + C2 5

Todo este trabajo probablemente parece muy misterioso e innecesario. Sin embargo, realmente habia
una razén para ello. De hecho usted puede haber visto ya la razén, por lo menos en parte. Las dos
funciones "nuevas" que tenemos en nuestra solucién son, de hecho, dos de las funciones hiperbdlicas. En
particular,

cosh (z) = — sinh (z) =

Por lo tanto, otra forma de escribir la solucién a una ecuacion diferencial de segundo orden cuyo polinomio

caracteristico tiene dos raices reales y distintas en la forma ri = a y 79 = —a es,

y (z) = Cy cosh (ax) + Cy sinh (ax) .
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Tener la solucién en este formulario para algunos (en realidad la mayoria) de los problemas que estare-
mos buscando hard nuestra vida mucho més facil. Las funciones hiperbdlicas tienen algunas propiedades
muy agradables que podemos aprovechar.

Primero, ya que los necesitaremos méds adelante, las derivadas son,

% (cosh (z)) = sinh (z) % (sinh (z)) = cosh (z) .

Recordando propiedades bdsicas de estas funciones, tenga en cuenta que cosh (0) = 1 y sinh (0) = 0.
Porque a menudo estaremos trabajando con condiciones de contorno en x = 0, estas serdn evaluaciones
utiles.

A continuacién, y posiblemente mds importante, notemos que cosh (z) > 0 para todo z y asf el coseno
hiperbélico nunca sera cero. Del mismo modo, podemos ver que sinh (z) = 0 solo si = 0. Utilizaremos
estos dos hechos en algunos de nuestros trabajos para no olvidarlos.

Bueno, ahora que tenemos todo eso fuera del camino vamos a trabajar un ejemplo para ver cémo
vamos a encontrar autovalores/funciones propias para un PVL.

Ejemplo 1. Encuentre todos los valores propios y autofunciones para el PVL siguiente. y” + Ay =
0, y(0)=0, y((2m)=0

Solucién

Comenzamos esta seccién mirando este PVL y ya conocemos un valor propio (A = 4) y conocemos un
valor de A que no es un valor propio (A = 3). A medida que avanzamos en el trabajo aquf necesitamos
recordar que obtendremos un autovalor para un valor particular de A si obtenemos soluciones no triviales
del PVL para ese valor particular de A.

Con el fin de saber que hemos encontrado todos los valores propios no podemos simplemente comenzar
aleatoriamente tratando valores de A para ver si tenemos soluciones no triviales o no. Afortunadamente
hay una manera de hacer esto que no estd demasiado mal y nos dard todos los autovalores/autofunciones.
Vamos a tener que hacer algunos casos sin embargo. Los tres casos que deberemos examinar son: A > 0,
A=0,y A <0. Cada uno de estos casos da una forma especifica de la solucién al PVL a la cual podemos
entonces aplicar las condiciones de contorno para ver si obtendremos soluciones no triviales o no. Asi que,
vamos a empezar en los casos.

A>0

En este caso, el polinomio caracteristico que obtenemos a partir de la ecuacién diferencial es,

T2+/\:0:>7“172::|:\/—)\.

En este caso dado que sabemos que A > 0 estas raices son complejas y podemos escribirlas en su lugar
como, 11,2 = 4++v/Ni. La solucién general a la ecuacién diferencial es entonces, y (z) = Cqcos (\F)@) +
Cysin (ﬁx) .

Aplicando la primera condicién de limite nos da,

Entonces, teniendo esto en cuenta y aplicando la segunda condicién de contorno obtenemos,

0=y (0) = Cysin (Qﬁﬁ) .

Esto significa que tenemos que tener uno de los siguientes, Co =0 o sin (277\5) =0.

Sin embargo, recordemos que queremos soluciones no triviales y si tenemos la primera posibilidad,
obtendremos la solucién trivial para todos los valores de A > 0. Por lo tanto, supongamos que Cy # 0.
Esto significa que tenemos,

sin (277\5) =0=2rVA=nm, paran=1, 2, 3,
En otras palabras, aprovechando el hecho de que sabemos que el seno es cero podemos llegar a la

segunda ecuacién. Obsérvese también que, puesto que suponemos que A > 0 sabemos que 27V > 0y
asi n solo puede ser un entero positivo para este caso.
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Ahora todo lo que tenemos que hacer es resolver esto para A y tendremos todos los autovalores
positivos para este PVL.
Los autovalores positivos son entonces,

2 2
Ap = (g) %, paran =1, 2, 3,

Y las autofunciones que corresponden a estos valores propios son,

Yn (x) = sin (%) , paran=1, 2, 3,

Obsérvese que hemos subscripto un 7 en los autovalores y autofunciones para denotar el hecho de
que hay uno para cada uno de los valores dados de n. Observe también que hemos omitido escribir la
constante Cs en las autofunciones. Para autofunciones solo estamos interesados en la funcién en si y no
en la constante delante de ella y por lo general no se escriben.

Ahora vamos a pasar al segundo caso A = 0.

En este caso el PVL deviene y” = 0, y(0) = 0, y(2mr) = 0, y la integracién de la ecuacién
diferencial un par de veces nos da la solucién general y (z) = C; + Cax.

La aplicacién de la primera condicién de limite da,

Aplicar la segunda condicién de frontera asi como los resultados de la primera condicién de contorno da
0=y (2m) =2nCs.

Aqui, a diferencia del primer caso, no tenemos una opcién sobre cémo hacer que este sea cero. Esto
solo sera cero si Cy = 0.

Por lo tanto, para esta PVL (y eso es importante), si tenemos A = 0 la dnica solucién es la solucién
trivial y por tanto A = 0 no puede ser un autovalor para esta PVL.

Ahora veamos el caso final A < 0.

En este caso la ecuacion caracterfstica y sus rafces son las mismas que en el primer caso. Por lo tanto,
sabemos que, 712 = +vV=

Sin embargo, debido a que asumimos A < 0 aqui estas son ahora dos raices verdaderamente distintas
y por lo tanto, utilizando nuestro trabajo anterior para este tipo de raices reales y distintas, sabemos que

la solucién general serd, y(z) = C cosh (—\f)\w) + Cysinh (—ﬁx)
Tenga en cuenta que podriamos haber utilizado la forma exponencial de la solucién aqui, pero nuestro

trabajo serd mucho méds facil si usamos la forma hiperbdlica de la solucién aqui.
Ahora, aplicando la primera condicién de contorno da,

0= y(O) = (' cosh (O) + Cy sinh (O) =C; (1) + Cy (O) =C; = (C;=0.
La aplicacién de la segunda condicién de contorno da,

0 =y (27) = Cysinh (277\/—7/\> .

Debido a que asumimos A < 0 sabemos que 2mv/—X # 0 y por lo tanto también sabemos que
sinh (27‘(\/?)\) = 0. Por lo tanto, al igual que el segundo caso, debemos tener Cy = 0.

Por lo tanto, para este PVL (otra vez que es importante), si tenemos A < 0 solo obtenemos la solucién
trivial y por lo tanto no hay valores propios negativos.

En resumen, tendremos los siguientes autovalores / funciones propias para este PVL.

Ay = — yn(a?)zsin(%), n=1, 2, 3,

Echemos un vistazo a otro ejemplo con condiciones de frontera ligeramente diferentes.
Ejemplo 2. Encuentre todos los autovalores y eigenfunctions para el PVL siguiente. 73" + \y =
0,y (0)=0, ¢ (2m)=0.

Solucién
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Aqui vamos a trabajar con condiciones de frontera derivadas. El trabajo es practicamente idéntico al
ejemplo anterior sin embargo, asf que no pondremos tanto detalle aqui. Vamos a tener que pasar por los
tres casos al igual que el ejemplo anterior, asi que vamos a empezar en eso.

A>0

La solucién general a la ecuacién diferencial es idéntica al ejemplo anterior y asf tenemos, y(x) =

C' cos (\F/\:p) + Cy sin (ﬁz)

La aplicacién de la primera condicién de frontera nos da,
0=19(0)=VAC; = Cy = 0.

Recuerde que estamos suponiendo que A > 0 aqui y por lo que solo serd cero si Co = 0. Ahora, la
segunda condicién de frontera nos da,

0=y (2r) = —VAC) sen (27r\/X>

Recuérdese que no queremos soluciones triviales y que A > 0 por lo que solo obtendré solucién no trivial
si se requiere que,
sen(27r\f)\)=0=>2ﬂ'ﬁ=nﬂ', n=1223.4,...

Resolviendo para A y vemos que obtenemos exactamente los mismos autovalores positivos para este

BVP que obtuvimos en el ejemplo anterior.
n\2 n?
Ap = (5) =T n=1234..
Sin embargo, las autofunciones que corresponden a estos valores propios son,

Yn () = cos (%), n=12,34,...

Por lo tanto, para este BVP obtenemos cosenos para autofunciones correspondientes a valores propios
positivos.
Ahora el segundo caso.
A=0
La solucién general es,
y(z)=C1 + Coux

La aplicacién de la primera condicién de contorno da,
0=1y'(0)=Cs.
Usando esto, la solucién general es entonces,
y(x) =Ch.
y observe que esto satisfard trivialmente la segunda condicién de contorno,
0=y (27) = 0.

Por lo tanto, a diferencia del primer ejemplo, A = 0 es un valor propio para este BVP y la autofuncién
correspondiente a este autovalor es,

y(z)=1

Una vez més, tenga en cuenta que hemos dejado caer la constante arbitraria para las funciones propias.
Finalmente cuidemos el tercer caso.

A<0

La solucién general aqui es,

y (x) = Cy cosh (ﬁx) + Cysenh (ﬁx) .
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Aplicando la primera condicién de frontera, se tiene:
0 =1 (0) = v—AC; senh (0) + v —ACs cosh (0) = Cy = 0.

Aplicando la segunda condicién de frontera, se tiene:
0=y (2m) = V—XC] senh (271'\/ —)\)

Como con el ejemplo anterior, sabemos de nuevo que 27v/—\ # 0 y asf senh (277\/—7/\) # 0.
Por lo tanto, debemos tener C; = 0.

Por lo tanto, para este BVP de nuevo no tenemos valores propios negativos.

En resumen, entonces tendremos los siguientes autovalores y funciones propias para este PVF.

2
An = %7 yn(w)zcos(%), n=1234,...

)\() = 07 Yo (ac) =1.
Observe también que en realidad podemos combinar estos dos resultados si permitimos que n comience
en cero en lugar de uno. Esto a menudo no sucederd, pero cuando sea posible lo aprovecharemos. Asi que
la lista de autovalores/autofunciones para este BVP es,

An = yn(x):cos(@), n=20,1,2,3,4,...

4’ 2

Por lo tanto, en los dos ejemplos anteriores vimos que generalmente necesitamos considerar diferentes
casos para A, ya que diferentes valores a menudo llevan a diferentes soluciones generales. No se acerque
demasiado a los casos que hicimos aqui. En su mayor parte estaremos resolviendo esta ecuacién diferencial
particular y asi serd tentador asumir que estos son siempre los casos que vamos a ver, pero hay PVF que
requerird otros casos diferentes.

Ademss, como vimos en los dos ejemplos, a veces uno o més de los casos no producen valores propios.
Esto a menudo sucede, pero de nuevo no deberiamos leer nada en el hecho de que no tuvimos valores
propios negativos para cualquiera de estas dos PVF. Hay PVP que tendran valores propios negativos.

Echemos un vistazo a otro ejemplo con un conjunto muy diferente de condiciones de contorno. Estas
no son las condiciones fronterizas tradicionales que hemos estado mirando hasta este punto, pero veremos
en el préximo capitulo cémo estos pueden surgir de ciertos problemas fisicos.

Ejemplo 3. Encuentre todos los autovalores y autofunciones para la PVF siguiente.

Y'+x=0 v y(m)=yx) vy (=) =y (7).

Solucién

Por lo tanto, en este ejemplo no vamos a especificar la solucién o su derivada en la frontera. En lugar
de eso, simplemente especificaremos que la solucién debe ser la misma en los dos limites y la derivada
de la solucién también debe ser la misma en los dos limites. Ademads, este tipo de condicién de contorno
estard tipicamente en un intervalo de la forma [—L, L] en lugar de [0, L] como hemos ha estado trabajando
en este punto.

Como se mencioné anteriormente, este tipo de condiciones de contorno surgen muy naturalmente en
ciertos problemas fisicos y lo veremos en el préximo capitulo.

Como con los dos ejemplos anteriores, todavia tenemos los tres casos estdndar a considerar.

A>0

La solucién general para este caso es,

y (z) = Cy cos (ﬁx) + Cysen (\F)\x) .

Aplicando la primera condicién de contorno y usando el hecho de que el coseno es una funcién par
(es decir, cos (—x) = cos (z) y el seno es una funcién impar (es decir, sen (—z) = —sen (x). Nos da,

Cycos (~VX) + Casen (—VA) = Creos (VA) (V¥)
Cycos (~VA) = Cysen (V1) Cy cos (VX) + Gz sen (V)
~Cysen (VA) = Casen (VAA)

0 = 2Cpsen (VA).

+ Cysen
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Esta vez, a diferencia de los dos ejemplos anteriores esto realmente no nos dice nada. Podriamos tener
sen (\FA) = 0, pero también es completamente posible, que tengamos también Cy = 0.

Asi que, vamos a seguir adelante y aplicar la segunda condicién de frontera y ver si conseguimos algo
de eso.

>

—V/A\C1 sen (—wﬁ) + VG cos (—mf)
VACtsen (mV/X) + VACz cos (V)
VACysen (wvA)

2v/ACy sen (V)

—\501 sen <—7T\/X) + \F)\C’g cos (W\/X)
—VAC} sen (m&) + vVAC5 cos (W\/X)
—\[\Cl sen (Fﬁ)

0.

>

Por lo tanto, tenemos algo muy similar a lo que tuvimos después de aplicar la primera condicién de
frontera.
Puesto que asumimos que A > 0 esto nos dice que o bien sen (7T\/X) =00Cy=0.

Obsérvese, sin embargo, que si sen (W\/X) # 0 entonces tendremos que tener C7; = Cy = 0 y obten-

dremos la solucién trivial. Por lo tanto, necesitamos requerir que sen (W\/X) = 0 y asi, tal como hemos

hecho con los dos ejemplos anteriores, podemos obtener ahora los valores propios,
Wﬁ:mr:>)\:n2, n=1234,...

Recordando que A > 0 podemos ver que necesitamos iniciar la lista de posibles valores de n en uno
en lugar de cero.

Por lo tanto, ahora conocemos los autovalores para este caso, pero jqué pasa con las autofunciones.
La solucién para un valor propio dado es,

y(x) = Cy cos(nz) + Cy sen(nx)

y no tenemos razén para creer que cualquiera de las dos constantes sean cero o no nulas en este caso. En
casos como estos tenemos dos conjuntos de funciones propias, una correspondiente a cada constante.
Los dos conjuntos de autofunciones para este caso son,

yn(x) = cos(nzx), yn(x) = sen(nx), n=1234,...

Ahora el segundo caso.
A=0
La solucién general es,
y(z) = C1 + Cax.

La aplicacién de la primera condicién de contorno da,

Cl‘i’CQ(*ﬂ') = ClJrCQ(ﬂ')
271Cy = 0= Cy =0.

Usando esto la solucién general es entonces,
y(z) = Ch.

y observe que esto trivialmente satisfard la segunda condicién de contorno tal como vimos en el
segundo ejemplo anterior. Por lo tanto, tenemos de nuevo A = 0 como un autovalor para este PVF y la
autofuncién correspondiente a este autovalor es,

y(z) = 1.

Finalmente consideremos el tercer caso.

A<0
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La solucién general es,
y(x) = C cosh (\/ —)\x) + Cy senh (\/ —/\:r) .

La aplicacién de la primera condicién de contorno y utilizando el hecho de que el coseno hiperbdlico
es par y el seno hiperbdlico es impar, obtenemos:

C1 cosh (—W\/j) + Cysenh (—’R’\/j)\) = (i cosh (T\/j) + Cysenh (W\/j)
—(C5 senh (—W\/TA) = (Cysenh (71'\/—7/\)
2C5 senh (W\/TA) = 0.

Ahora, en este caso suponemos que A < 0 y por lo tanto sabemos que mv/—\ # 0 que a su vez nos
dice que senh (mv/—X) # 0. Por lo tanto, debemos tener Cy = 0.
Ahora apliquemos la segunda condicién de contorno para obtener,

V=\C} senh (—W\/j)\) V=\C} senh (W\/TA>
2v/=\C senh (W\/j)\) = 0=C;=0.

Por nuestra suposicién sobre A, de nuevo no tenemos otra opcién que tener C7 = 0.

Por lo tanto, en este caso la tinica solucién es la solucién trivial y por lo tanto, para este PVF de
nuevo no tenemos valores propios negativos.

En resumen, entonces tendremos los siguientes autovalores y funciones propias para este PVF.

A = n?, Yn () = sen (nx), n=123,...
A = n? Yn (z) = cos (nz), n=123,...
)\0 = 07 Yo (1‘) =1

Tenga en cuenta que hemos establecido que para A > 0 tenfamos dos conjuntos de funciones propias,
enumerandolas cada una por separado. Ademds, podemos combinar de nuevo los dos tltimos en un
conjunto de autovalores y funciones propias. Haciendo esto da el siguiente conjunto de autovalores y
autofunciones.

A = 12 Yn () = sen (nx), n=12,3,...

Ay = n? Yn (z) = cos (nx), n=0,1,23,...

Una vez més tenemos un ejemplo sin valores propios negativos. Debemos enfatizar que esto depende
de la ecuacién diferencial con la que estamos trabajando y que habré ejemplos en los que podemos obtener
valores propios negativos.

Hasta ahora, solo hemos trabajado con una ecuacion diferencial asi que vamos a trabajar un ejemplo
con una ecuacion diferencial diferente.

Antes de trabajar en este ejemplo, notemos que seguiremos trabajando la gran mayoria de nuestros
ejemplos con la tinica ecuacién diferencial que hemos estado utilizando hasta este punto.

Ejemplo 4. Encuentre todos los autovalores y eigenfunctions para el PVF siguiente.

2?y" + 3zy’ + Ay = 0, y(1)=0, y(2)=0.

Solucién:
Esta es una ecuacién diferencial de Euler y asi sabemos que vamos a necesitar encontrar las raices de
la siguiente cuadrética
r(r—1)+3r+A=r>4+2r+1=0.

Las raices de este cuadratico son,

_2:|:— V4_4/\:_1i,/1_)\.

T2 =
2
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Ahora, vamos a tener algunos casos con los que trabajar aqui, sin embargo, no serdn los mismos que
los ejemplos anteriores. La solucién dependerd de si las raices son o no reales distintas, dobles o complejas
y estos casos dependerdn del signo/valor de 1 — . Asi que, vamos a pasar por los casos.

1-A<0<=A>1.
En este caso las raices serdn complejas y necesitaremos escribirlas de la siguiente manera para anotar

la solucién.
rio=—1fvl-A=-1£y/-A-1)=-1xivA-1

Escribiendo las raices de esta manera sabemos que A — 1 > 0 y as{ A— es ahora un nimero real, que

necesitamos para escribir la siguiente solucién,
y (z) = Cyo~ ' cos (1n () VA — 1) + Coxz ™' sen (ln () VA — 1)
La aplicacién de la primera condicién de frontera nos da,
0=y (1) =Cicos(0)+ Cysen(0) =C; = C; =0.
La segunda condicién de contorno nos da,
1
0=y(2)= §C2 sen (1n(2) A— 1)
Para evitar la solucién trivial para este caso, requeriremos,
sen (ln(2) VA= 1) —0=In(2)VA—1=nm, n=1,2,34,...

Esto es mucho més complicado de una condicién de lo que hemos visto hasta este punto, pero aparte
de eso hacemos lo mismo. Por lo tanto, la resolucién de A nos da el siguiente conjunto de valores propios

para este caso.
2
nmw
)\n:1+<m) 5 ’I’L:172,3,4,...
Tenga en cuenta que tenemos que empezar los valores de n en uno y no en cero para asegurarse de
que tenemos A > 1 como asumimos para este caso.

Las eigenfunciones que corresponden a estos valores propios son,

1 nmw )
= —1 =1,2,3,4,...
y’l’b (.’E) T sen (1112 n (‘T) ) n I a35 ’

Ahora el segundo caso.
1-A=0<= =1
En este caso tenemos una rafz doble de r; 2 = —1 y asf la solucién es,

y(z) = Ciz™' + Cox ' Ina.
La aplicacién de la primera condicién de contorno da,

La segunda condicién de contorno da,
1
0=y(2) = ngln(Q) = (Cy=0.

Por lo tanto, tenemos solo la solucién trivial para este caso y asi A = 1 no es un valor propio.
Ahora analicemos el tercer caso (y el tltimo).
1-A>0<= <1
Este caso tendrd dos raices reales distintas y la solucién es,

y (.’E) _ Clm—1+\/l—)\ + Czl'_l_ 1—/\'
La aplicacién de la primera condicién de contorno da,

0:y(1):01+02:>02:701_



3.5. PROBLEMAS DE VALOR EN LA FRONTERA 149

Nuestra solucién se convierte entonces en,

y (.’E) _ Clm—l-‘r\/l—)\ _ 011'_1_ 1—/\.

La aplicacién de la segunda condicién de contorno da,

0= y(2) = 012_1+m _ 012—1—m — C] (2_1+m B 2_1_m) .

Ahora, porque sabemos que A # 1 para este caso los exponentes en los dos términos en el paréntesis
no son los mismos y por lo que el término entre paréntesis no es cero. Esto significa que solo podemos
tener C'y = Cy = 0y, en este caso, solo tenemos la solucién trivial y no hay valores propios para los cuales
A<l

Los tnicos valores propios para este PVF vienen entonces del primer caso.

Por lo tanto, hemos trabajado un ejemplo utilizando una ecuacién diferencial diferente de la estdndar
que hemos estado utilizando hasta este punto. Sin embargo, como vimos en el trabajo, el proceso bésico
fue précticamente el mismo. Determinamos que hubo un nimero de casos (tres aqui, pero no siempre
seran tres) que dieron diferentes soluciones. Examinamos cada caso para determinar si las soluciones no
triviales eran posibles y si asi se encuentran los autovalores y autofunciones correspondientes a ese caso.

Asi, hemos trabajado varios ejemplos de autovalores y autofunciones en esta seccién. Antes de salir
de esta seccién necesitamos notar una vez mas que hay una gran variedad de problemas diferentes que
podemos trabajar aqui y que realmente solo hemos mostrado un punado de ejemplos y por lo tanto, debe
quedar claro que no hemos tratado todo.



Capitulo 4

Métodos operacionales: operador D

En esta parte veremos una introduccién a los métodos basados en el operador derivacién D que nos
proporciona un nuevo método para encontrar soluciones particulares.

4.1. El operador diferencial D

Un “operador” lo podemos definir como un objeto matematico que toma una funcién y nos devuelve
otra. Por ejemplo la operacién de derivar hace precisamente esto. Dada la funcién y = f(x) nos devuelve

otra funcién ¢y’ = —— que llamamos derivada de la funcién original. Lo que hacemos a continuacién es

definir el operador asociado a la derivacion.
Definicién 4.1 El operador D aplicado a la funcién y, Dy, devuelve la derivada de la funcion: Dy = vy'.

Aplicando el operador D repetidas veces obtenemos las derivadas sucesivas de la funcién:

D(Dy) = D*y=y",  D(D*)=D’y=y", ., D"y=y™.

Como ya sabemos, la operacién inversa de la derivacién es la integracién; parece pues logico definir:

Definicién 4.2 El operador D=1 aplicado a la funcion f(x), D=1f (x), devuelve la funcidén primitiva
(integral indefinida) de la funcion: D' f (z) = [ f (z) dz.

Aplicando el operador D! repetidas veces obtenemos las integrales reiteradas:

n veces

D_”f(x)://f(:c) dx - - -dz.

n veces

Recordemos que la derivacién es una operacion lineal: (Cy f(z) + Cag(z))’ = C1 f'(z) + Cag’(x), por lo
tanto el operador D también serd lineal. Podemos is més alld y definir polinomios en D. Los definiremos
aplicandolos a ecuaciones diferenciales lineales.

Definicién 4.3 Dada una ecuacion diferencial F(z,y,y', ...,y(”)) = 0 definimos su operador diferencial
P(D) sustituyendo cada derivada y*) por su operador DF.

Ejemplo. El operador diferencial correspondiente a la ecuacién diferencial y*) —zy” 4+2e%y' +10y—z =
0 es P(D) = D* — xD? + 2¢*D + 10, de forma que la ecuacién se puede escribir como L(D)y — x = 0.

Veamos ahora algunas propiedades de los operadores diferenciales L(D) que nos servirdn para resolver
ecuaciones diferenciales.

Estudiemos el efecto de los operadores (D + a) y (D — a) sobre la funcién exponencial y = ™.

Teorema 4.1 1. (D+a)e™ = (r+a)e™.
2. (D—a)e™ = (r—a)e"™.

151
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Demostracién. En este caso es fécil ver, derivando, que se cumple:

(D+a)e™ = re™ +ae™ =(r+a)e™

(D—a)e™ = re™ —ae™ =(r—a)e™.

Veamos ahora el efecto de los operadores (D +a) y (D — a) sobre la funcién y = " f(x), donde f(x)
es una funcién derivable cualquiera.

Teorema 4.2 Si f(x) es una funcion derivable cualquiera, entonces
1. (D+a)e f(z) = (D + 1+ a) f();
2. (D—a)e™f(z) =e"(D+r—a)f(z).
Demostracién. Derivando obtenemos:

(D+a)ef(x) = re™f(z)+e™f(z)+ae™ f(x) =" (rf(x)+ f'(z) +af(x) =™ (D +r+a)f(x);
(D—a)e™f(z) = re™f(z)+e™Df —ae™f(x)=¢e"(r+ f'(z) —a) =€ (D +r—a)f(z).

Vemos que los operadores (D +a) y (D — a) aplicados al factor " causan que el factor “pase al otro
lado” y se modifica el operador sumédndole r. Si tenemos un polinomio P(D) que puede descomponerse
en producto de binomios, entonces podemos aplicar reiteradamente este teorema.

Ejemplo. El operador L(D) = D? — 1 se descompone como L(D) = (D — 1)(D + 1), luego para
calcular L(D)e5® cos(z) hacemos:

(D +1)e% cos(z) = (D + 6)cos(x);
L(D)e** cos(z) = (D —1)e**(D + 6)cos(z) = (D + 4)(D + 6) cos(z).

Teorema 4.3 Si L(D) = a,,D" + -+ a1D + ag entonces L(D)e” = e L(1)
Este teorema nos indica el efecto de L(D) sobre la funcidn exponencial y = e*. La funcién exponencial
y = e” viene a ser el “elemento neutro” del operador D, pues De” = e”.

Demostracién. Dado que D¥e® = e”, se sigue que Aplicando esta propiedad a un polinomio L(D) =
an, D™ + -+ a1 D + ag resulta

L(D)e* = (anD"+:---4+a1D+ag)e” =a,D"e” + -+ a1 De” + ape”
= ape” 4+ - +are®+ape” =€ (ap + -+ a1 +ag) =e"L(1).

Si en vez de e® tenemos e y dado que D*e"™ = r¥e®, entonces obtenemos la expresién mas general
L(D)e™ =apre™ + -+ ayre™ + ape”™ =" (apr" + -+ arr + ap) = " L(r).
Tenemos entonces el siguiente:
Lemma 4.4 Si f € C*(I) ya € R (0 a € C) entonces:
1. D™(e* f(x)) = e (D + a)™ f(x).
2. D"(e**) = e**a™
Demostraciéon. Veamos 1. Por induccién:
n=1, D(e"f(z)) =e""Df(x)+ f(x)ae™ = e"*(D +a) f(x)
Supongamos que se cumple para n = k:

D*(e* f(x)) = e**(D + a)* f(x)

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, teniendo en cuenta la hipétesis de induccién para
n = k, y el resultado establecido para n = 1, se tiene

DM f(a)) = DFD(e" f(x)) = D*(e™ (D + a)f(x)) = e (D + )" (D + o) f(2)
(D + )"+ f(x)
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Veamos 2. Por induccién:

Supongamos que se cumple para n = k:

ch (eaZ) — akeam

y veamos que se cumple para n = k + 1. En efecto, teniendo en cuenta la hipétesis de induccién para
n =k y el resultado para n = 1, se tiene

Dk+1(eaa:) _ DkD(eaz) _ Dk(aeaa:) _ a(Dkea:p) — a(akeaa:) _ ak:Jrleaa:.

El siguiente Teorema, llamado teorema bésico de los operadores, nos permite sacar una exponencial
que estd dentro de un operador.

Teorema 4.5 (Teorema Bdsico de Operadores).Si f € C™(I) y L(D) es un operador diferencial lineal y
a€R (0aeC) entonces:

1. L(D)(e* f(x)) = e**L(D + a) f(x). (1.1)
2. L(D)e** = L(a)e**. (1.2)
Demostracién:
1.
LD)(e™ f(x)) = (an(@)D" +ap-1(x)D" " + ... + a1 (2)D + ag () D°)(e** f ()

= ap(x)D"(e* f(2)) + an—1(x) D" (e f(2)) + ... + a1 () D(e"® f(=)) + ao(x)e” f(x)
an(2)e™ (D 4 a)" f(x) 4+ an_1(2)e® (D + a)" ' f(x) + ... + a1 (2)e® (D + a) f ()
+ao(@)e™ f(x)

= e(a,(2)(D+a)" + an_1(z)(D+a)" '+ ...+ a1 (z)(D +a) + ag(z)) f ()

= LD+ a)f(x).

Nota: Para ingresar una expresién exponencial dentro de un operador, utilizamos la siguiente expre-
sién,
e L(D)f(x) = L(D — a)(e™ f(z)) (1.3)

Ejemplo. Comprobar que (D + 2)(D — 2)3(22e**) = 0.
Solucién:

(D 4 2)(D —2)3(z%e*) = **(D +2 + 2)(D + 2 — 2)%2? = **(D + 4)D32* = 0.

Ejemplo. Comprobar que (D — 3)"(e3*2") = nle3”
Solucién:

(D 3) ( 3x n) _ 631(D+3_3)n$n — eBanmn _ n!eb’z.

Ejemplo. Entrar la exponencial dentro del operador: e=3%(D — 1)(D — 3)z
Solucién:

e (D —1)(D —3)x =[D—(=3) —1][D — (=3) = 3])e **z) = (D +2)D(e”*"xz)

3 2

d d
Ejemplo. Obtener la siguiente derivada d—(8631) + Sﬁ(Se?"’”) +20(8¢e%).
Factorizando en esta expresién 8e¢3* y sustituyendo las derivadas por el operador derivada correspon-

diente tendremos: 8 d2
3r\ __ 3 2 3z

Aplicando la ecuacién (1.1) el resultado es:

3

3z d2

5 (86%) + 20(8¢*) = {(3)3 +8(3)%+ 20} (8¢3%) = 952637
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Ejemplo. Obtener la siguiente derivada

Factorizando en esta expresin 8¢ 3% y sustituyendo las derivadas por el operador derivada correspon-
diente tendremos:
& + 8d—2 +20| (8¢7%") = (D* + 8D* + 20) (8¢ *")
dx3 dx?

Aplicando la ecuacién (1.2) el resultado es:

d? &
@(Se—“) + 8@(&3—“) +20(8¢7%") = (D?+8D?+20) (8¢ )

[(—3)3 +8(=3)°+ 20} (8¢3%) = 520e 37

En lo que sigue aplicaremos el operador L(D) a la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales a
coeficientes constantes.

Ejemplo. integracién de ecuaciones homogéneas de coeficientes constantes

Una ecuacién homogénea se expresa como L(D)y = 0. Suponiendo que L(D) puede descomponerse
en producto de binomios (esto es, si el polinomio tiene todas sus raices reales, que pueden ser multiples),
tendremos:

L(D) = ao(D—r)" (D —1r3)" (D —1)™"};
LDy = 0<= ag(D—r)™ (D —ry)"- (D —rp)™y =0.

<

Esta ecuacion se descompone en k ecuaciones:

(D —r)™y
(D —rg)"y =
(D—rg)™y = 0.

—mx

Multiplicamos cada una de ellas por el factor exponencial e , queda:

e (D —ry)™

Yy
e~ (D —rg) 2y

e (D — )™y = 0.

Aplicando a cada una la propiedad 3 las simplificamos y resolvemos:

e D —r)™y = DMe T Py=0= e "y = Qm,-1 ()
e (D —ry)™y = D™e Ty =0= e "%y = Qm,-1(2)
e—%k.r(D _ Tk)mky — Dmke—rkmy =0 = e—rkmy — ka—l (JI) )

donde los Q,,—1(z) son polinomios de grado m — 1, pues entonces la derivada m — ésima serd cero:
D™Q—1(z) = 0. Despejando las y de cada ecuacién y combindndolas obtenemos la solucién general:

Yy=e""Qm,—1 (@) + e Qu,—1 () + -+ % Qum,—1 ().

Ejemplo. Integrar 4"’ —2y" —5y'+6y = 0. El operador es L(D) = D3—2D?—5D+6, lo descomponemos
en producto de factores simples, L(D) = (D—1)(D+2)(D —3), todos con multiplicidad 1, luego para cada
factor el polinomio @ es de grado 0 (una constante), y la solucién general es y = C1e® + Cye 2% + C3e32.
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Consideremos ahora funciones de tipo senoidal y cosenoidal como: sen(azx + b), cos(azx + b), sen(ax),
cos(ax), donde a y b son niumeros reales.

Sea f(x) =sen(ax +b) Aplicando sucesivamente el operador derivada a esta funcién hasta la cuarta
derivada tendremos:

Dsen(ax +b) = % sen(ax + b) = acos(azx +b) (a)
D?sen(az +b) = % sen(ax + b) = —a®sen(ax + b) (b)
D?*sen(ax +b) = % sen(azx + b) = —a® cos(ax + b) (c)
D*sen(axz +b) = dd—; sen(az + b) = a* sen(ax + b) (d)

De las expresiones anteriores se observa que la funcién trigonométrica sen(ax + b) se repite en (b) y
(d) donde D? es sustituida por —a? y D* por (—a?)? = a*.

4.2. Operadores inversos

Dada la ecuacién diferencial L(D)y = f(z), donde L(D) es un operador diferencial lineal de coeficientes
constantes y f(z) es un polinomio o exponencial o seno o coseno o sumas finitas de productos finitos
de las anteriores, es conveniente resolver la ecuacién diferencial por el método de los operadores inversos
(es un método que sustituye el método de coeficientes indeterminados), este método también sirve para
resolver integrales.

Definicién 4.4 Dada la ecuacion diferencial L(D)y = f(z) de coeficientes constantes, definimos el op-

erador inverso L~1(D) como el operador tal que: L=1(D)f(z) es una solucién particular de la

1
- L(D)’
ecuacion diferencial, es decir, y, = L~*(D) f(x).

Nota:
1. L(D)L~Y(D) = operador identidad y L~!(D)L(D) = operador identidad.
2. Solucion general: y =y, +y, = yn + L1 (D) f(z).

Teorema 4.6 Siy1 y y2 son soluciones particulares de la ecuacion diferencial L(D)y = f(z), entonces
estas dos soluciones difieren en una solucion que estd en el nicleo de L(D).

Demostracion: sea y = y; — ya2, veamos que y pertenece al niicleo de L(D).
En efecto

L(D)y = L(D)(y1 — y2) = L(D)y1 — L(D)y2 = f(z) — f(z) =0,

luego y pertenece al nicleo de L(D).

Teorema 4.7 Si L(D) = D™ y h(z) es una funcidn continua, entonces una solucion particular de la
ecuacion diferencial D™y = h(z) es

yp://~~//h(az)d:z:dx~~dmdz

Ejemplo. Encontrar una solucién particular de y” + 4y’ + 4y = e~ 2.
Solucién. Aquf, L (D) = D* 4+ 4D + 4 = (D +2)?, que tiene —2 como una rafz doble; usando (2),
tenemos L” (D) = 2, por lo que L" (—2) = 2, luego

t26—2t
Yp = 9

ax

es;

Teorema 4.8 Una solucion particular de L(D)y = e
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ax

1. yp:m, SZ' L(a);ﬁ()
P ea® )
2, _L(T@ S L(a) —0
Demostracion.
eaz

1. Que yp, = mes una solucién particular de L (D) y = e** se sigue inmediatamente. En efecto:

L(D)yy = L(D) £ = o L(D)e“””:L(a();M:ew.

2. En este caso, comenzamos notando que decir que el polinomio L (D) tiene el nimero a como una
raiz de multiplicidad p significa que

L(D)=6(D) (D~ )", con é(a) # 0. *)

Primero probemos que (*) implica
LW (a) = ¢ (a) p!.

Para probar esto, sea k el grado de ¢ (D), y escribamoslo en potencias de (D — a) :

¢(D) = ¢a)+c1(D—a)+c(D—a)>+--+cx(D—a)"; entonces
L(D) = ¢@D=-a)+c(D-a) +e(D-a) "+ 4o (D—a)™";
LW (D) = ¢(a)s!+ potencias positivas de (D —a); sustituyendo D por a en ambos

miembros se tiene (3)..

Usando L (a) = ¢ (a) p!. podemos probar (2) facilmente. En efecto:

P ed® ea ,
L(D) 70 (a) = I® (a)L(D—i—a)x ,
_ e?” PP
= I (a)¢(D+a)D x
eax
= ¢ (D +a)p!
s@p P
eam
= ———¢(a)p! ="
¢ (a) p! (@)
Note que
¢(D+a)p = (¢(a)+c1D+ - +cpD¥) pl = ¢ (a) pl.
Ejemplo.
Hallar una solucién particular de la ecuacion diferencial (D2 + 1) y = e,
Solucién.

(D*+1)y=e* < L(D)y=e".

Recordemos que
L(D)e* =L(a)e* =e*L(a),

de donde ) e
e
“r = , si L 0.
0" T S Lt@7
Se sigue entonces que
(D2+1)y:€2m Y = 1 6293 Yp = 62:5 >y 21621’
Pop2i Po2 L

1
La solucién general de la ecuacién diferencial es: y (z) = Cy cosx + Cysenz + 562’”.
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Observacién. Si L (a) = 0, entonces L (D) contiene el factor (D — a) digamos p veces. Se sigue entonces

que
L(D)=¢(D)(D —a)", con ¢(a) #0.

para encontrar L (D) primero notar que:
(D —a)? (2Pe*) = e (D + a — a)’ (zP) = e**DP (zP) = ple™®

Por lo tanto,
¢ (D) (D —a)" (aPe") = ¢(D)e™ (D+a—a)’ (a") =¢(D)e" D" (a")
¢ (D) e*pl =pl ¢ (D) e =pl ¢ (a)e™.

ax

o con ¢(a) #0.

En consecuencia )
] TP é(a)

Lb (D) (D - a)"
Teorema 4.9 Dado L(D)y = e** f(x) donde f € C"(I) y a € R (0 a € C), entonces una solucion

particular de la ecuacion diferencial es

axr 1
Yp =¢€ mf($)~

Ejemplo. Hallar la solucién general de (D — 3)2%y = 48z¢e3®.
Solucién: La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada:
(con multiplicidad dos).

(m—=32=0=>m=3

yp = C1e3 + Chxe®®.

Luego
Hallemos una solucién particular y,:
Yp = Lf(:zc) = ¥(48x63””) =483 g = 48€3$L.’E = 48¢3® / / xdxdx
P L(D) (D —3)2 (D+3-23)2 D?
2 3
= 48¢3 / T dr = 4865 L — 833w,

2 6

La solucién general es:

Y =yn+yp = C1* + Coze® + 8z°e>”

Nota: como L(D) = a, D™ + ... + a1.D + ap, entonces su polinomio caracteristico es P,(m) = a,m"™ +

... taym+ agp.
isomorfo al espacio de los polinomios de coeficientes reales y constantes.
Teorema 4.10 (Para polinomios). Si L(D) = D+a, con a # 0 y h(x) un polinomio de grado n, entonces
1 1 D D? D? D* n D"

D+a a
Demostracién. Por la Nota anterior, el operador D + a es equivalente al polinomio m + a y por tanto

son equivalentes.

Por lo anterior podemos afirmar que el espacio de los operadores lineales de coeficientes constantes es

las expresiones racionales y
D+a m-+a

Por divisién sintética se tiene que:
1 1 1 1 m m?> m3 m? nm"
= m|l=-1-—+—=> 3-&-74—“-&-(—1) —+-
m—+a al14 =2 a a a a a a
a
Luego,
1 1 D D? D3 D* n D"
271—*4-72—73‘1'74' -|-( 1) 7“1‘
a a a a a a
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Como h(z) es un polinomio de grado n, sus anuladores son D"t D"+2 . es decir, D"t*h(z) =0
para k=1,2,...
Luego,
1 1 D D?* D* D* D"
hz)==|1-= i )"
D—I—a,(x) a[ a+a2 a3+a4+ +( )a"]()
Ejemplo. Resolver la siguiente integral f zte?*dz.
Solucién:
1 1 1 D D?* D* D*
4 2x _ 4 2x _ 2w 4 2z 4
/“ o= pret = gt = 2[12%223 z]x
— £1,2+D72,D73+D74 1’4
2 2 4 8§ 16
e [, 42® 1222 24z 24
= z[m “ ot ‘s*m} ¢

Teorema 4.11 (Para polinomios). Si L(D) es un operador diferencial lineal de orden n con coeficientes
constantes y h(x) es un polinomio de grado r, entonces una solucion particular de la ecuacion diferencial
L(D)y = h(x) es de la forma

1

Yp = mh(x) = (bo + b1D + byD* + ... + b, D" )h(x),

donde by + b1 D 4+ bsD? + ... + b,.D" es el resultado de dividir

1 1

- =by+bD+byD*+ ... +b.D" +---
L(D) ap +a1D +aD? + ... + a,, D™ 0 + 01D + b2 + ...+ +

Ejemplo. Hallar la solucién general de "' — y = ze®.

Solucién:

“|$

1
Ecuacién caracterfstica: m® —1 = (m —1)(m? +m +1) =0 y sus rafces son m = 1, m = ~3 + —i.

Luego la solucién homogénea y particular son

yn = Cre” + Coe /2 cos <\é§x> + Cye*/? sen (?w) .

1 L1 N 1 - 1
o T s 1" T D11t T Dits3D2+3D+1-1" C D(D2+3D+3)"
1 1 1 e 1 e[l D 2

— x_ - . r_ = d - - 2:7 - = *DQ 2

“D2+3D+3D" 6D2+3D+3/“C 2 D?13D+3 2 [3 379 }x

v 4

La solucién es

y=yh+uyp=Cie® + Coe "/? cos (?w) + C3e%/? gen (?m) + % <x2 — 2 + ) .

El teorema siguiente también es vdlido para la funcién coseno.

1
Teorema 4.12 Sia, L(—a?) y m son reales, entonces:
—a

1. L(D?)sen (axz) = L(—a?)sen (az) .

sen (az) = L(—lag) sen (ax), si L(—a?) # 0.
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1 & 1
3. m Sen (CL.Z‘) = W
factor (D2 + a2) que anula a L (DQ).

Nota. Los resultados 1 y 2 del teorema son vdlidos para el cos (ax).

sen (ax), si L (—a2) = 0, siendo k el orden de multiplicidad del

Demostracion.
Demostremos por induccién sobre n que

D?" (sen (azx)) = (—a2)n sen (ax) .

En efecto, para n = 1, veamos que D? (sen (ax)) = (—a?) sen (ax). Como D (sen (ax)) = acos (azx)

y volviendo a derivar se obtiene D? (sen (axz)) = —a?sen (ax) o sea que para n = 1 se cumple que

D? (sen (ax)) = —a®sen (ax).
Ahora supongamos que se cumple para n = k, es decir, se cumple que:

D?F (sen (azx)) = (—aQ)k sen (ax) .

y demostremos que se cumple paran =k + 1.
Se sigue que:

D) (sen (az)) = D2 (sen (azx)) = D* D? (sen (ax)) = D?** (—a?) sen (ax)
= (—a®) D**sen (az) = (—a?) D* sen (azx) = (—a?) (—a? i sen (ax
(=a”)
= (—a2)k+1 sen (ax) .
Demostremos ahora el primer resultado:
L(D?*)sen (azx) = (ao+axD?+ ayD* + --- + az,D*") sen (ax)
= agpsen (ax) + ayD?sen (azx) + agD* sen (az) + - - - + ag, D*™ sen (ax)
= agsen(az)+ a2 (—aQ) sen (ax) + ay (—a2)2 sen (ax) + - - + agy (—aQ)n sen (ax)

= L(—a®)sen (azx).

Para la parte 2, utilicemos el resultado de la parte 1, L(D?)sen (ax) = L(—a?)sen (ax), aplicamos
L=1(D?) a ambos lados:

L(D*sen (ax) = L(—a*)sen(azx) = L™ (D?)L(D?*)sen (azx) = L~ (D*)L(—a?)sen (ax)
= sen(az) = L(—a*)L ! (D?) sen (ax) = L~ (D?)sen (az) = Sz?—(zf))
1
= L(—a? :
= (D9 sen (ax) ) sen (ax), con L(—a”) #0
Ejemplos.
1. Hallar la solucién particular de (D* — 5D? 4+ 4)y = sen 3z.
Solucién:
1 (32) 1 (32) : (32)
= —/———————sen(3z) = sen (3z) = sen (3z
T Dio5DTid (D2)” —5D2 + 4 (—9)° —5(-9) +4
5 on (30)
= ——sen
T30 Sen (32

2. Obtener: (D? 4 2D — 6) ¢** sen(4x)
Solucién
Empleando la ecuacién (1.8) podemos reducir la expresién anterior a:
(D* 42D —6) e**sen(4z) = €*[(D+2)*+2(D +2) — 6]sen(4x) = e**[D* +4D + 4 + 2D + 4 — 6] sen(4z)
= €**[D? 4 6D + 2] sen(4x)
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Aplicdndole a esta ultima expresién la segunda propiedad del operador diferencial se obtiene:

(D? 42D — 6)e** sen(4z) = €**(—16 4 6D + 2)sen(4x)
= *(6D — 14) sen(4x)
= e* [6Dsen(4z) — 14sen(4z)]
e** [24 cos(4x) — 14 sen(4x)]
Finalmente
(D? + 2D — 6)e** sen(4x) = 24€*” cos(4z) — 14e** sen(4x).
3. Ejemplo. Obtener: (D? + 2D — 6)e** cos(4x).
Solucién.

Empleando la ecuacién (1.8) podemos reducir la expresién anterior a:

(D* 42D — 6)e*" cos(4x) = €**[(D +2)? +2(D + 2) — 6] cos(4x)
= €*[D? 4 6D + 2] cos(4z)

Aplicdndole a esta ultima expresion la segunda propiedad el operador diferencial se obtiene:
(D* +2D — 6)e** cos(4x) = €*7(—16 4 6D + 2) cos(4x)
(6D — 14) cos(4x)

e** [6D cos(4x) — 14 cos(4z)]
e*® [—24 sen(4x) — 14 cos(4x)]

Finalmente
(D? +2D — 6)e® cos(4a) = —24e** sen(4z) — 14€® cos(4x).

Teorema 4.13 Sia, L1(—a?) y La(—a?) son reales, entonces:
1. L(D)sen (ax) = L1(—a?)sen (ax) + D Lo(—a?)sen (ax).

1 B 1
L.(D?) + DLQ(DQ)} sen (az) = [Ll(cﬁ) YD La(—a?)

2. sen (ax) = sen (ax).

1
L(D)
Demostracion.

Notemos en primer lugar que el operador diferencial lineal L(D) = ag + a1 D + asD? + ... + a,, D™, con
an # 0, de orden n con coeficientes constantes se puede escribir como sigue:

L(D) = Ly(D?) + DLy(D?).
En efecto,
L(D) = ag +a1D + aaD* + ... + a, D" = (ag + asD* + ayD* + ...) + D(ay + a3D* + asD* + ...)
y denotando por L;(D?) = ag + asD? + ayD* + ...y Ly(D?) = a; + azD? + a5 D* + ..., se obtiene

L(D) = Ly(D?) + DLy(D?)

L(D) = [Li(D?) + DLy(D?)]sen (az) = L1(D?)sen (az) + DLy(D?) sen (az)

2 az) + DLy(—a?)sen (az) = Li(—a?)sen (ax) + La(—a?)D sen (ax)
)
)

n (
sen (az) + La(—a?) (acos (azx)
n(

|
~

1 se

(
1(
(

1

I
h

)
)
%)
%)

—a
—a
—a

|
~

Ejemplo. Hallar la solucién particular para (D? + 2D + 2)y = € cos (2x)
Solucién:
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1 1
= ————¢e%cos(2z) =¢€" cos (2z
o D?+2D 42 (22) (D+12+2(D+1)+2 (22)
= oy [0 = | gy ost20
= e DZiaD 15 cos(2z) =e (9% + 4D 15 cos (2z
N (22) = o7 [ L D17 (o)
= e D1 cos (22) =" |5 | [ap 1| ©s (2=
[ 4D -1 [ 4D-1
= € _16D2—1:| COS (21’) =€ |:16(—22)—1:| COS (Q:E)
(4D — 1 *
= € T ] cos (2z) = 76—5 (4D — 1) cos (2x)
= —2—5 [-8sen (2z) — cos (2z)] = 2—5 [8sen (2z) + cos (2z)]
Es decir, y, = e [8sen (2x) + cos (2z)].
Ejemplo. Realizar la siguiente operacién
d—B sen(3z +2) + ﬁ sen(3z +2) + < sen(3z + 2)
da® dx? dx '

Factorizando la funcién sen(3z 4 2) y utilizando el operador derivada (D) se obtiene:
(D*+ D* + D) sen(3z + 2).
Al desarrollar se tiene:

[(D*)D+D?*+ D]sen(3z+2) = [(D*)D+D*+D],,__,sen(3z+2)
= [(-9)D+(-9) + D]p2__gsen(3z +2) = (—8D — 9) sen(3xz + 2)
= (—=8D —9)sen(3z +2) = —8Dsen(3z + 2) — 9sen(3x + 2)
= —24cos(3z +2) — 9sen(3x + 2).

Ejemplo. Realizar la siguiente operaciéon

3 2

d d d
s cos(2x — 4) + ] cos(2x — 4) + . cos(2z — 4).
T x T

Factorizando la funcién cos(2z — 4) y utilizando el operador derivada (D) se obtiene:
(D? + D? + D) cos(2z — 4).
Al desarrollar se tiene:

[(D*) D+ D?+ D] cos(2x —4) = [(D?)D+ D*+ D] p2—_4 €082z — 4)
= [(-4)D + (—4) + D] p2__,cos(2z —4) = (=3D — 4) cos(2z — 4)
= —3Dcos(2z —4) — 4cos(2z — 4)
= 6sen(2z —4) — 4cos(2z — 4).

Ejemplos varios

Resolver (D2 +5D + 4) y = e¥ 4+ z2e 2",

Solucién. La ecuacién caracterfstica es: A + 5\ + 4 = 0, cuyas rafces son —4 y —1. Por lo tanto la
solucién de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada es: y, = Ci1e™** + Coe™. Busquemos una
solucién particular i, = y,.

1

D2 D 4 _ 2T 2 —2x _
(D2 48D )y = e 4 2™ = vy = 5 sp 0y

(€2$ + :1:267293) .
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La solucién particular y, se puede escribir como y, = yp,, + ¥p,, donde:
1 2z 1 2 —2x
yp1:D2+5D+4(e ) y pr:D2+5D—|—4(xe )
Se sigue entonces que:
Aplicando el teorema ﬁe” = e, si L(a) # 0.

_; 2x _; ch_i 2x
Y = prispaa )_22+5(2)+4e BETH

Aplicando el teorema L [e®™ f (z)] = e** <L(1)> f(x):

L (D) D+a
1 2 —2x —2x 1 2
= — (%€ = e X
Ypa D2+5D+4( ) (D—2)2+5(D—2)+4( )

L1 e 1 e (D 3D?
= o2 )= 1_9_22(902):_ 2 <1+++"')x2
5 2

—2z 3
- —62 (m2+x+2+0+0+-")»puesD’“x2=0parak>2-

= ¢ ’ x2+x+§ .
2 2

Haciendo la divisién larga y parando en D? se tiene:

D 2
1 1_5_7
1 +D —|—D2 1+D+3DZ
D2 1%2 2 4
N _|_7
2 2
D +D2 +D3
2 4 4
3D? D3
4

Alternativamente, podemos usar la expansion en series

L SV SV S
1—u
para expandir el operador ;:
,_b_D»
2 2
1 B 1
R +D2)
2 2

D 2 p? 3. pt /D D2\?
= 1 —_ _— _— _— _— —_ _—
+2+2+4+3+4+<2+2>+
D 3D D¥® D* (D D2\°
= l+=—+"—+—+="—4+(=+=) +---. Eliminando los términos arriba de D?,
2 4 3 4 2 "2
D 3D?
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Por lo tanto una solucién particular es

1, e/, 3
yp:ym"‘ypzzﬁe T m+x+§ :

Técnica para aplicar a un polinomio Cy + Ciz + - - - Chx®:

1 1
— _(C,+C k) = Cy+C e Ok
L(D)( o+ Cix+ kx) anD"Jran_lD"*l+~--+a1D+ao( o+ Cix+ k.’L’)
1
— Co+C e Ok
a0+a1D+--~+an_1D”_1—|-anD”( o+ Cix + )
1 1
= — Co+Crz+ -+ Crpa®
a01+ﬂD+a—2D2+@D3+~-~+a—”Dn( )
ap ap ao ap
1 f
= a—(1+b1D+b2D2+b3D‘3+-~+kak+~-)(Co+01x+~~-0kxk)
0
1
= a—(1+b1D+b2D2+b3D3+~~~+kak)(CO+Clx+~~~kak)
0

Paramos el desarrollo en D¥. La evaluacién de (1 + 51D +byD? +b3D3 + - + kak) (Co +Cix+--- C;ka)
se hace usando:

Dz? = qz?', D’z =q(q—1)a?? D’19=q(q—1)(¢g—2)z?>, ..., Diz%=q(qg—1)(¢—2)--
DPx? = 0, parap > q.

La expansién del operador puede ser obtenida usando la divisién larga o el desarrollo en series y esta
expansion se usa solo cuando aplicamos a polinomios.
Caso especial.

1 Co
] (CO) = -
D" + a1 D" 1 -+ a1 D+ ag ap

Ejemplo. Encontrar una solucién particular de (D2 +6D + 9) Yy = (x3 + 2:0) e 3%,
Solucién. Usando el método del operador inverso, una solucién particular estd dada por:

Yp = % (953 + 21’) e 3 = ;2 (1}3 + Qx) e 3
D? 16D +9 (D +3)
3z 1 3 —3x 1 3
1

[D} / (2° +2z)de = e [;] ("Zj + 332>
= ¢ / (Z + xQ) dz

—_ e—3;c
—3x

5 3
= 3 <§0 + a;)) , pues D! es el operador integral y D2 (x) es integrar dos veces.
- 6*31 lj + £3
o= 0" 3

Ejemplo. Encontrar una solucién particular de (D? — 2D + 2) y = z2e” cos (2z).

Solucién:

De la férmula de Euler: ¢ = cosf + isend, se sigue que cos(2z) = Re (e"%) y e“cos(2z) =

Re (e(1+207) Aplicando el método del operador inverso, una solucién particular es:

.9
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1

, = Re a2e(120)e }:Re e+2)z z?
Yp D2_20+2{ } [D+(1+2i)]2—2[D+(1+2i)}+2( )

= Re

Ejemplo

|
ol
wf
ol
ol
f
S —
ol
o{-
[
ol b
ol

1+21x 1 (.Z‘Q)
D2 +2(1+2i) D+ (1+2i)* —2D — 2(1 +2i) +2

1+2zz 1 (IQ)
D2+ 2(1+2)D+1+4i—4-2D—2—4i+2

1
(14214) 2
Y (2+4)D— 3—2D<x)}

1 . 1
1+2L)1c 2 _ (1424)x 2
(2—2+4i)D— 5 (@ )}_Re{e D2+4z‘D3(x)}

1
— (27
1,&D,1D2
3 3

1 1 )
(142¢)z 2 _ - (142d)z
i @ )} Req 3¢

3

2
1+21:E 1+<4ZD+1D2> <4ZD+1D2> I

c,om—t

3 3 3 3

47 1

1424 1—1—3ZD+3
1

3

m/\

o (4 \? 8 . .
D*+ (5D +9D+9D+

) 16 81 1
1+21:E 1+3ZD+ D2 9D2+9D3+9D4 :|(Jf2)}

O e e B

c,o\»—l C,o\r—t oo\»—~ c,g\»—n

81 26
[cos (2x) + i sen (2z)] [3: +§l — 9}}

(l?

7N

z? cos (2z) — 2:5 sen (2z) — %6 cos (2x)> .

Encontrar una solucién particular de (D2 +3D — 4) y = 6sen (3x).

Solucién.

(D*+3D—4)y

1

= 6sen(3z) =y, = [DQ—H’)D—ZL

] 6 sen (32)

[D2 T 3D— 4} em} =y =1m {6 [(32’)2 n ;(32') - 4] em}

{

= =Im {6 l T s 32) 41 63”} -+ Aplicando — (1D) " = 7 @ e, si L(a) # 0.
{
-

— =Im

- =Im

0 [ 13+91] Sw} = vp=1m {{(—136;3)3(13;)— 92‘)} em}

—13 —97) .
= [ 3 + 97 (—13 — 0i )} (cos (3x) + isen (3x))}
= yp= 55 Im {(—=13cos3z + 9sen (3z)) 4+ ¢ (—13sen (3x) — 9 cos (3x))}
= yp= 195 (—13sen (3z) — 9cos (32)) = yp = 135 [13sen (3x) + 9 cos (3z)].
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Observaciones:

1. Este enfoque implica manipulaciones de nimeros complejos, que podria ser tedioso. Tenga en cuenta
quei?=-1,i*=1i=-1,. ..

2. Cuando se trata solo de los términos de potencia par de D, uno puede evitar nimeros complejos.

. 1 1
3. Dado que cos Sz y sen Sz estdn relacionados con e??%, al aplicar el teorema L (D) e’ = I(a) e,
cona=1i3 ya®= (i,@’)2 — —32. Por lo tanto, tratando solo con términos de potencia par de D, se
puede idear un método més sencillo como sigue:
S 6sen (3x)
Y= D2y 3D -4 '
1 A
Usando el teorema (D) e’ = me‘”’ con sen (3z) = Im (%37), reemplazando D? con (3i)% = —32.
6 6 6(—13—-3D)
I D7 3p =1 B3 = T3 ap s 80 = T Tapy mi3 —ap) M Y
6(—13—3D) 6(—13—3D) 6(—13—3D) 3(-13-3D)
= W sen (31‘) = m sen (3@') = T sen (333) = T sen (3.’13)
_ 3(—13sen (3z) — 3D sen (3z)) ~ 3(—13sen (3z) — 9cos (3z))
o= 125 Y= 125
3
Y= 12 (13sen (3x) + 9 cos (3z))

Este procedimiento se resume en el siguiente teorema: note que L (D) puede siempre ser escrito como
L(D)=L:(D)+ D Ly (D), asi por ejemplo,

L(D)=3D’+2D*+D+1=(2D*+1)+ D (3D> +1)

Teorema 4.14

1 .
sen (fz) = I (DY +D L, (D9 sen (Bz), sen(Bz) y cos(Bx) estin relacionados a e*.

- L, (_52> +1D Lo (—52) sen (Bx) , se remplaza D? por (iﬁ)z = _/32.

[L1 (=5%) = D L (=5°)]
(=5

L(D)

[Ly (- )+ D Ly (-5 )] Ly (_ﬂz) "D L, (_52)} sen (fx)

)

[Ly (—6%) = D L,

[L1 (-5%)]

Ly (—ﬁz) sen
[

?)]
5 sen (Bz
P () -
DLg( Bz)sen (Bx)

(-8%) [L2(-82))°
) sen (Bz) ﬂLg( B%) cos (Bz)
Ly (-

5"

Si [Ll (752)]2 + 52 [Lg (fﬁz)] = 0, use el teorema siguiente:

(Bz
]
)sen(ﬁx ( %) Dsen Bm
]2
(

Teorema 4.15 Si L(a) =0, L'(a)=0, L’(a)=0,.. LPY(a)=0, L® (a)#0, es decir, a
es una ratz de multiplicidad p de la ecuacion caracteristica L (\) = 0, entonces

e¥”’ = ———aPe".
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Nota. Se calcula la derivada de orden p de L (D), y se reemplaza D por a, multiplicando este resultado

por xP.

Resultado similar se tiene para

L(D)

cos (Bz). En efecto:

1
L (D)
1

sen (fz) = cos (Bz), sen(Bz) y cos(Bz) estdn relacionados a %,

L, (D?)+ D Ly (D?)
= I (—ﬁz) —|—1D L (—ﬁ2) cos (fz) , se remplaza D? por (zﬂ)2 = —p2.
: L1 (6) ~ D L ()] o

[L1 (=) + D L (=5%)] [L1 (=5%) = D Lo (=5%)]

LCP) =D L CH_ ooy (50
(L1 (=5%)]" = D? [L (-57)]
Iy ( BZ) cos (Bz) — D Lo (—52) cos (fBz)
[ "= (=8 [L2(-8")]
5 (Bx) — Ly (—B%) D cos (B)
]2
(

—~

2 (-8)]°
)

sen (Sz)
8))°

) cos Bx) + /BLQ ( —32
Ly (-

No es aconsejable memorizar el resultado del teorema 3, sino tratar el teorema como una técnica para
encontrar una solucién particular correspondiente a una funcién sinusoidal.

Ejemplo
1
Evaluar y, = {D2—4D+3} [e” (2sen 3z — 3cos 2z)] .
Solucién.
= || [e* (25en 3z — 3cos22)]
Yo = |pa_apgg|le” (2sendz —3cos2e
. 1
= e 5 (2sen 3z — 3cos 2x)
((D+1)*—4(D+1)+3
.| 1
= e DQ—QD} (2sen 3z — 3 cos2x)
N 1
= e =S (2sen3z) + —2%)-2D (—3cos2z)
[ -2 3
_ x 25 _ ) o7 . 59
e _—9—2D( ben3$)+_4_2D( 3 cos x)} e [9+2D (ben3m)+4+2D (cos 2x)
[ —2(9-2D) 3(4 - 2D)
= €* 3 2
“|or2p) 0 —20) ®"3) T Gapya - 2p) (%)
[—2(9 — 2D) 3(4—2D)
€ 1109 (sen3z) + (16 —4D2) (cos 2x)
[ —2(9 - 2D) 3(4-2D)
= R [ S — B E—— 2
e Bi—1(9) (sen3z) + (16 — 4(=1)) (cos 2x)
o [—2(9sen3x — 6cos 3x) n 3 (4cos2x + 4sen 2x)
- 117 32
.| 3
= e —39(3S61’13$—20083$)+8(COSQ$+S6D2$).:|
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Resolver (D2 +6D + 9) y = T2sen” 3x.
Solucién. La solucién de la ecuacién lineal homogénea es: yj, = (Cy + Cax) e =32,
Usando identidades trigonométricas se tiene:

1 — cosb6x
2

1+ cos 12x)

2
72sen3z = 72 (sen®3z)’ = 72 < ) — 18 (1 — 2cos 6z + cos? 6z)

= 18 <1—2€0s6x+ =27 — 36 cos6x + 9cos 12x.

[D T 6D 9](27 36 cos 6z + 9 cos 12x)

1

} (cos 6z) +9 [D+6D+9

} (cos 12z)

} (cos6z) + 3 [ } (cos 12z)

= 3-12 ] (cos 12x)

| costir) +3 | cosi2a)

= 3-12

1
2 -
[D +6D+9](7) 36[D2+6D+9
27 1 1
= (9) { 6D T 9} (cos6x) + 9 [—122—1—61)—1—9} (cos12x)
27 1 1
ik _ 512
( 9 ) {GD 27} (cos6z) +9 {—135+6D} (cos 12)
= 3ot feos6a) 43 [ ] (cos 122)
= 359 cos 6 55 a5 | (cos122
[ (2D +9) (2D + 45)
= 3-12
(2D —9)(2D +9) (2D — 45) (2D + 45)
[(2D +9) (2D + 45)
1Dz g1 643 | G pr o005
_ 4| eD+9) (2D + 45)
N | 4(—62) — 81 (4 (—122) — 2025)
[(2D +9) (2D + 45)
— —_— 12
o (cos6z) + 3 5601 (cos12x)
B [ (2D cos 6x + 9 cos 6) (2D cos 12z 4 45 cos 12)
= -l | —225 3 2601
[(—12sen6x + 9 cos 62) 43 (—24sen 12z + 45 cos 12z)
—225 2601

= 3-12

1 12 1
= =3- %senﬁx—i—%cosfix—i—%senwx— %cosl?x

4.2.1. Ejercicios

—_

1
. Evalie y, = ———e**.  Respuesta y, = g e

. Aplicar el siguiente operador

1 2z

(D-2)

1
. Resuelva (D? +4D +13)y = e **sen3z. Respuesta y, = gze’h cos 3.

1 2z
. Aplicar el siguiente operador me% Respuesta: 6472.
Aplicar el siguient d ! ¢ Respuesta: ¢
icar el siguiente operador e espuesta
P & P D3 +4D2? +5D + 2 P
1
. Aplicar el siguiente operador DT iD’ 12 senxz  Respuesta: —senz.
1 x2

D5 4+ 8D3 + 16D COos (2$) ReSpueStai —674 sen (21‘)

2sen (2z) + 3 cos (2x)
13 '

Aplicar el siguiente operador cos (2¢)  Respuesta:

D+3

167
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1
D24+2D+3

1 ze?® 6
xze?®  Respuesta:

D2+2D+3 ST 121°
1
“6D2 1+ 4D + 2

8. Aplicar el siguiente operador e Tsenx Respuesta: e senz.

9. Aplicar el siguiente operador 2z

1
10. Aplicar el siguiente operador (332 + 62 + 8) Respuesta: imQ + x4+ 9.

1

Ejemplo. Calcular m%

Solucién.

1 t

et 1 _ 1 1,11
o —e - et =
D2 -2D+1t (D+1) _2(D+1) +1t  D?241+2D—-2D—-2+1t D2 ¢
1
Aplicando la definicién ef— = = ¢ [ (f dt> [(Int)dt = €' (tInt —t) = te' (Int — 1), la
iltima integral se hace por parteb.
Ej lo. Calcular —————t2e?.
jemplo. Calcular —5—>——t%
Solucién.
1 262t — g2t 1 2 = 2t 1 /2
D2—-D -2 (D+2)2—-(D+2)—2 D2 +3D
1 1
Para calcular th se recurre a la siguiente técnica de desarrollo en serie de D) en potencias

crecientes: dividimos 1 por L(D) para obtener un cociente C(D) y un resto R(D) que tenga grado superior
al polinomio ¢2, o sea, grado superior a 2:

1 | 3D 4+ D?
-1 _lD Ip _1+iD
3 9 27
oD
13 1
-D —D?
3 +9
1D2
9
Lo L s
—5D? =D
s
27
1, 1 1 1,
Obtenemos C(D):§D —§+?7D, R(D):—2—7D,osea,
1
—_—_D3
1 1 1 1
— = (=D '+ D)+ 2.
3D 1 D? (3 o 27 )+3D+D2

Ahora lo aplicamos al polinomio ¢2, teniendo en cuenta que D3t?> = 0 ya que la derivada es de orden
superior al exponente:

1
——D3 1 1342
1 2 1 11 1 27 2 1 2 1, 1 2 (ﬁD t )
— |t = D ——-—+—D + —=2L_t* = — | t°dt — =t —Dt* — =L~
{3D+D2} <3 + 27 ) 3D + D? 3 9 + 27 3D + D2
1 2 2 0 1 2

= — -4 - = — 24+t
o o T 3oy -9 o Yoz

Nos queda:

1 1 1 2
262t — 42 _ o2 12 =2t [ 42 t
[D?—D—J ¢ “ |D2+3D “\9v 9"t
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En general esto sucederd siempre: el resto de la divisién 1/L(D) anulard el polinomio, y no es necesario
calcularlo cada vez.

Ejemplo. Encontrar una solucién particular de y” — 2y’ = (22 — 22 + 1)e™*.
Solucién. Planteamos la ecuacién con operadores D:

(D?* —2D)y = (z* -2z + 1)e " =y, = [D(D1—2)} (% — 2z +1)e”®

Aplicamos primero la propiedad 5:

{D(Dl_z)} (22 —2z+1)e " =e " (D_1)2i2(D_1)](x2—2x+1)= [D !

2
—_ -2 1
2—4D—|—3:|(x .’]9+)

Ahora dividimos m en potencias crecientes de D hasta obtener un resto con grado superior a 2,

ya que el polinomio Q(t) en este ejemplo es 2? — 2z + 1, obtenemos:

1 3—4D + D?
) 4 1

D --D? S4+-D
1_3 i{; 3+9
§D —§D2
4 4 .
—-D +—6D2 D3
3 9 3
Entonces:
1 ) 1 4 ) 1, 4 1, 2 5
— (@ -22+1)=(-+-D — 24+ 1) = (2~ 2+ 1)+ (20— 2) = —22 + 2 — o,
D2—4D+3($ r+1) <3+9 )(m z+1) 3(32 T+ )+9(x ) 3% 5%

3 9 9
Si el término de la derecha de la ecuacién es una suma de términos de la forma e™Q(z), aplicando

el principio de superposicién de soluciones de las ecuaciones lineales encontramos una solucién particular
para cada término, y las sumamos todas.

Ejemplo. Encontrar una solucién particular de y” — 2y’ = (2? — 2z + 1)e™* + ze*.
Tenemos P(D)y = F(z)+G(x), separamos dos problemas, el primero es (D?—2D)y = (22 —2z+1)e~*
que hemos resuelto en el ejemplo anterior; el segundo es (D? — 2D)y = ze?*. Procedemos como antes:

1 2 5
y la solucién particular buscada es y = e™* <$2 + —x — )

1 1
(D* —2D)y = ze*® =y = [2D)] (xeh) = x

(D? - (D+2)°—2(D+2)

2x 1 2z 1 1 2x
e - — | T =¢€ Tr = —zxe.
D2 —-4D +3 3 3

En la divisién m hemos aprovechado la del problema anterior, pero ahora es mds corta, pues el

polinomio Q(x) = x es de grado 1:

1 3 —4D + D?
4 1

-1 +4-D —:D?
:3 3 3
D  —-D?
3 3

Superponiendo las dos soluciones encontradas, obtenemos la solucién particular requerida:

=e T ? le—i—gx—? +15E62z
v= 3 "9t Tg) T3
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4.3. Generalizacion a otras ecuaciones

El método que hemos visto se puede generalizar a ecuaciones con el término de la derecha distinto de
e"Q(z), e incluso se puede aplicar a ecuaciones con coeficientes variables. Ademds, el factor exponen-
cial e también puede generalizarse con exponentes imaginarios e*"”; en este ultimo caso aplicando la

propiedad 1 se cumple que _ _ _
L(D2)ezm: — ezrzL((iT)Z) — ezrmL(_TQ).

Usando la identidad e'"® = cos(rt) + isen(rt) en la expresién anterior, e igualando partes reales e
imagnarias, obtenemos una nueva propiedad del operador D:

L(D?) (cos(rt) +isen(rt)) = L(D?*) cos(rt) + L(D?)isen(rt) = e L(—r?)
= L(—r%) cos(rt) + L(—r?)isen(rt)

Lo que implica que
L(D?) cos(rt) = L(—r?) cos(rt); L(D?*)isen(rt) = L(—r?)isen(rt)

Ejemplo. Empleamos exponentes complejos para simplificar la siguiente expresién:

;tet cost = et#tcost =¢e'Re L te'
D2 —2D +2 D% +1 D% +1
. 1 , 1
= ¢'Re|e’——F—t] =¢'Re <e”t>
(D +i)* +1 D2 +2iD
donde el stmbolo Re significa “parte real de...”; ahora dividimos:
1 2iD + D?
1
-1 —=D —D!
4%2'; 24
——D
29
entonces:
i 1 P — t
e' Re (e‘twt) = ¢'Re (e‘t%D_lt) = e’ Re {( Ssn + %cos t) D_lt]

—sent 12
et< SQen )/tdt:—4etsent.

1. Resolver y"" — 2y’ = (23 — 2z + 1)e™".

4.3.1. Ejercicios

2. Resolver 3" — 2y = 22 — 5.

3. Resolver y” — 2y’ + 2y = €” cos(z) usando exponenciales complejas para representar la funcién
coseno.

Ejemplo. Hallar una solucién particular de (D2 + 1) y =sinzx.

Solucién: Utilicemos el operador inverso:

(D2+1)y:sinx:>yp: sinx.

1
D?+1

Como al reemplazar D? con —1, L(D?) = 0, utilizamos el resulatado

sinz,

1
yp = xL/(DQ)
y dado que L(D?) = D? + 1, se sigue que
L'(D?*) =2D.
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Luego
. . . 1 / .
= r———sinz=z——sinz = -—zx—sinx =z [ sinz
Y L'(D?) 2D 2D 2

= —jzcosz.

Verificacién:
2 2 1 Lo
(D*+1)y, = (D*+1) —gTeosz | =—o (D*+1) (zcos )

1
= -3 [xcosz 4+ D (cosx — xsinx)]

1
= ——[rcosz —sinz —sinz —xcoszx] = ~3 [-2sinz] = sinz.

Ejemplo. Hallar una solucién particular de (D? + 1)3 y = sinz.
Solucién: Utilicemos el operador inverso:

(D2—|—1)3y:sinxﬁyp: 3 sinw.

(D2 + 1)

Como al reemplazar D? con —1, L(D?) = 0, utilizamos el resulatado

3 .
Yp =T mslnx,

y dado que L(D?) = (D2 + 1)3 = DS 4 3D* 4 3D? + 1, se sigue que

L'(D*) = 6D°+12D*+6D
L"(D*) = 30D*+436D%+6
L'"(D?*) = 120D +72D.
Luego
3 1 .
yp = X WSIHI
= x?’; sinx = x‘n’; sin x
B 120D3 + 72D ~ 7 (120D2 +72) D
3 1 1 . 3 1 / i wd
= — = SINT = ——————= 511
12002+ 2D T 1002 172 ) P
1 1
_ 3 _ — _ 3
= P gopz 7 (T eOST) = —¥ pnpa g (€087)
1
_ .3 _ .3
= —=x 01 (cosx) 5% cosz.
Verificacion:
de d* d?
(D6 +3D*+3D? + 1) (:c3 cos :c) = G (az3 cos x) + 3@ (333 cos z) + SE (w3 cos x) + 23 cosz
= 120sinz — 23 cosz — 1822 sinz + 90z cos z + 32> cosx — T2sinz +
+3622 sinz — 108z cos z + 18z cos z — 1822 sinx — 32> cosz + 25 cos
= 48sinz.
Por tanto,

1 48 si
(D6 +3D*+3D? + 1) <48x3 cos x) = SZISDQC =sinzx.
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Ejemplo. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial lineal no homogénea

d*y L dy .
Tz 3 T= 10¢e* (4.1)

Solucién
Solucién homogénea: Aplicando el concepto de polinomio diferencial tenemos:

(D*=3D+2)y=0= (D-1)(D-2)y=0=yi (z) = €" y y2(x) = €™,

son soluciones de la ecuacién diferencial. Luego, el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial
homogénea es: {e%,e?*} y por tanto la solucién homogénea de la ecuacién diferencial es: y, = Cre® +
02621.
- d. . . .
Nota: En L(D) = (D — 1)(D — 2), D significa (D = —), si en la ecuacién caracteristica se conserva
x

esta misma letra, entonces serd considerada como un simbolo algebraico y no como operador derivada;
es decir (D — 1)(D — 2) = 0; por lo tanto 1 y 2 , son rafces de la ecuacién caracteristica.

Solucién particular: empleando coeficientes indeterminados

yp = Ae*”, Y, = 4Ae*, Y, = 16Ae*”.
Sustituyendo en la ecuacién diferencial tenemos:
16Ae™ — 3 (4A4e*) + 2 (Ae™”) = 10e*” <= 64 =10 = A = g
por tanto la solucién particular es: y, = §64I.

Solucién particular: empleando operador diferencial o derivada
De la ecuacién (4.1)

1

1 4x
(D?—3D+2)

(D? = 3D +2)y, = 10 =y, =

Aplicando a esta expresién la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:

b)
_ 764m'

1 1
——————— 10" = —064“” =
(4)"=3(4)+2) 6 3

Yp =

4 T 2x 5 4x
Por lo que la solucién general es: y(z) = Cre® + Cre®* + ge .
Ejemplo. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial lineal no homogénea:

d*y dy 4

— —3—= 42y =10e”"". 4.2
dz? dx +2y ¢ (42)
Solucién
Solucién homogénea: Aplicando el concepto de polinomio diferencial tenemos:

(D* =3D+2)y=0= (D —1)(D—2)y =0.

De donde en el conjunto fundamental de solucién es: {e*,e?*}. Siendo la solucién homogénea: y;, =
Chie® + 02621.

Solucién particular:

De la ecuacién (4.2) se sigue

1
2 _ —4x _ — 4
(D? — 3D + 2)y, = 10e T=>yp_<23 +2)10e v,

Aplicando a esta expresion la primera propiedad del operador diferencial se obtiene:

1 1 1
Yp = E 10674:10 _ 7067432 _ *6749:.
(—4) —3(—4)+2 30 3
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Verifiquemos la solucién particular

1
(D? —3D +2)y, (D? - 3D +2) (36_4””) =10~

1

(—4)* —3(—4) + 2] (3e4$) = 10e%
33—06_4”” = 10e %"
10e™* = 10e %=,

Por lo que la solucién general es: y(z) = C1e® + Coe?® + %e"“.

Ejemplo. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial:
d’y | dy

— +5— + 6y = 20 cos(4x).

dx? + dx +oy (42)

Solucién

Solucién homogénea:

Aplicando el polinomio diferencial tenemos:

[D?* + 5D + 6]y =0 <= (D +2)(D+3)y = 0.

Z e73%1 por lo que su solucién homogénea se presenta

El conjunto fundamental solucién es: {e~?
como: yp, = Cre™ 2% + Che™37,
Solucién particular:

Empleando Coeficientes Indeterminados

yp = Acos(4x)+ Bsen(4x)
y, = —4Asen(4z)+ 4B cos(4x)
y, = —16Acos(4x)— 16Bsen(4x)

Sustituyendo en la ecuaciéon diferencial tenemos:

—16A cos(4z) — 16 B sen(4x) — 20A sen(4x) + 20B cos(4x) + 6 A cos(4x) + 6B sen(4x) = 20 cos(4x)
Agrupando:

[-10A4 4 20B] cos(4x) + [-20A — 10B] sen(4x) = 20 cos(4x).

Resolviendo el sistema: {

Al sustituir las constantes previamente obtenidas se tiene:

—104 +20B =20
—20A—-10B=0

2 4
se obtienen: A = B B=-.

2 4
U =% cos(4x) + E sen(4x)

Solucién particular: empleando el operador derivada.

1
[D2 + 5D + 6]yp =20 COS(4Z‘) — Yp = |:_D2—H")_D—‘r—6:| 20 COS(4Z‘)
Luego
S P 20 cos(4z) = __ 20 cos(4x)
v = |D*15D+6 T D2+B5D 46 po__ 4

1
| =16+ 5D + 6} Do 16

20 cos(4z) = { } 20 cos(4x)

5D — 10
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Multiplicando el operador inverso D 1_ 5 por g i ; se tiene
Yp = {DI—Q] 4 cos(4x) = {1)1_2] <gi§) 4 cos(4x)
= {;ti} 4cos(4x) = [5;&24} D2:7164cos(4x) = [D_;_OQ} 4 cos(4x)
= —% (D +2)4cos(4x) = —2—10 [D4 cos(4x) + 8 cos(4x)] = —% [—16sen(4x) + 8 cos(4z)]
= % sen(4x) — % cos(4x).

4 2
De donde la solucién particular es: y, = = sen(4z) — = cos(4x). Por lo que la solucién general buscada
es:

2 4
y(z) = Cre > + Coe " — 5 cos(4x) + = sen(4x).

Ejemplo. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial:

d’y | dy

T2 + 5£ + 6y = 20sen(4x).
Solucién

Solucién homogénea: Aplicando el polinomio diferencial tenemos:

[D? +5D + 6]y =0<= (D+2)(D+3)y=0.

z e=3%1 por lo que su

De donde el conjunto fundamental solucién de la ecuacién diferencial es: {e~2
solucién homogénea se presenta como: y; = Cie™ 2% + Coe 3%,

Solucién particular:

[D* +5D + 6]y, = 20sen(4z)
[ 1 1
= | |20sen(dz) = |- 20 sen(4
Yp _D2+5D+6] 0sen(4x) {D2+5D+6}D2__16 Osen(4x)
I 1 1
= |— 2 dz) = |——=——=1 2 4
_—16+5D+6}D2=_16 Osen(4x) [5D—10] 0sen(4z)

[ 1 1 . D+2 .
= DQ} 4sen(4z) =4 [D — 2} sen(4zx). MultlphcandoD —5POr Ty S tiene:
1 D+2 D+2 D+ 2
= 4 |:D—2:| |:D T 2:| Sen(4x) =4 |:D2—4:| Sen(4x) =4 |:D2—4:| [ Sen(4x)
D+2 1 1
= 4 ore sen(4z) = —— (D + 2) sen(4z) = —— [D sen(4x) + 2 sen(4z)]
—16 —4 5 5
1
= —x [4 cos(4z) + 2sen(4x)]
4 2
= % cos(4x) — E sen(4x).
. . . 4 2 . L .
Siendo nuestra solucién particular y, = —x cos(4zx) — E sen(4z). Se deja como ejercicio verificar que

efectivamente es una solucién particular.
Por lo que la solucién general buscada es:

4 2
y(z) = Cre™ " + Coe ™ — —z cos(4x) — R sen(4x).
Ejemplo. Determinar la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial: "’ + 6y” + 11y’ + 6y =

8¢%® cos(3).
Solucién
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Solucién homogénea: Aplicando el concepto de polinomio diferencial podemos expresar la ecuacién
diferencial como:

[D3 +6D? + 11D + 6y =0 <= (D +1) (D +2) (D +3) = 0.

De donde el conjunto fundamental de solucién se presenta como: {e~%,e~2% e~3%}; por lo que la
solucién homogénea se expresa como yj, = Cre™% + Coe™ 2% + Cze37.
Solucién particular: Empleando Coeficientes Indeterminados
yp = Ae** cos(3x) + Be** sen(3z).
y, = A[=3¢sen(3z) + 2¢°” cos(3x)] + B[3e*” cos(3x) + 2" sen(3z)]
yy = A[-5e*" cos(3z) — 12e*" sen(3x)] + B[—5¢*" sen(3x) + 12e** cos(3x)]
yy' = A[—46¢>" cos(3x) — 9¢** sen(3z)] + B[—46¢>" sen(3x) + 9¢** cos(3z)]

Sustituyendo en la ecuacién deferencial:
[~48A 4 114B]e*” cos(3x) + [~114A — 48 B]e** sen(3z) = 8¢** cos(3x).

Resolviendo el sistema:
{ —48A+114B =38

—114A—-48B=0 "’

. 32 7 ., . _
se tiene: A = 1975 y B= 275 por lo que la solucién particular es:
32 2z 2z
U= ~1575¢ cos(3x) + 1375¢ sen(3z)

Solucién particular: Empleando las Propiedades del Operador Derivada
(D? +6D? + 11D + 6)y, = 8¢>* cos(3x)

Aplicando la tercera propiedad del operador derivada

1 1
= 8cos(3z) = 8e** cos(3x
v [D3+6D2+11D+6} (82) (D+2°%+6(D+2>*+11(D+2)+6 (82)
1
o 2x
= 8 {D?’ +12D? + 47D + 60} cos(3z)
Aplicando la segunda propiedad del operador derivada
Yy, = 8e** _ ! cos(3x)
» | D (D?) +12D? 4 47D + 60
[ 1
= 8 3
Yp “ |C9D+12(-9) +47D+60] cos(32)
[ 1
= 8 3
Yp ¢ _(—9)D+12(—9)+47D+60] cos(32)
L1
y]? = 862 38D—48:| COS(3I’)
38D + 48
Multiplicando por m se sigue:
1 1 38D + 48
= 8¢ | ————| cos(3z) = 8e** (3
Yp “ 38D —48] cos(3z) = 8 [38D —48] [38D+48] cos(3z)
38D + 48 38D + 48
= 8 | — 3r) = 8¢** 3
© |1444D2 = 2304} cos(3z) = 8e [1444(—9) . 2304} cos(3z)
. 38D + 48 8 4
= 8 3r) = —————e** [38D + 48] cos(3
“ 1444 (—9) - 2304} cos(3) = ~{ggpp¢ 138D + 48] cos(32)
8
= - 1530062”’” [—114 sen(3x) + 48 cos(3z)]
S e** sen(3z) — e** cos(3x)
- 1275 1275 '
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Por lo que la solucién general buscada es:

32
1275°¢

% sen(3x).

76
2 .
cos(3x) + 1375 ¢

ylx) = Cre ™™ + Chre ™2 4 Cqe™3"
Ejemplo. Determinar la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial:
y" + 6y + 11y’ + 6y = 8¢** sen(x)

Solucién
Solucién homogénea: Aplicando el concepto de polinomio diferencial podemos expresar la ecuacién

diferencial como:

[D3+6D>+11D+6ly = 0
(D+1)(D+2)(D+3)]y = 0

Cuyo conjunto fundamental de soluciones es: {e~%,e~2% 737}, Por lo que la solucién homogénea

tendrd la forma:
yp = Cre " + Che 2% 4+ Cqe ™3

Solucién particular:
(D3 +6D*+ 11D +6)y, = 8e* sen(w)

1
— 8 2x
Yp [D3 +6D2+ 11D + 6)] ¢ sen(a)

Aplicando la tercera propiedad del operador derivada

1
y, = 8" = y sen(x)
(D+2)"+6(D+2)"+11(D+2)+6)
1
o 2T
= 8 [D3 12D + 47D + 60} sen(z).
Aplicando la segunda propiedad del operador derivada
Yy, = 8e** _ ! sen(zx)
P | D2D +12D2 4+ 47D + 60
[ 1
= 8 2x
© |COD+12(-1)+47D + 60} sen(z)
I 1
_ 2x
= 8e 6D+ 18 48} sen(x)
46D — 4
Multiplicando por H se sigue:

[ 1 46D — 48

_ 2x
v = 8T BT 48} (46D - 48) sen(z)
46D — 48 46D — 48

o 2x _ 2x
= B _21161)2—-2304]Sen(x) 8¢ {2116(—1)——2304 sen(a)

[46D — 48 8e?”
_ 2z — _ _
= 8e a0 } (x) 1490 (46D — 48) sen(x)
= — st [46 cos (z) — 48 sen(z)]
S 4420
_ 92 2x 96 2x
= 105 €08 (z) + Ti05 ¢ sen(z).

96
2x 2x
e** cos (x) + Ti05 ¢ sen(x).

Es decir, y, = — 1105
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Por lo que la solucién general buscada es:

- . 9 .
y(x) = Cre™ + Che " 4 Cze™3® * cos () + e** sen(x).

_92
1105
Ejemplo. Obtener: (D3 + 8D? + 3D + 2)z%e2®.

Solucién
Se tiene:

(D® +8D? + 3D + 2)z°e* = €** [(D +2)> + 8(D +2)* + 3(D +2) + 2| 2°
Desarrollando:

e*[(D? 4+ 6D? + 12D + 8) + 8(D?* + 4D +4) + 3(D +2) + 2J2* = ¢€**[D? 4 14D? + 47D + 48]z>
e**[D*(2?) + 14D?(z%) + 47D(2?) + 4827
e**[28 4 94z + 4827

Reacomodando se tiene:

[482% + 94z + 28] €**

Ejemplo. Obtener la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial (D2 —2D + 2) y = 8ze®.
Solucién
Solucién homogénea:

(D> -2D+2)y=0= [(D*-2D+1) +1]y=0= [(D—1)2+1}y=0~

Las raices de la ecuacién caracteristica son 1 + 4, 1 — ¢. Luego una base del espacio solucién es.
{e* cosz,e”senz}. la solucién general de la edo homogénea es: yj,(x) = Cre® cosx + Cae” sen .
Solucién particular empleando propiedades del Operador Derivada:

(D2 —-2D + 2) yp = Sxe”

Por lo tanto
Por lo cual la solucién general es

y(x) = Cre” cosx + Cae” senx + 8xe”.
Ejemplo. Encontrar la solucién de la siguiente ecuacién diferencial (D? + 4D + 4)y = te3 cos(2t).
Solucién
Solucién homogénea:

(D?* +4D +4)y =0 = (D +2)*y = 0 = y;, = Cre " + Cate .

Solucién particular, empleando propiedades del Operador Derivada.

(D2 + 4D + 4)y = teBt COS(Qt) — yp = mt63t COS(2t)
1 3t 3t 1
= ——te"cos(2t) =e¢ t cos(2t
o D2 +4D +4 (@t) (D+3)>+4(D+3)+4 (26)
1
= M tcos(2t)

D2+ 10D + 25
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Aplicando la tltima propiedad:

CAPITULO 4. METODOS OPERACIONALES: OPERADOR D

y, = e - tcos(2t) = t+ — dy__ 1 cos(2t)
p D2 + 10D + 25 dD ) D> + 10D + 25
i 1 d 1
3t
= = ) cos(2t) + = [ ) cos(2t
“ | <D2+1OD+25> cos(20) + 75 <D2+10D+25>COS( )}
[ 1 2D + 10
3t
= t =) cos(2t) — 2t
N (D2+1OD+25>COS( ) (D2 + 10D + 25)° cos( )]
[ 1 2D + 10
3t
= e’ |t| ————— ] cos(2t) — cos(2t
i <—4+10D+25> (21) (—4 +10D + 25)° ( )1
[ 1 2D + 10
3t
= € t| ——— | cos — ———~cos(2t
i <10D+21> (21) (10D + 21) ( )1
i 1 2D + 10
3t
= t(——— ) cos(2t) 2t
“ | <10D ¥ 21) €os2) = 15002 + 420D + aa1 )]
i 1 2D + 10
3t
= t 2t) — 2t
“ | <1OD n 21) €os(20) = 350 (=) + 420D 1 441 )}
] 1 2D + 10
3t
= t| ——— 2) — —— 2t
“ | <10D + 21> cos(20) = 1o0p 4 a1 < )}
10D — 21 420D — 41
Al multiplicar por ———— y por ———— :
10D — 21 420D — 41
2D + 10
3t
= 2) — 1 cos(2t
Up ¢ 10D + 21> cos(2) = 1o0p + a1 < )}

10D —

2D+ 10

= |t cos(2t) — 420D — 41 cos(2t)
10D + 21 10D — 21 420D + 41 420D — 41

3t
- ¢
€ 100D? — 441

10D —-21
— 441

= e3tt

100 (—
10D —
—841

_ e3t t

§
(oo
< 10D —21
(e -m
(e

Desarrollando

841

20 21
yp = t@gt <&41 (2t) + — COS

Agrupando y simplificando

‘ 21
3t
— —t —
e {(841

Ejemplo

Calcule una solucién de L (D)y = z?senx, donde L (D) =

) cos(2t) —

130
24389

) os(2t) — <840D2 +4118D — 410) cos(2t)}

176400D2 — 1681

) cos(21) — <84O (—4) 4+ 4118D — 410) Cosm)}

176400 (—4) — 1681
4118D — 3770
(—707281 >cos(2t)} .
8236 3770
2 en(2 (2
( t)> <707281 n(2t) + 7o72s1 ¢ t>>

284
24389) Sen(2t):| .

20
) cos(2t) + <841t -

(D2 +1)%.
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Solucién.

L(D)y

Yp

Observacion.

Yp

z?senz = (D2 + 1)2y =2%senz

1 1 .

h2 . 102 z?senz = —_— 22 Im (e“‘)
(D2 +1) (D2 +1)

_ 1 2 1T iz 1 2

L(D*+1) ((D+i)2+1>

- , | 1
Im (em) 2332 = Im (ezm) 72.%2

L (D2+2iD—1+1) (DQ-"-QZ'D)

. 1 ) 1
I wy - 2 :I ir 2
m(e)DND+mFE mke)D%m+MD@x}

[ 1 1 1
I v 2 :I w\ _~ - 2
" )(D2+4@'D—4)D2x] m[(e ) e (D2+4z’D—4)x}
I L [ —— ] 7D2 2 =1 AN R 2 09
Hl_(e ) 7 < 171716 ) v ] ”1[(6 ) b2 ( 7 5 16 )>}

[ T 1 1‘2 T 3 iz 1 IE2 1r 3
e e )D2<42+8)}‘m{(6 )D</<42+8)dx)]

[ iy 1 @ ix? 3 iz 3 iz? 3
() 5 (-5~ T ge)| = e [ (5T e) @

iz a* i 3 5 . xt iz 3

Im _(e ) <48 - §+Ex )] =Im [(cosx+zsenx) (48 — E+ 1655 )]

Im

{[G-%)

n 23 i 3 5 af z3
cosT+ —senx| +i || =2 — — |senx — — cosx
12 16 48 12

ixQ—ﬁ Senx—x—scosx
16 48 12 :
1 —4 +4iD + D?
1 +iD +1D2 L 'D+ 3D2
_ ; 1 i, 3
| 4 1" T16
+iD 4 D?
—iD —D2 +%D3
—EDQ +%D3
3 3
*DQ —*'D3 _7D4
1 1 16

D2+ 4iD—4 4

1

i at] o (1 35\ 2!
Im[@ )(D2+4iD—4)12}_Im[(e )<_4_4D+16D>12]

1 1

1
— ~iD+ —D?+ -iD? — 2 pe +0

1 3 5
A T 64 ()

Hallar la solucién general de la edo y"”" +2y” +y = (22 + 1)sinz + (2 — 4z) cosz

Solucién.

179

y" +2y" +y = (2z+ 1) sinz + (2% — 42) cosz <= (D> +2D? + D)y = (22 + 1)sinz + (2 — 4z) cosw
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La solucién de la ecuaciéb diferencial lineal homogénea asociada es:

(D*+2D*+ D)y 0= D(D*+2D+1)y=0=D

= yp =C1 4+ Coe™ + Cyze™™.

Busquemos una solucién particular y, usando el operador inverso.

(D*+2D*+ D)y
(D*+2D*+ D)y

(2z + 1)sinz + (2 — 42) cosx

Se sigue entonces que:

1 i 13
yp = —D3+2D2+D(2x+1)1m(e )+(x2—4x)Re(63)
I L (22 4+ 1)e™| + Re L
= Im|—4——"——— (2 e _
Yp D3 +2D2 + D D3 +2D2 + D
‘ 1
yp = Im|e” 3 2 — (22 +1)
(D+49)°+2(D+19)"+(D+1)
‘ 1
+Re |e® — — — (2% — 4z)
(D+30)° +2(D+3i)" + (D + 3i)
Im |e™ ! 2z +1)
= Im
Y C D3y (2+3)D - (2-4i)D—2 "
. 1
R, 3T i 2_4
+ e{e D3+(2+9i)D27(267121')D718724i(x 37)]
1 /1
Yp = Im{e”” —2+<2—i>D} (2x+1)}+
. 12 73 11 659
PR N e R R 1D oYY
+Re{e [ (50 75Z> (2250+125Z> +<625 67500
T 1
= Im{e”" —2(2z+1)—|—<2—i) (2)]}4—

3
9250 T 125"

) (2* —4z) — (

1
Im{(cosx+isinx) [—x— 3 +1 —22} } +

. [ 1 2 9 47 3 .
+Re{(c053w+zsm3x) _— (50 — 75z) (sc —4m) - (2250 + 55@
1
= Im{(cosz+isin:c) {:chQQz}}Jr
. 1 2\, T3
\ X Y — A7) — 42
+Re {(cos 3z + isin3z) _ (50 75z) (z ) (2250 + o5l

1 1
Im{ {(—x—&— 2) cosx—f—ZSinx} +1 K—x—l— 2> sinx — QCOSCU} } +

+Re {(cos3x+isin3x) [— ( ) (a® - da) — ( 47 3

2250 ' 125
Una solucién y,, es (fx + %) sinx — 2cosx.

CAPITULO 4. METODOS OPERACIONALES: OPERADOR D

(D+1)%y=0

—

(22 +1)Im (em) + (w2 _ 433) Re (61‘31-)

(a2 — 4z) eisw}

|

z) Dﬂ (2 — 4x)}
) e+ (

L) o]

625 67500

11 659

) (2z—4)+ <625 T 67500
11 659

% —4) 4 [ oo = 220

>( T4+ <625 67500
11 659

) (2z—4)+ <625 T 67500

o
o
o)
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1 1 (1 5 701
= —4|(=—i)D+(1+%i)D*-(-—-=i|D?
D3+ (2+3)D2— (2—4i) D —2 2+<2 Z) +< +4Z> (4 22)

+<; >D4+O(D5)

1 1 , 47 3
D3+ (2+9i)D2— (26 —12/))D — 18 — 247 (50 75> (2250+125>
11 659 3133 63
_ ; D2 T Y s D3
* (625 67500 ) N <1012 500 625OZ>
123 1351 5
- - i | D* D5
(25000 30375001> +0 (D7)
cosx+isinz) | —=2x+1)+(=—17)(2 = (cosxz +isinz x—|—§—2i
2 2
. 12 3 11 659
Re{(cos?)x—i—zsm?)x) [— (50—751) (2250 2)(2x—4)+<(325—m1> (2)}}
. 1 2 11 659
. 1, ., 47 2, 3 1318
~ ~ —— (2? —4z) — —— (2 —4) + — = (2 —dx) — = (22 —4) — ——
(cos 3z +isin 3z) [( 50 (7~ 40) — g5 (22 )+625> “(75 (v — o) = 15 (22 =) = 57
1, ., ) 131
< 50 (77 —4%) — 555 ( )+625) cos 3z (75 (v — o) = o ( ) 67500>Sl 57

1, A7 22 2 3 1318 \ |
o (a? —dw) - (2w 4) 2 de) - (2 d) -
( 50 (07 —42) — 595 (22 )+625) cos 3 (75 (#% —d2) = 55 (22 —4) 67500)8”13”5

Lo 4 04 . 188 22 ; 2 , 8 6 12 118 .
L, 4 188 22\ . (2. 8 6 12 1318\ .
500 500 2250° 2250 ' 625) ST T\ 75T T 75t T 1257 T 125 67500/ 00T

1, n 4 94 vt 188 n 22 3 2 5 8 6 12 1318 1\ . 3
—— — = oot o o83t — | o — 2T~ =T — o — oo | sindw
50 2250 2250 625 5 75 125 125 67500

! 24 —43 + 068 cos 3z — 3362 — ﬁx _ 389 sin 3z
T507 T 11257 T 5625 75 375 33750

Teorema 4.16 Sean L(D)y = hi(x)+i ha(x) Y Yp = Yp, +1 Yp, €5 una solucion particular de la ecuacion
diferencial anterior, entonces yp, es la solucion particular de la edo. L(D)y = hi(x) y yp, €s una solucion
particular de la edo. L(D)y = ha(x).

Demostracién. En efecto, como y, = y,, + % yp, €s una solucién particular, entonces satisface la
ecuacion diferencial: L(D)y = hy(z) + tha(x); es decir,

L(D)yp e hl(ZU) + 1 hz(l‘)
LD) (yp, +iyp,) = ha(x) +i ha(z)
L(D) (yp,) +i L(D) (yp,) = ha(x) +1 ha(2).

Igualando la parte real tenemos
L(D) (yp,) = ha()

es decir, y,, es solucién particular de L(D)y = hq(x)
Igualando la parte imaginaria tenemos

L(D) (yp,) = ha(),
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es decir, y,, es solucién particular de L(D)y = ha(x)

Ejemplo. Aplicando este 1ltimo teorema, hallar una solucién particular de la edo (D?+a?)y = "% =
cos (ax) +1i sen (ax).
Solucién: observe que como

L(D) = D* 4 a® = L(—a®) = —a®> + a®> = 0,

entonces procedemos como sigue:

1 1 . ) 1
— . — axr — axr 1 4'3
Up D (cos (ax) + ¢ sen (ax)) a2 e e —(D N ia)2 e (1) (4.3)
) 1 ) 1 . 1
— uaxr _ axr 1 — axr 1
D" %D -tz M 7720 V= Do W

) 1 1 ) 1 . 1
B - (1) — glaw /].dl‘ — plax T
) ( )

(D + 2ia) D (D + 2ia D + 2ia
_ iax 1 1 D __ _iax 1 1 _ el i+ 1
= % 2ia| 2" T 2" 2Zia) 2 | " 2a
1 1
= 5 [cos (ax) + i sen (ax)] [2@ - zx]

- . [(;a cos (az) + z sen (az)) i (;a sen (az) — & cos (aaz))]

1
Yp = 5 €08 (az) +zsen(ax) y Yp, = 2 S0 (ax) — x cos (ax)

1 1
Los dos términos — cos (az) y ——sen (ax) en la expresiéon (4.3) no se tienen en cuenta porque

yn = Cq cos (ax) + Cosen (ax) y yp, absorbe los términos descartados, por lo tanto:

1 1
Yp = 5 wsen (ax) — U5 T Cos (ax) .

Se concluye entonces que

= L osen (az)
yp1 = 2axsen ax 5

1
es solucién particular de la ecuacién diferencial (D? +a?)y = cosaz y Yy, = — 5L cos (azx), es solucién
a

particular de la edo (D? + a?)y = sen (ax).
Ejemplo. Hallar la solucién particular de (D? + a?)y = cos (ax)
Solucién: como cos (az) = parte real de €’** = Re (¢'**), entonces

1 iaxr 1 iax
Yp = D2+a2Re(e ):Re(D2+a26 )

= R L ———— | =R iax 1
e<e (D+ia)2—|—a2()> e(e D2+2iaD—a2+a2())

, 1 . 1 w11
— axr 1 — waxr 1 — axr _ 1
Re (6 D7+ 2iaD ' )> Re (e D7 2D )> Re <6 D3 2iaD )>

, 1 , 1
— axr 1 — axr
Re (e D + 2ia / da:) Re (e D + 2iax)

1 1 1
= Re <2ail? sen (ax) — i%x cos (am)) = oasen (az).

Ejemplo. Hallar la solucién particular de (D? + a?)y = sen (az) = parte imaginaria de (e'?®) =

Im(eiax)
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Solucién: como sen (ax) = parte imaginaria de €'* = Im(e‘*®), entonces
1 iax 1 iax
Yp = D2+a21m(e ):Im(D2+a26 )
= Im emx; (1) | =1Im ( e™** ! (1)
(D +ia)” + a2 D2 + 2iaD — a? + a?
T ( o sen (a) — io—1 cos (az) | = — o1 cos (az)
= m | —xsen [y g = 3 .
5, & sen (az) — iz -z cos (az 5, cos (az
Nota: el anterior método también se aplica para las edos de la forma L(D)y = g(x) sen (azx) o L(D)y =

q(z) cos (ax), donde ¢(z) es un polinomio o exponencial o producto

de polinomio por exponencial.

Ejemplo. Hallar la solucién particular de (D? — 2D + 2)y = 4e®x sen (z).
Solucién:
Sl rsen (@) = 1" 1 («)
Yyp = —5———4c"rsen(x)=4e x sen (z
P D2 —2D +2 (D+1)*-2(D+1)+2

1 1 ;
4ezD27+13: sen (z) = 4e“"D27+1m Im (') = 4e

Im |:W$€ :|

1

D24+2iD—1+1

d
o]

- , |
= 4e"Im | ——m——x| = 4e"Im {e”
| (D497 +1
= 4¢"Im |e D2+2li = 4" Im | (D+21)
[ 1 1
e m_e (D—|—2i)D} e” m[e D+2 /wx}
[ 1 2?2
N me(D+m2} ¢ m% D+m }
[ 1 D D? |
= 2"Im "~ |1 - =+ —= z?| = 2e*Im e”
27 2i - (2i0)
.1 2 2\ ] 1
= 2¢%Im | — 22 2 =26 Im e —
| 2 2t 4/ 2
. 1 1 ) .
= €"Im [e” (—i) <x2—§—2>_ =" Im [e” <—ix2+x—|—;>}

= e"Im [(cos:zc—i—isenx) (—wc +x+2>} e’ (—

La homogénea asociada: (D? —

i 2+v4—-8 2425 .
raices son m = = =14z
2 2
Luego
yp = Cre” cosx + Cye” senx
y como e”

de la siguiente forma:

yp = €* (—az®cosz + xsenw).

9 cosw

x°cosx +xrsenx +

).

2D +2)y = 0 tiene por cuacién caracterfstica m? — 2m + 2 = 0, cuyas

T .
aparece en ¥, entonces descartamos esta expresiéon de y,, por lo tanto la y, queda

Ejemplo. Utilizando el método de los operadores inversos resolver la siguiente integral: f 2% cosz dz.
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Solucién:

/:zc2 cosx dr

1

Re [ D+D

)x2] = Re {e”.

CAPITULO 4. METODOS OPERACIONALES: OPERADOR D

1 1 ) 1 )
Bxg cosx = 5:62 Re (e”) = Re [sze”]

1 D D?
(-2-2)
2 2 2

D D?

Re {e” (—9) (1 -+ 22> mQ} =Re [¢" (—i+ D +iD?) 2]

Re [ (—iz? + 2z + 2i)| = Re [(cosz + isenz) (—iz® + 2z + 2i)

2z cosx — 2sen +x2senz + C.

Ejemplo. Usando el método de los operadores inversos, calcular la siguiente integral: f e3% sen (2x) da.

Solucién:
1

/63‘” sen (2z)dx = 563”’ sen (2x) = €3* D135 (22)
_ 3z — y _ 3z — y
= ¢ gy gsen (2z) =€ T_gben@x)

- 1
= 3 sen (2z) = —ﬁegx (D — 3)sen (2z)
1
= —1—363:” [2 cos (22) — 3sen (22)] + C.
4.3.2. Ejercicios

1. Para los siguientes ejercicios hallar la solucién particular, utilizando el método de los operadores

inversos:

a) (D? +16)y = wcos4dx

1
b) (D* +4)y =ze®senz  (Respuesta: y, = e® [( - w)

c¢) (D? +4)y = 64z sen 2x + 32 cos 2w
y" —5y” 4+ 6y =2senx + 8

e

(Respuesta: y, =

(Respuesta: y, =

2

1 x
1% cos 4dx + 1g sen 4x)

cosx + (—l + E)senac )
50 10 50 5
(Respuesta: y, = 12z sen 2z — 822 cos 2x)

—lcosx—i— 1Sengc—i— éac)
5 5 3

D? +9)y = 36sen 3z (Respuesta: y, = —6z cos 3x)

)
d)
)
)

(
f) (D3+1)y = cos2z+2sen3z (Respuesta: y, = 5

x

g) (D?*+2D+2)y =e"senz (Respuesta: y, = fg(cosa: —senx))

2. Calcular, utilizando el método de los operadores inversos,
e2® 3 3 3

(Respuesta: 7(3:3 — 53;2 + 5%~ 1) +0)

[ z*e*xd.
3. Calcular, [ e P'¢"dt, utilizando operadores inversos.
nt"~ 1 n(n—1)tn2
Jr

7 S

—pt n!

Respuesta: — ¢ {t” + } +C.

4. Calcular, [ ze® cos (2z)dz, utilizando operadores inversos.

X

4
Respuesta: % [ x cos (2x) + gcos (2z) + 2z sen (2z) — g senz } +C.

5. Dada la edo 3" + by’ + cy = ¢*®, donde a no es raiz de la ecuacién caracteristica. Mostrar que una

solucién particular es de la forma y, = Ae?*, donde A = ————.
P Yp ’ a?2+ab+c

1 1
—(cos 2z —8sen 2z) + ﬁ@? cos 3z +sen 3z))
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6. Dada la E.D. 3" + by’ + cy = e*®, donde a es rafz de multiplicidad dos de la ecuacién caracteristica.

1
Mostrar que una solucién particular es de la forma y, = Az%e¢®®, donde 4 = —.

7. Hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial (D2 + 1) Yy = senzx.

Solucién. Por la férmula de Euler tenemos que €® = cosx + isenz. Luego senz = Im (e”) y
cosz = Re (e“).

Consideremos la ecuacion diferencial (D2 + 1) z (z) = e'®. Se sigue entonces que:

(D2+1)Z($) = e :>Zp(l'):me

— zp(x):e'—2 (1)

((D—i—i) +1)
— (@) =c" . (1) = 2 (z) = & ! (1)
P = D Dy 2+ 1 P = e D141
, 1 , 1
_ 1T 1 — 1T 1
SN

zp(z):e”Di%%(l):>zp(x):em [Di%] (/1dm>
1

= z,(z)=¢€" {

D+2J“'

Hagamos la divisién de 1 por D + 2 :

1 | 2i4+D
D T D D
2i 2i (2@)2 (22')3
D
21
D D?
2i (22’)2
Dz
(2i)°

e~ 2itaD+giD? - 5gD? — 5iD" + O (D?)
Luego:
. 1 - 1 1
zp () = €* {Dﬁ-?l} x=e" {—21'4- 4D} z
B _1”;4_1 = (cosx + isenx) —lil"‘v‘l
= 2 41~ 2 4

1 1 1
= Zcosm—l— ixsenx—&—i [4senx— chosm}

Para hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial (D2 + 1) y = senzx, dado que senx =

. 1 1 1
Im (e”), utilizamos la parte imaginaria de z (z) que es 1 senx — 5.%‘ cosx, y como —senx es absorvido

por la solucién de la ecuacién lineal homogénea asociada, se sigue que y, = —%x cos .

La solucién general de la ecuacién diferencial dada es: y (z) = Cycosz + Cysenx — %z cos .

Ejemplo. Use el operador diferencial inverso para resolver la ecuaciéon D? (D —1)* (D + 1)y = e®.
Solucién. La solucién de la ecuacién lineal homogénea asociada es

yp = C1 + Cox + C3e® + Cyze® + Csz2e® + Cge™ ™.
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Hallemos una solucién particular:

1

D*D-1°D+1)y=e" =y, = @

Recordemos que

Sin =1, entonces
(D —m) (xe™")
Si n = 2, entonces

(D —m)* (z"e™)

De L(D)em®

D2(D—1*(D+1) ©

L(m)e™

nle™”*.

D (ze™®) — m (ze™®) = ™" + mxe™® — mxe™® = e™”.

(D2 —2mD + m2) (3326""'qc
2

€™ (D +m—m)” (2%) = ™" D? (2?) = 2™ = 217,

L (m)e™*, se sigue que

1 emw

~ L(m)

,81 L(m) #0.

Este resultado no podemos aplicar en este caso porque L (1) = 12(1—1)*(1+1) = 0 Debemos bus-

car otra alternativa. Reescribiendo el operador L (D) = D2?(D —1)*(D+1), en la forma L (D)

¢ (D) (D —1)°*, donde ¢ (D) = D?(D+1), con ¢(1) = 20, y aplicando (D —m)" (z"e™®) = nle™*,

se sigue que:

L (D) (z*e")

Luego

¢ (D) (D — 1)36 T3le(1) 32

x3e®

12
La soluciénn general es:

Es decir que y, =

¢ (D) (D —1)* (z3¢®) = ¢(D) ™ (D +1—1)° (z°)
¢ (D) e"D? (z*) = ¢ (D) e"3! = 3lp (D) " = 3¢ (1) ”.

x3e®

12

1 - x3e® z3e®

o77

3,
y(z) = Oy + Cox + C3e” + Cyze” + Csae® + Cge™® + xlg .
Ejemplo
Hallar una solucién particular de (D3 + D + 1) y (z) = sen (3z).
Solucién.
(D*+D+1)y(x) = sen(3z) =y, = . sen (3z) = y, = _ sen (3x)
P (D3+D+1) P (=9D+ D +1)
1 148D
= Yp = = SD} sen (3z) = yp = [1—8Dl +8D] sen (3z)
[ 1+8D 1+8D
- Yp = _m sen (3.’13) — Yp = m sen (31’)
_[1+8D] _ [sen(3x) +8(3cos (3x))
= yp= NG }sen(3x)=>yp— [ e
[ 3 24 3
. sen (3x) + 24 cos ( x)}

Ejemplo

Yp =
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Encontrar una solucién particular de (D + 1) (D — 3)%y (z) = €37,
Solucién.
_ 1 6393 — _ 1 1 2 eBm — _ 1 ? 1 eSw
Yoo = (D +1) (D —3)? P=\D11)\ D=3 =\D_3 D+1
2

— :16396 ldz | do — :13“3 der — 213"’3 x—z — :123"’3
Yp 1 Yp 46 zdz Up 46 5 Yp 8xe.

Otra forma:

1
D+1)(D-372y(x = =y =—" ¢ donde D)=D+1,con¢(3) =4
( )( )7y (2) %= D) (D37 ¢ (D) ¢ (3)
2 2 2
S Yp = € e3w Y, = e?)w Sy, = £€3$.
P21 (3) P21(4) P8
Ejemplo

Encontrar una solucién particular de (D2 + 1) y(z) = ze® cosx.
Solucién. Como cosx = Re (e”), resolveremos la ecuacién

(D? +1) y(2) = 2e"e™™ <= (D? + 1) y (z) = zeH"

y del resultado tomaremos la parte real.

. 1 .
(D*+1)y(@) = 2" =y, = <D2 n 1) el
: 1
_ (14+3)z
= € ———— | T
v ((D+1+i)2+1>
: 1
— (14+4)z
v c (D2+(2 2i)D+1+2i)x

ST 2 14
_ (14+3)z _ _ .
Yp e (25 257,> D} T

T 2 2 14
_ (14+4)z - 4. I
v ¢ <5 5Z)x (25 25Z>}
1
5

Yy = 6(1+i)m

y, = ez (éx - 225) +i (;51 - zm)]
" . 1 2 (14 2
yp = e*(cosx +isenx) [(536—25)—1—@(25—596)]
<1 (1 2 14 2
Yyp = € [(5x—25>cosx—<25—5x)senm}
L (14 2 1 2\
+ie K% - 5x) cosx + <5z - 25> senx}

., 1 . . . .
Observacion. Dy @2 D142 = (% — %Z)—(% — é—‘éz) D—(ﬁl5 + %z) D%—(% + %z) D3—
(3135 + 3338) D* + 0 (D)
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1 2
La parte real es e” [<5x — 25) cosx — (%—g — %x) senz| .

Teorema de entrada de la exponencial. Sea un operador polinomial con coeficientes constantes y L®)
su p — ésima derivada. Entonces

L(D)y = e*, donde a es un real o complejo,

tiene como solucién particular

ax

€ .
Yp = mv si L(a) #0; (1)
e si a es un cero (raiz) de multiplicidad p de L (D) (2)
= - 1 n T ralz m 1pl1Cl .
yp L(p) (a) ) a u ultip p

Si p =0, de (2) se deduce (1).

Antes de probar el teorema, damos dos ejemplos; la primera ilustra nuevamente la utilidad de expo-
nenciales complejas.

Ejemplo

Encuentre una solucién particular para (D2 - D+ 1) y = e*® cos x.

Solucién. Nosotros escribimos e2* cosz = Re (6(2‘”)“). Por lo que la correspondiente ecuacién com-
pleja es

(D2 - D+ 1) z = et

y nuestra y, buscada serd entonces la parte real de z. Usando (1) se sigue que
LR2+i) =2+ -2+ +1=2+3i,

por lo cual
1 : 2—3
e(2+z)w ¢ 621

=513 E (cosz +isenx).

Zp

Luego
R, ( ) 2 2x 4 3 2x
e(zp) = —e““cosx + —e“Tsenx = y,,.
ST 13 Yr
Ejemplo. Hallar una solucién particular de (D2 + D+ 1) y=e %2 cos (@x)

_1,iv3
Solucién. Como e~%/2 cos (@x) = Re <e( RN )$>, se sigue que:

(D2+D+1)z:e(_

De este resultado tomaremos la parte real.

1 _1,ivB),
o= gy )"

Como, L(D)=D*+D+1 y

y como
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se sigue que

Luego
1 1 ) 1 ]
QI) _ = ﬁ — —— 4 @ _ @ = z\/g
2 2 2 2 2 2
por tanto
P xke(_%#gg)m B xe(—%#f)z e P2t = i V2 e /2R
- , — Y
ko <_% + %) 1! (iv3) iv3 3
= —i~Zge/? lcos (ﬁx> + 4sin (\/gm)]
2 2
V3 V3 V3
= —uzxe —1coS | —x | +sm | —x
3 2 2
Luego

¥p = Re {?we‘”"/z [—i cos (?m) + sin (?m)} }

2 2
—x/2 1 \/g
=4 yp =€ 1 1 COS 7
D2—D+-+D—--+1
L 4 2
; 1 3
— yp=e 2 3 | cos ({)
D242
L + 4
2 3 3 3
Como al sustituir D? con — (73> en D? + 1 se tiene — 1 + 1= 0, entonces procedemos como

sigue:

. 1 3
yy = e /72 3 | cos <\f>
N 2
4
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Verificacion.
Calculemos:
? (V3 V3 d (V3 V3 V3 V3
& (V2 /2 [ V2 Bl e~ /2 yo VO /2 v
dx2(3xe bln(zl‘ +dm 31‘ sin 233 —|—3x sin 23;.
Se tiene:
di (?we‘”msin (?m)) — Z¢3® (2\fsm \[x—i—chosf\f:E—\fa?sm \[x)
T

Por otra parte
P (V3 e (V3 d|d (V3 _n. (V3
— | —=ze sin | —=x = — |— | —=e sin | —=x
dx2 \ 3 2 dr |dx \ 3 2
d 1 1. 1 1 o1
= — [ =e 2% [ 2v/3sin =V3z + 3z cos =V3z — 3z sin =3z
r \ 6 2 2 2
1 1 1 1 o1
= ——e 2% <2\/§Sln2\/§1’—6C082\/§x+31’COS2\/§SIJ+\/§$81n2\/§$>
Es decir:
d? 3 3 1 1 1 1 1
—_— £JL’e_“’:/Q sin £33 — _—e3® 2v/3sin =3z — 6 cos =V3x + 3z cos =3z + V3zsin =3z | .
dx? 3 2 6 2 2 2 2
Se deja como ejercicio continuar la verificacion.

4.3.3. Otros ejemplos resueltos

_1iivE),
1. Hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial (D2 +D+ 1) Y= e( R
Solucién.
V3 iv3 i3 1 V3 3
C LD)=D?’4+D+1yL|—=+—|=|-= —t — |+l =
omo, L(D) ++y(2+2><2 2>+<2 >+ 13 1
’L\[ k am ) o
5 +——+41 =0, aplicamos el teorema que dice que y, = Mo (@) donde a es la raiz de multiplicidad

k de la ecuacién caracteristica y que anula a L (D) y ¢ (D) =

; y como

se sigue que

U )

Es decir que




4.3. GENERALIZACION A OTRAS ECUACIONES 191

En consecuencia

¢<_1+w>:_1+iﬁ+l+i¢§:m,

2 2 2 2 2 2
Luego:
2k e zk (_%+i\2/§>x xe(_%“éﬁ)x me<_%+lg§)m V3 az 1—1—
Yp = = ' = - = - = ——ize®®, con .= —=
k! 1, V3 1, V3 3 2
(@) kg (*QJFT\[) Lo (*§+Tf> iv3
1 iv3 ox 3
Llamando o = —3 + %, la solucién particular se escribirfa como 1y, = ﬂ:i/ﬁ = —%ime‘“
Verifiquemos que es una solucién particular:
3 3
(D*>+D+1)y, = (D*+D+1) (—{m&f) = —%i (D* 4 D +1) (ze™®)
= 7§i [D? (ze®") + D (ze™*) + (ze**)]

z) [(ze*") 4+ D (2e*") + D* (ze**)]

[(xe*®) + (e + aze®®) + D (e** + axe™”)]

Por otra parte,

2
1 V3 1 V3
l+ata? = 1+<— + \f>+<—+f>

2 2 2 2
1 3 1 3 3
S RSO S Y
2T 1T 2 1
1 i3
14+2 = 1-&-2(—2-1—“2[):1—14—1'\/3:2'\/3.

Luego

(D*+D+1)y,

I
|
5 «ls
N~ ~—
—
—
_l_
Q
+
Q
[ V]
S—
&
I
[
8
_l_
—
_|_
Do
L
®
[
8

_ (V3
o 3

2. Hallar una solucién particular de (D2 + D+ 1) y=e /2 cos (@x)

_1,iV3
Solucién. Como e~*/2 cos (@x) = Re <e( A

~—

x . .,
>, se sigue que podemos resolver la ecuacién

diferencial:
(D2+D+1)z:e(7 ,
y de dicho resultado tomar la parte real. Asi:

1 148,
o=y )"

Nl
+
G
~—
8
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y como

se sigue que
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D?’+D+1

(o~ (4+6)

, donde ¢ (D) =

1 V3 | AVE]
D=|D—-|—-—=—-—— =D+ -+ —
Luego
1 z\/g Z\/§ 1 2\/§ .
¢<‘2+2> - <‘+2>+2+2 3.
por tanto
_1,ivBY), _1,ivB), V3,
zp = -Tk(f( 217 _ xe( 2t ) _ e /2615 — 71'—13@*1/261’? 7161’ e(féj%%)gg
o (c3+o8) L) % 3
V3l (VB (VB
= —z?xe cos 730 “+181n Tm
= ?m —z/2 [—2 cos (?w + sin (?37)1
Luego
yp = Re(z,) =Re {\fxemﬂ l—z’ cos (?a:) + sin (?m)] }

3

Otra forma de proceder es la siguiente:

(D2 + D+ 1) y =
— y,=e 2
— gy, =e 2
= yp = e /2

2 3
Como al sustituir D? con — (§> en D? + 1 se tiene
1

resultado que nos dice que: (DY)

e "/2 cos ﬁm == Yp = 1
2 P D2+D+1

cos (ax) =

— e Sin 733 .

L cos éx
PR TR T
L 2 2
! cos(ﬁx>
1 1 2
D2—-D+-+D—-=-+1
I +4+ 2+
! cos<ﬁ>
3 2
D242
L +4
3 3 .
~ 1 + 1 0, entonces aplicamos el

x cos (ax), si L (—a?) = 0, siendo k el

k
L (D2)
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orden de multiplicidad del factor (D2 + a2) que anula a L (Dz). Por lo que como k =1, que es la
3
multiplicidad de la raiz a, y como de L (DQ) =D?+ 1 se sigue que L’ (DZ) =2D , luego:

| 1 <\/§>
Yp = € 3| cos| oz

= oo () = e ()

1, iV3
. 2 ., . . 14 .
Observacién. Como dada la ecuacién diferencial (D2 + D+ 1) z = e< 2t 2 )x se sigue que una
solucién particular es:

1
_ VY3 e V3. (-3
Zp = 3 e = e

ER 2 )
= éxe*m/z l—icos <\/§ ) + sin <\/§x>]
3 2 2

Luego, las partes real e imaginaria de z, son:
3 3 3 3
Re () = %33671/2 sin <\§$> e Im (z,) = gxefmﬂ cos (?m)

3. Hallar una solucién particular de
a) (D*+4)y = cos (2x)
b) (D*+ 4)2 y = cos (22)

c) (D*+ 4)3 y = sin (2z)

d) (D2—|—D—|—1)23J=e_””/2008 (?m)
e) (D2+D+1)3y=e_z/251n (ég

4. Hallar una solucién particular de (D2 + a2) y = sin (ax)

Solucién

: 1 : 1 .
(D*+a*)y = sin(az) =y, = [DZ-&-QQ} sin (ax) = y, = 2! [L/(D2)]sm(ax)
— =t | 55| sin () = g = 50| 3| sin (a0)
— 1n = - e 1n
yp = | 55| sin(az Yp = 5% | 3 | sin (az
1

1
= yp = ix/sin (az)de =y, = —5 T cos (ax) .
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Verificacion:

(D* +a?) y,

CAPITULO 4. METODOS OPERACIONALES: OPERADOR D

(D2 + a2) (—21ax cos (am)) = —% [DQ (z cos (az)) + a? (z cos (am))]
—% [D (cos (ax) — azsinax) + ax cos (ax)]

—% [(—asin (az) — asin (az) — a®z cos (az)) + a’z cos (az)]

5 [—asin (az) — asin (az) — a®z cos (az) + a’z cos (az)]

~5 [—2asin (ax)] = sin (ax) .

5. Hallar una solucién particular de (D? + a2)2 y = sin (ax)

Solucién

(D* + a2)2 y = sin (az) = y, =

Y como

se sigue que:

Luego

Yp

Verificacién:

(D? +a2)2yp =

Se tiene

D? (2* sin (az))

D? (27 sin (ax))

D* (2?sin (ax))

1
(D? + a2)?

sin (ax) = y, = 2° {L”(lD?)] sin (az) .

L(D?) = (D?+a?)” = D* +24°D” + a*,

L' (D*) = 4D®+4d°D
L"(D*) = 12D*+4a”.

2 1 :
x [L” o3 } sin (ax) = x [12D2+4a2} sin (ax)
2 1 2 1 .
|:3D2—|—:| sin (al’) 4:[' |:3(—a2)—|—a2:| S11 (al’)

1 1
{—2(12] sin (az) = — = 2% sin (ax).

1
4
1,
1" 8a?

(D* + a2)2 <812m2 sin (az)) = (D* +24°D? + a*) (81:52 sin (am))
a

a2
1

—— [D* (2?sin (az)) + 2a*D? (2% sin (az)) + a* (2* sin (az))]

8a?

D (2zsin (az) + az? cos (az)) = 2sin (az) 4 2az cos (azx)
+2azx cos (ax) — a’z? sin (az)

2sin (az) + 4ax cos (ax) — a’x? sin (ax)

D [2sin (az) + 4az cos (az) — a®2® sin (az)]

2a,cos (azx) + 2a cos (ax) — 2a’x sin (az) 4 2a cos (az) — 2a*z sin (ax)
—2a2z sin (ax) — a®z? cos (ax)

6a cos (ax) — 6a’z sin (ax) — a®z? cos (ax)

D [6a cos (az) — 6a’zsin (az) — a’z® cos (az)]

—6a” sin ax — 6a® sin ax — 6a>x cos ax — 2a®x cos ax + a'x? sinax

—12a®sin ax — 8a®x cos ax + a*x? sin az.
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Luego:
D* (2*sin (az)) + 2a°D? (2”sin (az)) + a* (2% sin (ax)) = —12a”sinaz — 8a*z cosaz
+a*z? sin az + 4a? sin (az) +
8a’x cos (ax) — 2a*x? sin (ax)
+a*z?sin (ax) — 12a* sin ax
—8a’x cos ax + a*z? sin ax
= (—12a2 + 4a2) sinax = —8a?sin ax.
Finalmente,
1 1
32 [D* (z?sin (az)) + 2a*>D? (2 sin (az)) + a* (z?sin (az))] = T 8a2 (—8a*sinaz) = sinax.
a a

6. Hallar una solucién particular de (D? + b2)2 y = sin (bz)

Solucién. Utilicemos la relaciéon de Euler: sin (bx) = Im (e“’r) ,cosbr = Re (eib“) y resolvamos
(D2 + b2)2 z = . En efecto:

2 2\ 2 _ ibx _ 1 ibx
(D*+b*)" 2z = e :>Zp_(D2+b2)26
— 1 ibx

Zp = 7(1)2 + b2)2€

Como D? +b* = (D —ib) (D + ib) entonces (D? + 62)2 = (D —ib)*> (D +ib)*. Luego

1 - 2 . (D —ib)* (D + ib)* o
Zp = ————e"P' =z, = ———¢e""% con D) = = (D +1ib)",
P (D2 R) " 206 (ib) o) (D — ib)? e
de donde ¢ (ib) = [ib + ib]*> = [2ib]* = —4b%. Por tanto,
CE2 ibx x2 ibx
= G Ty
21¢ (b) 2 (—4b?)
z? ,
= 1) [cos (bz) + i sin (bx)] e*®
.Tz ibs
= [cos (bx) + isin (bx)] ™™
Se tiene:
z? z?
Re(zp) = ~ g2 O (bx) e Im (z,) = % sin (bx) .
2
En consecuencia, una solucién particular de (D? + b2)2 y = sin (bz) es y, = 781? sin (bx) y una
2
solucién particular de (D? + b2)2 y =cos (bx) es y, = _gﬁ cos (bx).
7. Hallar una solucién particular de (D? — 2aD + a® + b2)2 z = elatbiz
Solucién.
_ 1 _
(D2 —2aD +a® + b2)2 z = elothr — 2p= ———— elatbi)z
(D2 4 22)
= zp= L elatbiz,

(D2 — 2aD + a2 + b?)*
Como D? —2aD + a® + b* = (D — a — bi) (D — a + bi), entonces

(D? = 2aD + a® +0*)* = (D — a— bi)* (D — a + bi)>.
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Luego
1

5 e(aeri)x
(D? —2aD + a? + b?)

X
2! (ib) ’

6(a+bi):1: zp =

o _(D—a-bi)*(D—a+bi)’ o
d)(D)_ (D—a—bi)2 _(D a—|—bz) )

de donde ¢ (a + ib) = (a +ib— a+ bi)* = [2ib]> = —4b2. Por tanto,

Z, = i e = i el
P 2 (a+ib) 2(—4b?)

2

el
22
= e [cos (bx) + isin (bx)] e**.

a+bi)x

cos (bx) + isin (bx)] e®*

Las partes real e imaginaria de z, son:

z? z?
Re(zp) = —@e‘” cos (bx) e Im(z,)= —8?6“’” sin (bx)
De tal manera que una soluién particular de (D2 —2aD + a® + b2)2z = e cos (bx) es yp, =
—%e‘“’ cos (br) y una solucién particular de (D? —2aD + a® + b2)2 z = e"sin(bx) es y, =

—%e“ sin (bx) .



Capitulo 5

Sistemas bidimensionales

Consideraremos sistemas lineales homogéneos de primer orden de la forma:

Z—f = az(t) + by(t)
% = cx(t) + ey(t)

Dicho sistema, en forma matricial se escribe como:

5 )-(00)(5) = rio-axo

donde ’ i
A:(Z Z),X(t):(f/gg)yX’(t): 7

dt

Se prueba que si ¥ es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio A entonces la funcién
vectorial

es una solucién del sistema X'(t) = AX(t).
Se denomina vector propio de una matriz cuadrada A a un vector ¥ no nulo que verifica la condicién:

AT =0

. b R .
Si A= ( Z . ), v = < g ), donde al menos una de las componentes «, 3 es diferente de cero

(supondremos en lo que sigue que por ejemplo o # 0). Se tiene las equivalencias siguientes:

s = (00 (5)=(5)

a4+ bf = A (a—Na+b5=0
ca+eff=A3 < ca+(e—N)B=0

Queremos encontrar qué condicién verifica A; para ello multipliquemos la primera ecuacién por (e — \)
y la segunda por (—b) :
(e—=N(a=Na+ble—AN)5=0
{ —beca—b(e—AN) =0

Sumando miembro a miembro se obtiene:
(e=AN)(a—A)a—bca=0

197
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de donde:
[)\2 — (a4 €)X+ (ae — be)] a = 0.

Puesto que hemos supuesto que a # 0, de la dltima igualdad se sigue que:
A — (a+e)A + (ae — be) = 0.

Esta tltima ecuacién es llamada ecuacién caracteristica de la matriz A y sus raices son los llamados
valores propios de A. El polinomio P(A\) = A? — (a4 e) A+ (ae — be) es llamado el polinomio caracteristico
asociado a la matriz A.

Usando la férmula de la ecuacién de segundo grado se tiene:

(a+e)£+/(a+e)? —4(ae — be)

A

A =

2
Tr(4) £ \/[Tr(A) - 4det(A)
2

donde Tr(A) =a+ e, es la traza de la matriz A que se obtiene sumando los elementos de la diagonal y
det(A) es el determinante de la matriz A que en este caso es igual al valor det(A) = ae-be.
Si asumimos que 3 # 0, repitiendo el proceso, eliminando «, se llega a la misma solucién para A.

M —(a+e)A+ (ae —bc) =0 <= X2 — [Tr(A)] A +det(4) =0

Ejemplo
Resolver el sistema:

=xz+y
y =2z + 2y

Solucién:
Hallemos los valores propios; es decir resolvamos la ecuacién:

A% — (Tr(A))\ + det(A) =0
que en este caso es equivalente a
M _3A=0<=AA-3)=0

Cuyas raices son: Ay =0 y Ay = 3.
Calculemos ahora los vectores propios asociados a esos valores propios.

Para A\; = 0, busquemos los vectores no nulos o = ( g ) tales que: AU = A\¥. Es decir:

wrene = (32)(5)=(5)
= (22)(5)-(v)

a+6=0
= { 20+28=0

N~ N
N =
Il

— { 31?28 — {a+p=0

De a + 8 = 0 se obtiene: § = —a. por tanto los vectores propios asociados a A; = 0 son de la forma:

ﬁ(g)(_aa><:>17(_ll )a,paratodoa#(}.

. - . . 1
De dicha familia de vectores propios tomamos un representante, por ejemplo ( . ) y podemos entonces

afirmar que la funcién vectorial



es una solucién de X' (t) = AX (¢).

Para A = 3, busquemos los vectores no nulos v = ( g ) tales que: AU = A\o¥. Es decir:

AT = Mt <— <

=

o+ [ =3 8 =2«
— {2a+2323ﬂ <:>{ o — — {8 =2«

N = NI
DO =
N~~~
7N

=

Por tanto los vectores propios asociados a Ay = 3 son de la forma:

62(%)2(20;><:>17:<;)a,paratodoa7é0.

. . . . 1
De dicha familia de vectores propios tomamos un representante, por ejemplo < 9 > y podemos entonces

afirmar que la funcién vectorial

_ (1 3t
YQ(t) = ( 9 > €
es una solucion de X'(t) = AX(¢).
En consecuencia la solucién del sistema dado es

Y(t) = CLYi(t) + CoYa(t) = Y(t) = Cy ( ; ) 4O ( ; >e3t.

Observacién:
A continuacién vamos a mostrar que el sistema

c(% =ax(t) + b y(t) (1)
% = cx(t) + e y(t) (2)

puede transformarse a una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden.
Eliminemos z(t) de las dos ecuaciones:

c% = acx(t) + be y(t)

d
fad—gz = —acz(t) — ae y(t)
Sumando miembro a miembro las dos ecuaciones se tiene:
dx y dx dy
i bey(t) — aey(t) < cop — A = (be — ae) y(t) (3)

Tomando la derivada con respecto a t a la ecuacién (2) se sigue:

Py _ do dy
dt2 T dt dt

d d? d,
de donde cd—f = deQ/ — eﬁ’ que reemplazamos en la ecuacién (3):
Py dy dy d*y dy
e E—(bc—ae) y(t)@ﬁ—( —&-a)a—l—(ae—bc) y(t) = 0.

199
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Si se hubiese eliminado la incégnita y(t) del sistema original se obtiene la misma ecuacién diferencial;

es decir,
d’z dx
ﬁ—(e-ka)g—i—(ae—bc) z(t) = 0. (5)

es decir que z(t) y y(t) son de la misma naturaleza.
La ecuacién diferencial lineal homogénea (4) o (5) puede ser resuelta en la forma usual. Consideremos
la ecuacién auxiliar o caracteristica:

m? — (e +a)m+ (ae —bc) =0

Si denotamos con mi y mo las raices de la ecuacién caracteristica, se tienen los siguientes tipos de
soluciones:

z(t) = Aje™?! + Biem2!
mi, My € R, con mq 75 mo A>0 y(t) _ Agemlt + BQ€m2t )
- B z(t) = Are™ + Bite™
mp=me=meR A=0 y(t):Agemt-i-themt )
B . B . z(t) = AreP cos(qt) + ByeP' sen(gt)
mi,mp €C,my =pig, my=p—ig | A<O y(t) = AseP? cos(qt) + BaeP' sen(qt) ’

Como la ecuacién es de segundo orden, debe haber solo dos constantes arbitrarias y no cuatro. Para
reducirse a dos, se sustituye en el sistema original y se expresa Ay y Bs en términos de A; y Bj.
Ejemplo

Resolver el sistema:
=xz+y
y =2z + 2y

Solucién: Si transformamos el sistema a una ecuacién lineal homogénea de segundo orden tenemos
que la ecuacién caracteristica es:

m? —(a+em+(ae —bc)=0<=m? —3m=0<=m(m—3)=0
Es decir que las raices son: m; = 0 y mo = 3. Luego las soluciones son de la forma:
z(t) = A1e” + Bie®t = A + Byt y(t) = Age®! 4 Bye® = Ay 4 Boe®.
Como z(t) y y(t) deben verificar el sistema, se sigue:
' =x+y <= 3B1e% = A} + B1e¥ + Ay + Bye® = 3B1e¥ = (A + Ay) + (By + By) €.
De la igualdad 3Bie3' = (A1 + As) + (B1 + Ba) €3, se deduce:

A1+ A,=0 As = -4
{ Bi + B, =3B, ‘:’{ B, = 2B,

Con lo cual se concluye que

x(t) = Al + Ble?’t
Yy t) = _Al + 2B163t

Luego

Compare el resultado obtenido con el anterior:

V() = CYi(t) + CoYa(t) <= Y(t) = Cy ( ! ) O ( ; >e3t.
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Ejemplo
Resolver el sistema:

=x—y
y=z+y
Solucién:
Hallemos los valores propios; es decir resolvamos la ecuacién:
A2 — (Tr(A))X\ + det(A) =0
que en este caso es equivalente a

24 /1—4(2 242
2EVAZAR) 2t

<= A=1=+i.
2 2 ‘

NN 4+2=0< )=

Es decir que las raices son: Ay =147 y Ay =1—1.
Calculemos ahora los vectores propios asociados a esos valores propios.

Para Ay = 1 + 4, busquemos los vectores no nulos v = g tales que: AU = \17. Es decir:

AT = M7 (} _11)<g>:(1+i)(g>
= (1 3)(5)-(6355)

a—pf=(1+1i)« ia=—0 iy
= {a+,6=(1+i),8 <:>{ o= iB — {a =1p.

Por tanto los vectores propios asociados a A; = 1+ ¢ son de la forma:

ﬁ:(g>:<Z§><:>U:(i)ﬂ,paratod057é0_

De dicha familia de vectores propios tomamos un representante, por ejemplo < i ) y podemos entonces

aﬁrmar que la ﬁlncion VeCt()rial
Z‘ 144)¢

es una solucién de X'(t) = AX(¢).

Para Ay = 1 — 4, busquemos los vectores no nulos v = ( g ) tales que: AU = A\o#. Es decir:

AT = hoi? = (i _11><g>:(1—i)<g>
= (1 3)05)-(6%)

a—FB=(1-1a B =i« iy
= {a+ﬂ—(1i)ﬂ ‘:’{a_iﬁ = {f=ia

Por tanto los vectores propios asociados a Ay = 1 — 4, son de la forma:

ﬁ:<g>:<éﬁ)<:>77=<1i>ﬁ,paratodoﬁ7é0.

De dicha familia de vectores propios tomamos un representante, por ejemplo ( _1l ) y podemos entonces

Ya(t) = ( ] >e<1—m

afirmar que la funcién vectorial
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es una solucién de X' (t) = AX (¢).
En consecuencia la solucién del sistema dado es

Y () = CLYi(t) + CaYa(t) <= Y (t) = Cy < ' ) -+ +02< B )eﬂi)t.

Como cualquier combinacién lineal de soluciones de X'(t) = AX(t) es otra solucién, se sigue que:

Yi(t) + Ya(t) Yi(t) — Ya(2)

Zi(t) = 2 %

Zy(t) =

son también soluciones y se prueba que son linealmente independientes.

Por otra parte:
(1)t < > ottt

(1)

Yi(t) = <

X

t

= e 6

)[cost—i—z sent]; pues e =cosf +isend

)
1
]
1
_ i[cost+ 14 sent)
N 1[cost + i sent]
icost —sent t —sent . [ cos t
=e +1
cost+1 sent cos 1 sent
‘ [ —1 —1
v = ()= ()

( lz ) [cos(—t) + i sen(—t)]
= et( _ll ) [cost —i sent]
(ot )= Camt )i 2ot
o e[ (] [Cam) ()]

2 2
t( —sent>
= e
cost

) = At -Yel) et< cost )

= et

21 sent

La solucién general es:

. ¢t [ —sent + [ cost
Y(t)=cae ( cost > teze ( sent ) (6)
Si utilizamos el procedimiento de reducir el sistema a una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden se sigue que, la ecuacién caracteristica es:

m? —[Tr(A)]m+det(A) =0 <= m?-2m+2=0

24+/4-4(2)
= m=——"5
.= 222
— m=1=%:
<— mi=1414 me=1—14, p=1q¢g=1,

se sigue entonces que la solucién es:
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x(t) = Aje'cost+ Bielsent
y(t) = Age'cost + Boelsent

Debemos ahora expresar las constantes As y By en términos de Ay y By :

a'(t) = =z(t) —y(t)
)
Ajel cost — Ajelsent + Bie'sent + Bielcost = (A} — As)el cost + (By — Bo)el sent
)
[A1 + Bi]e'cost + [By — Aj]e'sent = (A} — Ay)e' cost + (B — Bo)e' sent.

De la ultima igualdad se deduce que

{ A1+31:A1—A2 <:>{ Blz—AQ <:>{ AQZ—Bl

By — A1 =B1 — B A1 =B, By = Ay
Luego
z(t) = Aje'cost+ Bie'sent
y(t) = —DBje'cost+ Ajelsent.

Ajelcost + Bielsent

)

) - —Bjetcost + Ajetsent

) B . [ cost . sent

) = Aie sent ) T Bie| cost (™

Compare los resultados obtenidos en (6) y (7). La grafica de las curvas integrales se muestran en la
figura 5.1, donde se observa el comportamiento del punto estacionario (0,0).

Ejemplo

Resolver el sistema
' =5z + 2y
y =—-2zx+y

Reduciendo el sistema de ecuaciones diferenciales a una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden se sigue que la ecuacién caracterfstica de dicha ecuacién es

m? —6m+9=0<= (m—-3)2=0

Es decir que m; = mg = 3. Luego las soluciones son

z(t) = A’ + Bite®
y(t) = Aye3t + Byte!
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1
=

1

[}

1

e}

1

==y
= 4
—=
k2
[k}
I

Figura 5.1 Curvas Integrales. Punto estacionario (0,0).

Expresemos As y Bs en términos de Ay y By :

2(t) = bx(t) +2y(t)
)
3A1e% + Bie® + 3B te® = (5A; +245)e® + (5B + 2By)te?!
T
(3A1 + By)e® +3Byte®® = (5A; +2A45)e® + (5B + 2By)te®
de donde
3A; + By = 54, + 24, By=2A1+24; __ ] A= Bl;QAl
3B = 5B, + 2B, 2By +2B; =0 By = B,
x(t) = Aye3t + Byted x(t) = Are3t + Byte®
B —2A By —2A
= y(t) = (= 5 1> e — Bitedt T y(t) = (121) e3t — Bytedt
3t
(t) e3t te
= < )z <—e >+Bl<;e3t—te3t>

X
y(t)
tedt 0
(L () (g )]
we (L Jem e (2 )+ ()]
2

La gréfica de las curvas integrales (x(¢),y(¢)) se muestran en la figura 5.2.

N

< 8

==

S—

~_
Il
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Pt AT e 23— B3 — — —
it o L = — —=
31 T A —+ - =
k) t == - — — —s —= —
" i o — % s —>
27 Tl T e, T, Y ol 1P * = — =2 T—p R
= b R e e R Tl Y
11 e - - B - '_ \ e T - Ty - ey
¥ 0 _F—-L ho \'-\. : e ek
o, T e, . wF = = e
. e T = - s e T
B R TR S R --"-—-= - s TR —t
-1"“‘-.______ L A N -"-‘ TR TH Tra Ta
e w AT " ) Fona e, A a
-2 = w e e W utw "-. g
i, SR T - 1 B I £, Ta TR a
I - - EEe - e« o s o - - e i £ . ¥ " oy o - - e T
B e £ e @ e s B Ry s Ta
» e e = e Sy | Yooty Tw Ty TRy
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X
Figura 5.2 Curvas integrales.
Ejemplo
Resolver el sistema
7' =3z + by
y' =3y

Solucién:
En forma matricial el sistema se escribe como:

(77547 = (2)-( () =rm-se

Calculemos los valores y vectores propios de la matriz A.
Valores propios: A verifica la ecuacién caracterfstica A2 — 6X + 9 = 0. Se tiene:

M_obA+9=0<= (A=3)°=0<= X =\, = 3.

Es decir que se tiene un valor propio repetido. Calculemos ahora los vectores propios asociados a este

valor propio.
AT =\ — (E 5)(3>——3<3)

= (1)) (%)

{ 3a+ 58 = 3«

w

35 = 33 — =0« {=0

Por tanto los vectores propios asociados a A = 3 son de la forma:

17:<g)z(%)(z)ﬁz(é)a,paratodoa;«éo.
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. . . . 1
De dicha familia de vectores propios tomamos un representante, por ejemplo ( 0 > y podemos entonces

_(1 3t
- (4):
es una solucién de X'(t) = AX (t).
Se prueba que otra solucién de la ecuacién diferencial X' (t) = AX (¢), linealmente independiente con
Y1(t), estd dada por:

afirmar que la funcién vectorial

Ya(t) = Ve + < (1) )te?’t,

aoant= (1) e (2 3)(5) (1) emssmtemnnt

Es decir que V es de la forma:

V:(a):<?>:<?)+< 1 >a7conacualquiervalor.
p 5 5 0

Tomando o = 0, se tiene: V = ; con lo cual una segunda solucién de X'(t) = AX (t), es.

>e3t+ ( (1) )te?,t.

7 N
= O
N~

vale) =

ull= O

La solucién general del sistema es:

Y(t) = C1Yi(t) + CoYa(t)

Sa(d)eel(De (] o

Segundo procedimiento: Si reducimos el sistema a una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo
orden, por lo antes expuesto sabemos que la ecuacién caracteristica a analizar es: m? — 6m + 9 = 0, que
es equivalente a: (m — 3)? = 0, que tiene como rafz repetida a m = 3. En consecuencia las soluciones (t)
y y(t) son de la forma:

x(t) = Are3t + Byte®
2(t) = Age3t + Bote®

Expresemos ahora las constantes As y By en términos de A; y Bj. Se tiene:

/

T 3z + by

3A163t + 31€3t + 3Blt€3t (3141 + 5A2) et + (331 + 5Bg)t€3t

I <= I < |

(3141 + Bl) 63t + 3B1t63t (3A1 + 5A2) egt + (3B1 + 5B2)t63t.

De la ultima igualdad se deduce que:

3A1 + B1 = 341 + 54, By =54, Ay = 1B
{ 3By = 3B, + 5B, ‘:’{ 5By =0 ‘:’{

Luego:
{ z(t) = Are3t + Byte

z(t) = £ Bret
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x(t) B Are® + Bytedt
y(t) B £Be
1 t 3t
= g )err( f)
= A1<é>€3t+31|:<9)€3t+<(]j>t63t:| (**)
5

Compare las soluciones obtenidas en (*) y (**).

Ejemplo
¥ =dr+y '\ 4 1 x
{y’——xHy :)<y’)_<—1 2)(@/)
Soluciéon:

Resolver el sistema

Si se reduce el sistema a una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden, la ecuacién
caracteristica a estudiar es: m? — 6m + 9 = 0. Como m? — 6m + 9 = 0 es equivalente a: (m — 3)? = 0, se
sigue que las soluciones x(t) y y(t) son de la forma:

z(t) = Are3t + Bytedt
2(t) = Axe3t + Botedt

Expresemos ahora las constantes As y By en términos de A; y Bj. Se tiene:

/

Y —z+ 2y

3A2€3t + Bzegt + 3Bgt€3t (—Al + 2142) e3t + (232 — Bl)t€3t

<= I < Il

(3A2 + BQ) €3t + 3Bgt€3t (—Al + 2A2) 63t + (232 — Bl)te?’t.

De la tltima igualdad se deduce que:

{ 3Ay + By = —A; + 24, (:){ Ay =—A; — By ;}{ Ay =—-A1+ By

3By = 2By — B; By = —B; By = —B;.
Luego:
z(t) = A1e3t + Byted
y(t) = (Bl — Al) 63t — B1t€3t
Ademss

x(t) B Aqe® + Bite®
y(t) B (Bl — A1)€3t — Bltegt
1 tedt
= A1< 1 )€3t+Bl< o3t _ 4Bt )
1 0 1
_ Al( B )e3t+B1 K : >63t+( B >t63t}.

C . . 4 1 .
Si utilizamos valores y vectores propios de la matriz A = ( 1 9 ), se tiene:

[A=M|=0 <~ 1 9

‘ 4-1 1
— (A=3°=0= A =\ =3.

’:0<:>(4—/\)(2—/\)+1:O<:>/\2—6)\+9:O

Cilculo de los vectores propios asociadoa a A = 3.

4 1 «a « da+ 8 = 3 at+B=0
<1 2><5):3<5>‘:’{ —a 428 =38 ‘:’{(Hﬁ_o Sat+f=0spF=—a
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Luego los vectores ¢ asociados al valor propio A = 3 son de la forma:

= (5)-(5) o (4) e

1 . . . . .

1 ) como un vector propio asociado a A = 3, se tiene que una solucién del sistema es:
1 .

Y1 (t) = Gdt.

Como el valor propio A = 3 es repetido, buscamos una segunda solucién de la forma:

Eligiendo (

Ya(t) = Vet + < _11 )te?’t,

(A/\I)V(_ll >

donde el vector V verifica:

Se tiene:
- 1 4 1 @ 1
amnv=(L) e (A2)(5)-(4)
& {_aat'@ﬂ:_ll s{a+p=1=p=1-a
Luego:

- o o 0 1
()0 )= (1) =(4)
; 0 3t 1 3t
; es decir que Y3 (t) = N K U R
La solucién general es entonces:

Y(t)_C’1< _11 >e3t+02{< (1) >e3t+( _11 )teﬂ.

= O

Si hacemos a = 0, nos queda V= (

Ejemplo
resolver el sistema:

{ yx::j)fiéyy < ( Zj ) = ( c ) ( y ><:>X’(t)=AX(t).

Como A = 31 >, se tiene que Tr(A) = 5 y det(A) = 7; la ecuacién caracteristica a estudiar

-1 2
est m? — 5m + 7 = 0. Sus solucione son: m; = 2 + @z y mg =

Luego las soluciones x(t) y y(t) del sistema son de la forma:

Solucién.

o

i.

oot

z(t) = Aje3t cos (?t) 1+ Biedtsen (?t)
V3
2

y(t) = Agest cos (§t> + Bye3tsen (

Expresemos ahora Ay y Bs en funciéon de A; y Bj.
z' = 3x + 1y es equivalente a:

gAle%t coS (@t) — @Ale%t sen <§t> + %Bleg

H
2]
@D
B
/N
|
w
oo
N—
+
vl
w
S
)
)|
e
@]
@]
)]
N
S
~
N—

= (341 + As) €3t cos (§t> + (3By + Bs) e3t sen (7?7)

o también
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0 V3 5t V3 ) NE 5, V3
<2A1 + 2B1> ez’ cos <2t> + (231 -5 A; | e2"sen Tt
= (341 + Ay) e3t cos (égt) + (3By + Bs) o3t sen (\ggt> '

Se deduce entonces que:

5 3 3 1
§A1+§B1 :3A1+A2 %Bl _§A1 :A2
<
5 V3 1 V3
§B1 - 7141 == 3B1 + B2 _531 - 7A1 - B2
Luego:
z(t) = Ale%t cos <\é§t> + Ble%t sen (?t)
V3 1 54 V3 1 V3 54 V3
y(t) (231 - 5141 e2” cos Tt + —531 — 7/11 e2’sen >t
Ademas

Aje3t cos (7315) + Bie3tsen (7315)

z(t) ) _
( y() ) (?Bl - ;A1> e%tcos( 23t) + (—131 - \/§A1> €gt5€ﬂ( 375)

+ B16
1 3 3 1
—= cos (@t) - v3 sen (@t) V3 cos (\/gt> — —sen (§t>
2 2 2
Si usamos el procedimiento de hallar los valores y vectores propios se sigue que A verifica la ecuacion:

5 3
AN —BA+T= 0, cuyas raices (valores propios) son: A\; = V3

2 Y
5 V3. : , ,
Ao = 5~ 72. Determinemos ahora los vectores propios asociados:
5 V3
P = -4+ —1
ara Ap 2 + 5
5 V3
a+p8=|=-+—i|«
(22)(5)-(-2)(5) = )
-1 2 A 2 2 B 5 V3
—a+28=|-+—1|p8
2 2
1 V3.
— {6— (—2+2z> .
: : 5, V3
Los vectores propios asociados a A1 = 5 4+ ——1 son entonces de la forma:
@
@
v ( ) = (Lp V3
15} ( 3 + 5|
1
= 1 3. |, paraa#0.
IR
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1
Eligiendo el vector propio 1 /3. | sesigue que una solucién del sistema es:
—5 + —1
1 5 V3.
5+-5 1)t
Yi(t) = 1 V3 e<2 2 )
Tyt

es una solucién del sistema. La otra estd dada por:

Busquemos ahora las partes real e imaginaria de Y3 (¢).

1 5 V3
S0 )¢
Yl(t) = _1_,_@2» e<2 2 >
2 2
1
t ot
— 1 2 2
— 4+ @Z e=e
2 2
o ! V3 V3
— e2 V3 ; V3
= e2 —1—&—@2' {Cos(zt)—i-zsen(Qt)}
2 2
cos (?t) + 7 sen (@t)
—1
1
(— + \/§Z> [cos (@t) + 7 sen (@t)]
2 2
5 cos (@t) + 7sen (@t)
= eit
Lo (30) 4 Y34 cos (34 — Lison (81 — V3 qon (3
3 Ccos (Tt) + 72 cos (Tt) — 51 sen (Tt) — 5 sen (Tt>
5, cos (@t) sen (@t) 5,
Y]_(t) = €§ 1 +Z 1 67 .
3 cos (gt) — ? sen <§t) ?icos (@t) -5 sen <§t>

Sabemos que las partes real e imaginaria de Y (¢) son soluciones del sistema. Por lo tanto la solucién
general es:

cos (@t) 5, sen (73t> 5
Y(t) = C L (s) §Sen (80 ¢34 Oy éiws () - & sen (52)

Compare este resultado con el anteriormente obtenido.
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Autoevaluacién (Taller en grupo)
1. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones lineales de primer orden X'(¢t) = AX(t) donde
A= ( (13 }4 ) y 5: < ? > es un vector propio asociado al valor propio repetido A = 4 de la
1

0 satisface la ecuacién: (A — 41) 7 = €.

matriz A, y que 7j =

2. Resolver el problema de valor inicial X'(t) = ( le 1 > X(t), con X(0) = (

(el V)
N———
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5.1. Solucién de la ecuacién diferencial Y’ (z) = AY (z).

5.2. Caso valores propios repetidos.

1. Supongamos que A es un valor propio de multiplicidad n de la matriz A de orden p.
Si existen n vectores propios E)l, E)Q, Eg, ceey E)n linealmente independientes asociados al valor
— — —
propio A, entonces las funciones Y (z) = E 1, Y3 (x) = E2e?, Y3 (2) = Eze?,....Y, (z) =
LN
E,,e**, son soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial Y’ (z) = AY (z) asoci-
adas al valor propio A de multiplicidad n.

. . . =1 =1 - =1 . . .
Si solo existen h (con h < n) vectores propios F1, Eo, Ej,..., E} linealmente independi-
— -
entes asociados al valor propio A, entonces las funciones Y;(z) = E1e’, Yy(x) = E.e’?,
— —
Y3 (z) = E3e™,....Y, (z) = Epe®, son soluciones linealmente independientes asociadas al val-

or propio A de multiplicidad n. Hace falta encontrar n — h soluciones linealmente independientes
de la ecuacién diferencial Y’ () = AY (z) asociadas al valor propio A. para ello, entre los vectores
E‘H, fg, E’>3, ceey ﬁh se elige uno, supongamos por ejemplo que hemos elegido el vector ﬁl, se
busca entonces una solucién de la forma Yj . (x) = Ve + E)lxe)‘x, donde V es un vector a
determinarse. Para ello se utiliza el hecho de que Y41 () tiene que ser una solucién de la ecuacién
diferencial Y’ () = AY (7); es decir debe verificar la condicién: Yy, () = AYp41 (). De dicha
igualdad se sigue que:

! T Az = = Az 17 Az - Az
Yi(x) =AY, () = AVe + Ee™ + AEze™ = AVe™ + AE ze
—>)\x_ _)/\ar:_—> Az - Az ol Az _ o
= AVe AVe Eie™™ +AFE ze ANE12ze™ =0
— - = o — — e |
— (AV -2V = E) e+ (AE, ~ AE1) ae* =0
— — — — - = —
Como AE; — AE1 = 0 se sigue que (AV AV — E1> e’ = 0 y como e # 0, para todo real
— - = —
x, entonces AV — AV — E1 = 0; es decir que
- = = — - = — - =
AV-AV-FE;1=0 = (A-AX)V—-FE;=0 = (A-\X)V = E4, donde I es la matriz identidad.
La ecuacion vectorial (A — AT) V= El representa un sistema de ecuaciones y como det (A — A\I) =

0, el sistema puede o no tener solucién. Si tiene solucién, tiene infinitas y se escoge una cualquiera
— —
de ellas. Se prueba ademds que los vectores V' y E'; son linealmente independientes y en ese caso

: oA oA oA oA
las funciones Y; (z) = E1e™, Ya () = Eqe?®, Y3 (z) = Eze™®,.... Y, () = Epe’®, Y41 (z) son
—
soluciones linealmente independientes Si no tiene solucién, se cambia el vector F y se repite el
proceso.

Si h 4+ 1 = n, el proceso concluye, pues ya se tiene todas las soluciones linealmente independientes
de la ecuacién diferencial Y’ (z) = AY (z) asociadas a A.

. . — — — 2
Si h + 1 < n, se busca una nueva solucién de la forma Y, o () = Ze* + Vel + Elge”,

—
donde Z es un vector a determinarse. Para ello se utiliza el hecho de que Yj4s (x) tiene que
ser una solucién de la ecuacién diferencial Y’ (z) = AY (z); es decir debe verificar la condicién:
Yy () = AY} 12 (z). De dicha igualdad se sigue que:

— — — — — 2
Vo (@) = AVhys (z) = ANZeM + Ver + AV e + Erze’ + ANE 1 4er”
— — — 2 :
:AZe’\”—f—AVxe)‘”—i—AEl‘é—,e’\w
A T e _ TEA TN Voot oA = 2% A A
= AZeN = NZeM = Ve + AV e — AV e — Erwe™ + AE 5™ — ANE 1 5re™” =
— — — A — — — A — — 2
:>(AZ—)\Z—V)6“C—i—(AV—)\V—El)xew+<AE1—)\E1)”—,e””:

2!

Como Aﬁl — )\ﬁl -0 y AV -2V — ﬁl 6), se sigue que (AE> N7 - 7) =0 y como

i

—

- = — X
e =£ 0, para todo real , entonces AZ —AZ — V = 0; es decir que
Z-V=0=A-\)Z=V

— - = —
AZ —\Z -V =10 = (A—A])
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— —
La ecuacién vectorial (A — M) Z = V representa un sistema de ecuaciones y como det (A — A\I) =
0, el sistema puede o no tener solucién. Si tiene solucién, tiene infinitas y se escoge una cualquiera

— —
de ellas. Se prueba ademds que los vectores Z y V son linealmente independientes y en ese caso

— — — —

las funciones Y; (z) = E1e™, Yy (x) = E2e™, Y3(z) = E3e,....Y, (z) = Ene™®, Vi (2),
—

Y442 () son soluciones linealmente independientes Si no tiene solucién, se cambia el vector Fq y

se repite el proceso.

Si h + 2 = n, el proceso concluye, pues ya se tiene todas las soluciones linealmente independientes
de la ecuacién diferencial Y’ () = AY (z) asociadas a .

. A e d A — A _>:.E2 A
Si h 4+ 2 < n, se busca una nueva solucién de la forma Y43 () = Ue + Zze™® + Vae 4+
:L'3 \z - . . ., ’ .
ETE donde U es un vector a determinarse. De la condicién Yy 5 (z) = AY)y3 (2) se sigue

— — —
que el vector U debe verificar la ecuacién: (A — M) U = Z. Se repite el proceso.

_
E,

Observacién. Resumen:

Yii1 () = ‘_/e)“ + ﬁlxe)‘:”,
— —
(A-A)V = E,
2
Yiio () = 7w + V ze + ﬁl %e”,
— — ’
A-X\)Z =V
2 3
Yigs(z) = Ue + Zzer + X_/)C;—'e)‘”” + E)l %e”,
. . ! !
(A-A\DU = Z

Como (A — ) ﬁl = ﬁ), se sigue que:
A=AV =E, = (A-M)?V =(A-M)E1=0; esdecir, (A-A)?V =0
De manera similar:
— 3=

(A-AX)Z =V = (A=MN)’Z =(A=X)>V =0; esdecir, (A—N)*Z =10

De manera similar:

(A-M)T =7 = (A-AD)'TU =(A-X)>Z =0; esdecir, (A-A)'T =0
2. Determinamos la solucién general z(t), y(t), z(t) del sistema homogéneo
T = z-2y+z
o —y—z
2 = 4y +3z.
Con
z 1 -2 1
X=|y| y A=]0 -1 -1
z 0 4 3
puede este sistema escribirse en la forma X’ = AX.
a) Determinacién de los autovalores a partir de la relacién det(A — AI) = 0.
1-A -2 1
det| 0 —1-=X =1 |[=@Q=XN[(-1-XNB=-N+4=01-X1>=0
0 4 3—A

de donde se obtiene un valor propio repetido 3 veces: A\y = Ay = A3 =1= .
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b) Determinar los vectores propios de la relacién (A — AI)X = 0.

0 -2 1 T 0 —2y1 + 21 = 0
0 -2 -1 y | =10 o también —2y1—21 =0
0 4 2 21 0 4y + 221 =0

Si elegimos =1 = 1, obtenemos el vector propio X; = [1,0,0]7 debido a 3; = 2; = 0. No hay
otros vectores propios linealmente independientes con X7 (jpor qué?).

¢) Determinacion de los vectores principales etapa 2 : X 52) a partir de la relacién (A — AT)X 52) =

X12
0 -2 1 i 1 _oy® 4 g
0 -2 -1 y§2) = | 0| otambién *2y£2) B z§2) —0
042 2 0 14y 2.2 =0
@__ 1 o_1_. @ o .
day,” = R 2z = 3 y si tenemos ;' = 0, el (tinico) vector principal de la segunda etapa
x® = o 11 !
! AP
d) Determinacién del vector principal del tercer grado a 1 a partir de la relacion (A — AI)X {3) —
x®
3 3
0o 2 1[0 [ Y P+ =0
3 3
0 -2 -1 Z/£3) = | ~4 | o también —2y§ ) zg ) = -1
3 1 )
0 4 2 2V ! )+ 2 = 1
1 1
da gy = 16’ A% = g > sl elegimos 2¥ = 0, el vector principal del tercer grado X\¥ =
T
11
0, —, =
16° 8
Con los vectores
1 0 0
1 1
xi=xW=1lo|, xP=|-7| x®-|p
0 1 1
2 8

hemos encontrado un sistema de 3 vectores principales linealmente independientes de valor
propio A = 1.

e) Determinamos la solucién general de nuestro sistema utilizando el esquema de coeficientes
indeterminados.

El resultado es un sistema fundamental de soluciones:

1 2 1 3 2y t°q
e x M, et{XfutXf)}, et[X£)+tXl()+2!X§)},

y, por lo tanto, la solucién general buscada del sistema:

t2
X(t) = Cpet (Xf’ +tx® 4 2!X1(1)> + Cyet [Xl(z) oy XF)} + Cyet x
0 0
1 1 t2 1
= ¢t o E +(Clt+02) T4 |t <012 —|—Cgt+03> 0
1 1 0

8 2
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2 3 4
3. Resolver la ecuacién diferencial Y’/ (z) = AY (z), donde A=| 0 2 3
0 0 2
Solucién:
2—-A 3 4
det(A=X)=| 0 2-X 3 [=@2-XN’=XM=Xd=Xl3=X1=2,
0 0 2-A

es decir, A = 2, es un valor propio de multiplicidad 3.

Vectores propios:

Para A =2:
. R 0 3 4 x 0
A-XN)T = 0=A-2DT=0= |0 0 3 =10
( y
0 0 0 z 0
T 1
= {§Z+?)Z_O :>{Z_8 —= v =0 ]|=7=x| 0], 2#0
o N 0 0
Una solucién es entonces
1
Yi(z) = el o
0
Busquemos ahora vectores principales:
1 1 0 3 4 T 1
— U = - — u = - =
(A= XD 0 (A-2D) 7w 0 00 3 Yy 0
0 0 0 0 0 z 0
1 X
— wtle=l =5 | L] ser
3z=0
z= z=0 3
0
Otra solucién es
0 1
Y (x) = e® 1 +| 0 |ze*
3 0
0
para la tercera solucién resolvemos:
0 0 03 4 @ 0
(A-Xw = 3 = (A-2)w = s | = 00 3 v =1 3
1 X
3y+42=0 y=—— 1
— 1 = 12T = w=| "5 |, zer
=3 =3 f
9
Otra solucién es
0 0
1 1 2
2 1 T~ 2
Ya(z)=e| To7 | +tae™| = [+ O | e
£ 3 2l
2 0 0

Lemma 5.1 /.12 Sea X\ es un wvalor propio de A con multiplicidad algebraica m > 1. Entonces el
stguiente sistema

(A= A)™v =0 (4.4.5)

tiene exactamente m soluciones linealmente independientes.
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Mediante cédlculos directos podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 5.2 Sea A\ es un valor propio de A con multiplicidad algebraica m > 1.. Sea vg # 0 una solucion

de (A — AI)™v = 0. Definimos

U;CZ(A—)\[)vk,l, k=1,2,3,...,m—1. (446)
Y sea
t2 tm—l
T (t) = e v + tvr + 5“2 +- 4+ mvmfl (447)

Entonces x (t) es una solucidn de (4.4.1).

Sean v(()l), v(()z), RN v(()m), m soluciones linealmente independientes de (A — AI)™v = 0. Ellos generan
m soluciones linealmente independientes de (4.4.1) via (4.4.6) y (4.4.7).

Observacién. En (4.4.6), siempre se tiene
(A - AI) Um—1 = 0.
Si vp,—1 # 0 entonces v,_1 es un vector propio de la matriz A asociado con el valor propio .

En la practica, para encontrar las soluciones de (4.4.1) asociadas con un valor propio A de multiplicidad

m, primero resolvemos (4.4.5) y encontramos m soluciones linealmente independientes

vél),vé2), e vém).

k - .
Para cada uno de estos vectores , v(() ), calculamos la secuencia iterativa

o = A-Ano™, 1=1,2,3,...

Existe un entero 0 < j <m —1 (j depende de la seleccién de v(()k)) tal que

(k) (k) _
v’ #0, (A=A)v;" =0.
Entonces, v; es un vector propio de A asociado con el valor propio A. Entonces la iteracién se detiene y
se obtiene la solucién

t 7 (k
a® () = M ol + tol® + Evék) ot ﬁv](.k) (4.4.8)

Ejemplo. Resolver X’ = AX, donde

-1 1 ©
A= 0 -1 4
1 0 -4
Solucién. De det (A — AI) = —A (A + 3) = 0, encontramos los valores propios A\; = —3 con multipli-
cidad 2, y A2 = 0 simple. Para el valor propio doble A\; = —3, resolvemos
—
v= 0,

4 4 4
(A4+30)*v=| 4 4 4
111

(1) 0 , U(()Z) = 1 . Reem-

y encontramos dos soluciones linealmente independientes v
-1 -1
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plazando vél) y v(()Q) en (4.4.6), (4.4.7) obtenemos

2
o= (A3 = | -4 ],
2
1 2
2W @) = e_3t[ (D4 4 } 0o |+t| -4 ||,
-1 2
v§2) = (A+3D)v (
0 1]
@) = e [ tv 2)} 1 +t| -2
-1 1 /]
4
Para el valor propio simple Ay = 0 encontramos como un vector propio Z3 = | 4
1
Entonces la solucién general es
X)) = O XD #)+CoXxP (1) + Cs7Zs
1 2 0 1 4
= Cre ™ 0 |+t —4 + Che 3t 1 +t| -2 +Cs5| 4
-1 2 -1 1 1
Ejemplo. Resolver el sistema
=2z +y+ 22,
Yy =—x+4y+2z
2 =3z.
Solucién. Sea
2 1 2
A=| -1 4 2
0 0 3
El valor propio de A es 3 con multiplicidad 3. Resolviendo el sistema lineal:
0 0 O -
(A=30*v=[ 0 0 0 |v=10,
0 0 0
obtenemos tres soluciones linealmente independientes
1
M=lo ], o=(1], o 0
0 0 1
Reemplazando v(()j) en (4.4.6), (4.4.7) obtenemos
-1 0
v&l) = (A-3I) vél) = -1 ], vgl) =(A-3I) v?) =10 ],
0 0
1 -1
X0 = @ (o ) = | 0wl <1
0 0
P = (A-3DuP = 1], WP =(A-30)0? 0,
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0 1
xX@ = g3t (véz) + tv:(lQ)) =¥ 1 1+t 1 ;
0 0
2 0
Ugg) = (A-3I) vég) =1 2 |, v§3) = (A -3I) vgg) =101,
0 0
0 2\ |
X0 = (o ) = || 0 )+t 2
1 0 /]
La solucién general es
1 -1 0 1
X)) = O XD 40X 403X =™ || 0 |+t -1 + Che?t 1|+t 1
0 0 /] 0 0
0 2
+C5e® || 0 |+t 2
1 0
3 000
Ejemplo. Resolver X' = AX donde A = 8 i) g 8
0 01 3
Solucién. La matriz A tiene un valor propio A = 3 de multiplicidad 4. Un célculo directo da:
0 00 O 00 0 0
10000 2 | 00 0 O 3 4
(A-=3I) = 0100 | (A-30)" = 010 0 | (A-3)"=0, y (A-3)"=0.
0 010 01 10
Se puede ver que
1 0
Vi= 8 y Vi= 8 son dos vectores propios linealmente independientes de la matriz A.
0 1
Junto con
0 0
Vo = (1) y V= (; ellos forman una base de {V : (A—3I)4V:O} =R%
0 0

Note que (A—3I)Vo = V3, vy (A—3I)V3 = V4. Por lo tanto {Va, V3,V,} forma una cadena de
vectores propios generalizados asociados con el valor propio 3. {V1} solo es otra cadena. Por lo tanto, la
solucién general es

t2
X (t)=¢e* |:01V1 + Cy <V2 + Vs + 2V4) + C3 (V3 +tVy) + C4V4}

Es decir
Cle?nf
Cgegt
X (t) = (Cgt + 03) et

(Cz% + Cst + C4) edt
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Ejercicio. Resolver X' = AX, donde

7T 5 =3 2
A= 102 110 —05 2
-4 -4 2 -1
Respuesta:
1 1 —1 —t—1
X (t)=Cye? g + Chet 52 + Cyet 02 + Cyeét —12t



Capitulo 6

Ejercicios resueltos y talleres

1. Encontrar la solucién general del sistema X' (t) = ( 0 713 ) X (t). Respuesta: X (t) = Cpe3t < 1 >—|—

2
Cge4t ( g )

Solucién: Determinemos los valores propios:

Se tiene entonces dos valores propios: Ay =3 y Ay =4.
Hallemos ahora vectores propios asociados a dichos valores propios.
Para \y =3 :

- 3 -3 z\ _ (0 3r—3y=0 .
(A—3I)X_O<:><2 _2)<y)_(0)<:>{2x_2y:0 —={z=y

. . . 1
Es decir que los vectores propios asociados a A; = 3 son de la forma ( i > = x( 1 ) con

. . . . 1 . .
x # 0. Si elegimos = = 1 se tiene el vector propio | | ¥ por tanto una solucién del sistema es

v _ (1 3t
X1—<1>€ .

Para A\ =4

- = 2 -3 z\ _ (0 20 -3y =0 3
(A4I)X0<:>(2 _3><y><0><:>{2$_3y:0 <:>{172y

3
2 | con
1

3
Es decir que los vectores propios asociados a A = 4 son de la forma ( §y ) =y (

Y

y # 0. Si elegimos y = 2 se tiene el vector propio 2 y por tanto una solucién del sistema es
¥ 3\ at s ¥ 3 (1 a3
Xq = 5 )€ Por tanto la solucién general es: X (t) = Cre 1 + Che 9
'=—-x+y
2. Use matrices para encontrar la solucién general del sistema ¢ ¢ =z +2y+ 2z .
2 =3y—=z
Solucién:
En forma matricial el sistema se escribe:
2\’ -1 1 0 T
Y = 1 2 1 Y
z 0 3 -1 z
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0 1 1
3. Resolver el problema de valor inicial X’ = 1 0 1 | X, X(0)= 4
1 1 0

CAPITULO 6. EJERCICIOS RESUELTOS Y TALLERES

Valores propios:

—1-A 1 0
det | 1 2-x 1 = (-1-y] %7 11A‘_(1)’(1) 11A‘
0 3 —1-X
= (1=-NE-N(1=-3)=3]-(-1-})
= (-1-AN[N=-2-2-3-1]=(-1-XA=-3)(A-2).
Se tiene entonces tres valores propios: A= —1; A= -2, A=3.

Calculemos los vectores propios.

Para A = —1:
01 0 x 0 y=0 —0 1
1 3 1 y |=|0]]<<< 2+3y+2=0 :{xy___ =V = 0
0 3 0 z 0 3y=20 o -1
1
Primera solucién: Xi(t) =e [ 0
-1
Para A\ = -2
1 1 0 x 0 z+y=0 r=—-y v
1 4 1 y = 0 | <=1 z4+4y+2=0 =< Jy+2=0 :>{Z _3y
03 1 2 0 3y+2=0 3y + 2= y
-1
= Vi= 1
-3
-1
Segunda solucién: Xz(t)=e 2| 1 |.
-3
Para A = 3:
-4 1 0 T 0 —4dx+y=0 y =4z 1
1 -1 1 y | =10 ]<=q z2-—y+2=0 = 2=3z = V3=| 4
0 3 -4 z 0 3y—4z=0 0=0 3
1
Tercera solucién: X3(t) =3 | 4
3
Luego la solucién general es:
1 -1 1
X(t) = Oleit 0 + 026727: 1 + Ogedt 4
-1 -3 3

o lo que es lo mismo
fL‘(t) = Cleit — 0267% + 0363t
y(t) = Cae™2! + 4C5e3
2(t) = —Cre~t — 3Cye 2t + 3C3e™

-1

0
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a) Mostrar que el sistema de Cauchy - Euler
tX'(t) = AX(t), t>0,

. . . o . — .
donde A es una matriz constante tiene soluciones no triviales de la forma X (t) = ¢"  siy
. . — . .
solamente si 7 es un valor propio de Ay % es un correspondiente vector propio.

Solucién: X

X(t) "W es una solucion, con X (t) #0 <=t (rt" ' W) = At" °
tru = t"AY

ru =AW

A-rD)T=0

— . . .
u es un vector propio de A asociado al valor propio r.

FLety

b) Use el resultado previo para encontrar la solucién general de

X (t) = < - )X(t).

Solucién:
Valores propios de A :

det( 1IA _35_)\):0<:>(1—/\)(—3—>\)—5:0<:>/\2+2/\—8:0<:>>\:—4o)\:2.

Vectores propios

Para A = —4
5 5 z\ _ (0 5z +5y =10 _ - 1
(FD)G)-(0)={%05 =emv=m=(4)
Para A =2

-1 5 c\ _ [0 —z+5y=0 3 —~ (5
(1 _5)(y)_<0)<:>{ T :)x_@:m_(l)

La solucién general es

4. Resolver el sistema

y graficar algunas soluciones.

5. Resuelva el problema de valor inicial

0, si0o<t<1
y' +5y +6y=1< t,sil<t<5 , y0)=0, ¢'(0)=2.
1,si5<¢
Solucién:
0, sio<t<l1
Sea g(t)=4 t,s11<t<5 | en términos de escalones unitarios se tiene:
1,si5<¢

gt) =04+t -0)0UE-1D+A-)UE-5)=[t-1D)+1U{E—-1)+[6—(t—5)]U({t—-5)
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Por tanto

LAy +5y + 6yt =L{g()} = LAY MBL{Y 6L {y} = e (L{t} + L{1})+e™> (L{6} — L{t})

Luego
2 (1 1 s (61
s“LA{y} —2+5sL{y} +6L{y} =e 2t te T2
o también ) 6 )
emro i = (557) w857+
de donde

) 1+s ) 6s —1 2
L —p (- —5s
fyp=e (32($2+5s—|—6)>+e <82(52+58+6)>+(82+5S+6)

Por descomposicién en fracciones parciales, se obtiene:

_ 14s _ o b ¢ 4 1 1 2 1
s2(s2+5s+6) s s2 s+3 s+2 36s 652 9(s+3) 4(s+2)
6s —1 _ 41 13 n 19 a1 ¢ 13e~2 n 19e3¢
s2(s2+5s+6)  36s 652 4(s+2) 9(s+3) 136 6 4 9
2 2 2 .
— _ =r{2 -2t _ 9 —3t
(s2 4+ 55+ 6) s+2 s+3 {2e <
Luego
1 t—1 672(1571) 2673(1571)
- 2 -2t 9 —3t . _ Ult-—1
y e e+ (36 +— Tt 5 > ( ) +
41 (t—5) 137275 19¢=3(75)
4 ) _ 13 + < U(t—5)
36 6 4 9
Respuesta:
1 t—1 e 201 9e=3(t-1)
t) = 27 -2+ — - Ut—1
y(t) e R R (t—1)+

41 1 o2 19 _
T4 2 (t—=5)— (t—5) —3(t-5) t—
+ (36 +2(t-) 4 e Ut —5)

6. Exprese el sistema de ecuaciones diferenciales dado en notacién matricial:

2 (t) = (cos 2t) z1(t)
y(t) = w3(t) — 22(t) + €'z (t)
z5(t) = (24 %) 2(t) + (sent) z3(t)

Solucioén: ,
T cos 2t 0 0 X1
9 = et -1 1 o
T3 0 (2 + t3) sent T3

7. Exprese la ecuacién diferencial de orden superior y el sistema de ecuaciones diferenciales de orden
superior como un sistema de ecuaciones de primer orden.

a) Yy +y" —ty =cos2t

Solucién:
T1 =Y =y = Ty = T2
zp=y = vh=y"= =< xH=ux3
z3=1y" xh=y" = Ob2t—y”+ty xh =cos2t —x3 + 1t 1y
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b) ' — Bty + 5%y = %, y(0) =5, y(0) =3,
Solucion:

1=y ) =y =z . .. z1(0)=y(0)=5
{ zo =1/ = { 2l =y = e + 3ty — 52y condiciones iniciales: { 22(0) = /(0) = 3
Ty =22 21(0) =5
= { xh = €?' + 3tag — 5t%z; { 22(0) =3

2/ +3x —y +2y=0
C) 1 ’ / _
y' +2+3y +y=0

Solucién:
T = xh = x9 ) = x9
_ ;o o
To =2 Ty = T4 Ty = —3T2 + x4 — 273
—t ’ —t 7
T3 =1y Ty + 322 — x4 + 223 =0 Ty = T4
Ty =1 xhy+ 2+ 34 +23=0 Xy = —2y — 3wy — x3

2 4 -1 3
8.SeanA—<1 1), B—< 5 2).

a) Encontrar 24 — 3B. Respuesta ( 7713 :i >

b) Encontrar AB y BA.

N O

c¢) Encontrar A2 — 34 y B? — 2B. Respuesta: A2 — 34 = ( (2) > = 21. B? - 2B =

18 -3
-5 15 J°
sen 2t cos 2t e

dX
9. Encontrar 5 bara X(t)=| —sen2t 2cos2t 3e %
3sen2t cos2t e

—2t

2cos2t —2sen2t —2e %
Respuesta: e —2cos2t —4sen2t —6e 2
6cos2t —2sen2t —2e 2

10. Verifique que la funcién matricial dada satisface la ecuacién diferencial matricial.

1 0 0 et 0 0
X't)=[0 3 =2 |X(@), Xt)=| 0 e €
0 -2 3 0 et —edt
Solucion:
et 0 0 et 0 0
Xt)y=1 0 e €t | =X {t)=| 0 e 5
0 t _6575 0 t _5e5t
Por otra parte
1 0 0 1 0 0 et 0 0
0 3 -2 |X@) = 0 3 -2 0 et e
0o -2 3 0o -2 3 0 e —éb
et 0 0
= 0 3et — 2t 3e5t 4 2ePt
0 —2et+3et —2e5 — 3¢5
et 0 0
= 0 et 5edt = X'(t)
0 et —hedt

En consecuencia X es solucién de X'(t) = AX.
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6.1. Tarea

1. Resuelva el problema de valor inicial

0, si0<t<1

y' +5y +6y=1< t,sil<t<b5 , y(0)=0, ¢'(0)=2.
1,sih<t
Solucién:
0, si0o<t<1
Sea g(t) =14 t,811<t<5 ,en términos de escalones unitarios se tiene:
1,si5<¢

gt)=0+t-0Ut-1D+A-)UE-5)=[t—-1D)+1U{E—-1)+[6—(t—5)]U({t—-5)
Por tanto

Ly +5y +6y}=L{g(t)} <= LAY }+L{Y 6L {y} = e (L{t} + L{1})+e™> (L{6} - L{t})

Luego
2 s(1 1 s (6 1
s“L{y} —2+5sL{y} +6L{y} =e 2t5)te T2
o también ) 6 )
(s°+5s+6)L{y}=¢€" ( :;8) +e7% < SS; ) +2,
de donde

E{}_e_s 1+s +€—5s 6s—1 n 2
yr= s? (s2 4+ bs +6) s2 (s2 + bs +6) (82 4+ 5s + 6)

Por descomposicién en fracciones parciales, se obtiene:

__1+s _ e b c 4 1 1 2 1
s2(s2+5s+6) s 2 s+3 s+2 36s 652 9(s+3) 4(s+2)
6s — 1 41 3 19 _.f4 ¢ 132 N 19¢~3¢
s2(s2+5s+6)  36s 652 4(s+2) 9(s+3) 136 6 4 9
2 2 2
— _ — L 92 -2t 2 —3t
(s2 4 5s+6) s+2 s+3 {2e <}
Luego
1 t—1 e 2t=D 2e=3(t-1)
— 9e72t _9p3t L _ t—1
Yy e e+ 36 + 5 ) + 5 Ul )+
41 (t—5) 1372175 19e73(=5)
— - - Ut—5
(36 6 4 * 9 (t=5)
Respuesta:
1 t—1 672(t71) 2673(t71)
t) = 22273 4 [ — - t—1
y(t) e e+ <36 +5 T 5 )Z/I( )+

41 1 1 19 _.
+ (36 +5(t=5) - z?’e*?(t*@ + 5e3<t5>> U(t—5).

2. Exprese el sistema de ecuaciones diferenciales dado en notacién matricial:

z)(t) = (cos 2t) z1(t)
y(t) = wa(t) — wa(t) + 21 (t)
z4(t) = (2+ %) 22(t) + (sent) z5(t)
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Solucién: ,
T cos 2t 0 0 T
T = et -1 1 o
T3 0 (2 + t3) sent T3

3. Exprese la ecuacién diferencial de orden superior y el sistema de ecuaciones diferenciales de orden
superior como un sistema de ecuaciones de primer orden.

a) y" +y" —ty =cos2t

Solucién:
T =y =y = T = T3
rp=y = ah=y" = = Ty =73
z3=19" b =y" = 052t—y”—|—ty xh =cos2t —x3+1t 11
b) y" =3ty +5t°y =€, y(0) =5, y'(0)=3.
Solucién:

— /
) =
T2 =Y T

/

T3

o) ' +37 -y +2y=0
y' '+ +3y +y=0

i Qt 43ty — 5t2y condiciones iniciales: {
x

2 { 71(0) =5

et + 3txy — 5tz 22(0) =3

Solucién:
T = xh = a9 xh =x
R I o
To =T Ty = T4 TH = —3x2 + T4 — 223
— h — ;
T3 =Y Ty +3x2 — x4 + 223 =0 T3 = T4
x4 =1 T+ T+ 34 +23=0 Ty = —w9 — 314 — T3

sen2t  cos2t e 2

dX
4. Encontrar 5 bara X(t)=| —sen2t 2cos2t 3e %
¢ 3sen2t cos2t e 2

2cos2t —2sen2t —2e %
Respuesta: s —2cos2t —4sen2t —6e 2
3cos2t —2sen2t —2e” %

5. Verifique que la funcién matricial dada satisface la ecuacién diferencial matricial.

1 0 0 et 0 0
X't=[0 3 =2 |X(@), Xt)=| 0 e €
0 -2 3 0 et —edt
Solucién:
et 0 0 et 0 0
Xt)=1 0 e €t = X't)=| 0 e 5e
0 t _e5t 0 t _5e5t
Por otra parte
1 0 0 1 0 0 et 0 0
0 3 -2 Xt = 0 3 -2 0 et et
0o -2 3 0o -2 3 0 et —edt
et 0 0
= 0 3et—2et  3edt 4+ 2eP
0 —2et+3et —2¢5 — 3¢
et 0 0
= 0 et 5edt X'(t)
0 et —hedt

En consecuencia X es solucién de X'(t) = AX.
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6.2. Tarea
1. Resuelva cada problema de valor inicial.

a) Y +y=t—(t—DUE-2), y0)=0, y(0)=L

Solucién:
LY+ L{yy = L{}-L{t-DU(t—2)}
)
PLUY~1-5-0+L{y} = -~ L1102 - AUt -2)
)
(s> +1)L{y} = 1+8i2—c{(t—2)u(t—2)}+2£{U(t—2)}
)
(> +1)L{y} = 1—;32 B 6;223 N 26;25
De donde
1+ 82 =25 9p—25

L{y} =

s2(s2+1) $2(s2+1) * s(s2+1)
1 e (1—2s
52 s2(s241) °

Descomponiendo en fracciones parciales:

1—-2s _é E Cs+D_A(s3+s)+B(s2+1)+Cs3+D82

52(52+1)_s+52+s2+1 B s2(s?2+1)
Coeficientes de s>: A+ C =0 C=-2
Coeficientes de s2: B+ D =0 . D=-1
Coeficientes de s: A= —2 A=-2
Término independiente: B =1 B=1

Luego:
1-2 -2 1 2s+1

G S o =L{-2+t—2cost—sent}

s2(s2+1) s s 241

e 25 (1—2s
y(t) = 51{512—82(8(5_’_;)}—t—[—2+(t—2)—2(:os(t—2)—sen(t—?)]L{(t—Z)

t—[t—4—2cos(t—2)—sen(t—2)]U(t—2)

b) y'+y=46(t—m), y(0)=0, ¢'(0)=0.
Solucion:

—TSs

e
2+1

LWL = LOG-m) = (1) L) =™ = L{y) =
= L{y}=eTL{sent} = y(t)=sen(t —m)U(t—).
o) y' —y =40 (t—2)+ 2, y(0)=0, ' (0)=3.
Solucién:

L{y"}—L{y'} 4L{5 (t —2)} + L {t*}

<

2
46—25 4+ =

s2L{y} — sy(0) — y'(0) — sL {y} +y(0) 53

=

2
(s*—s)L{y} = 46_25—1—8—3—&—3
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Por tanto ) .
4e™%8 24 3s
E =
v s(s—1) s*(s—1)
Se tiene:
4 4 4

s(s—1) s s-—1

2+ 3s3 B 5 5 5 5 2

st(s—1)  s—1 s s2 &3 gt

12 13
L{y} = 5£{et1t2} 5{3}+4625£{et1}

t 5t2 t3 t—2
Y 56*5*5t*7*§+4(6 -1U(t-2).

d) y' +6y +5y=ed(t—1), y(0) =0, ¥ (0)=4.
Solucién: Recordemos que L{f(¢)0 (t —c)} = e **f(c).

ﬁ{y//} +6£{y’} +5£{y} _ ﬁ{eté(t— 1)}, y(()) —0, y’(O) _4
LAy} = sy(0) = y'(0) + 6L {y} — 6y(0) +5L{y} = e e
SL{yY —4+6sL{y}+5L{y} = e e
(s +6s+5)L{y} = e e+d
Ly = o

(s+5)(s+1)

1 1 1

G5+l A48 A1)

1 1 e 1 1
Liyt = -t e — - —
v} s+1 st511° (s+1 s+5)
y(t) = e t—e 5ty Z (e*“*l) - e*5<t*1>) Ut—1).

¢
2. Encontrar la transformada de Laplace de f(t) = / (t —v) e3dw.
0

a) Solucién: Se tiene f(t) =t * 3. Luego

1 1 1
C{f(t)}zﬁ{t*eSt}@E{f(t)}zﬁ{t}ﬁ{est}:>£{f(t)}=—2 = .
s2s—3  s%2(s—3)
3. Encontrar la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones usando el teorema de la
convolucién.
s
a) F(s) = ——.
) PO =
Solucién:
S 1 sen 2t
F = —_— = L S 2t . L
(s) 2+4 244 {eos 2t} { 2 }
1 sen2t 1
L7 {F(s)} = cos2tx 5 =35 cos 2t * sen 2¢

1t 1
= f/ cos [2 (t — v)] sen 2vdv = f/ sen [2 (t — v)] cos 2vdv
2Jo 2Jo
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1
b G = Fre Ty
Solucién:
1 1 ¢ ¢t
G(s) = 8582_’_1zﬁ{zﬂ}-ﬁ{sent}zﬁ{ﬁ*sent}

4 trp o\

L7YHG(s)} = t—*sent:/(t v) senv dv
41 . 4l

4. Resolver el problema de valor inicial y graficar la solucién.

a) y" +y = 3sen2t — 3sen (26) U (t — 27), y(0) =1
b) v +y=06(t—7)—d(t—2m), y0)=0, #(0)=1.

6.3. Tarea

1. Resolver la ecuacién diferencial 4" + 9y = sec? (3t).

Solucién. El método del anulador o de los coeficientes indeterminados no aplica en este caso, por
lo tanto, debemos usar el método de variacién de pardmetros.

Solucién de la ecuacion diferencial lineal homogénea asociada: Como la ecuacién caracteristica es
AN 4+9=0,se sigue que A = £3i. Por tanto y; = cos3t y ys = sen 3t son soluciones linealmente
independientes.

Busquemos ahora una solucién particular de la forma y, = C1(z)y1(z) + Ca(z)y2(x), con Cy(z) =

MoJve gy Oy (z) =— V{}E;l)z;]d:c. O también, C; y Cs son soluciones de

| Wlyie]
Ciy1 + Cay2 = 0 . Clcos3z + Chsen3z =0
Ciy; + Cays = h(x) —3C4 sen 3z + 3C% cos 3z = sec? (3t)
3
Cl = ¢y sengm
— 5 o €OS3T
3C} sen” 3¢ + 3C% cos 3 = sec? (3t) (2)
2 cos 3z 2

1
(2) = 3 (sen®3z + cos®3z) C = sec® (3t) = C} = 3 sec? (3t)

1 1 sen 3z
= (Cy=—-tan(3t) = C] = —-—+——
279 an (3) ! 3 cos3 3z’
1 [ sen3z 1 . . 1
de donde C; = -3 / p— Bxdx = " 1Se032 Finalmente se sigue que y, = 18 cos 3z +

9 tan 3x sen 3.

2. Dado que 3; = t~! es solucién de la ecuacién diferencial homogénea t2y” 4+ 3ty +y = 0, parat > 0.

a) Use el método de reduccién del orden para encontrar la solucién general de la ecuacién ho-
mogénea.

Solucién:

Solucién general en la forma y = v(t)y; = —=.

t
/ " !
,_ V() () p_ V') 2(@) | 20(t)
L 2 YTy 2 T
Luego
20(t t t
2y + 3ty +y = 0=t (t)—20(t) + —Ut( ) +30'(t) — 3”; ) + ? =0,
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de donde

to" (t) +0'(t) (=2 + 3) + @ 2-3+1)=0<=t"t)+v'(t) =0 = % (tv'(t)) = 0,

C
luego tv'(t) = C y por tanto v'(t) = < o decir, v(t) = Clnt + D. Finalmente y(t) =

Clnt+ D
; .
b) Use el método de variacién de pardmetros para encontrar la solucién general de t2y” +3ty’'+y =
1
—,cont > 0.
t
1 3

Solucién: Dividiendo ambos miembros de t2y" + 3ty +y = ; para t? se sigue que y" + ;y’ +

1 1 Int
t% =5 = h(z). Por otra parte, del resultado anterior se sigue que y; = e Y2 = nT forman

1

una base del espacio nulo de la ecuacién homogénea asociada. Se tiene ademds y] = 2

1 Int
yh = 2 ?—2 Debemos resolver entonces el sistema:

! !

Clt(t) N Cg(tt) nt _, Ci(t) = Icg(t) Int Cit) = — w2t 4D
/ / / - = 2
_G G Gt 1 Gy(t) =5 Cy(t) =Int+C
t2 12 12 t3
11n*t LDt Clnt
= —_——_——— —_— nit—-—
4 2 ¢ t t t
I’ LD Clnt
YTy T ¢

3. Use la definicién de la transformada de Laplace para encontrar la transformada de Laplace de
f(t) =t2e 3,

a) Solucién:

+oo +oo
LL{f)} = / t2e e st dt = / 2= 3ot gy,
0 0
67(3+s)t

Haciendo u = t2, du = 2tdt, dv = e B9t v = i3 y aplicando integracién por

s
partes tenemos:

2~ (B3+s)t | T oo 9te—(B+s)t
L{ft)}=— ——F— + —dt.
{r) s+3 | /0 s+3
. 12— (3+s)t too Foo pe—(B3+s)t
Sis+3 >0, entonces —z— . = 0, luego L{f(t)} = i =¢_3—dt. Integrando por
e—(3+s)t

partes, hacemos u = 2¢, v/ =2, v = e_(3+s)t, v = 13 Se sigue entonces que

s

+ +
r {f( )} 2t67(3+s)t /+OO 267(3+S)t /+OO 267(3+s)t 267(3+s)t
t - —_— - = - = — — = —F,
(s+3)* |, o (s+3)? o (s+3)? (s+3)° |, (s +3)°
2t67(3+s)t
pues lim ———— =0
t——+o0 (S + 3)
2

Finalmente, L{f(t)} = ————, s> 3.

(s—|—3)37
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4. Use la definicién de la transformada de Laplace para encontrar la transformada de Laplace de
0, si0<t<3
fy=4¢ 5, si3<t<6
0, sit>6

a) Solucién:

+oco 3 6 +oo
LI = /0 ¢ f(t)dt:A ¢ f(t)dt+/3 c f(t)dt+/6 e F(t)dt
6 st 6 et 5e=st|®  _pe=6s { 5e3s
= O+/36 f(t)dt—|—0=/3 Se”%dt = — . 3: . .

5. Usando la transformada de Laplace, resolver el problema de valor inicial 3" + 3y’ + 5y =t + e~ ¢,
y(0)=-1, ¢'(0)=0.

Solucion:

L{y"}+3L{y'} +5L{y} L{t}+L{e"}

<l

1 1
S LAy} = sy(0) = ¢/ (0) +3sL{y} = 3y(0) +5L{y} = S+
)
(s> +3s+5) L{y} = i+i7573
2 s+1
i)
1 1 1
L - fall _s_3) -
v} <52+5—|—1 s )(52+3s+5)
Una descomposicién en fracciones parciales conduce a:
—91s — 263 1 3 1

ey = 9 os=268 1 8 1
v} T5(2135+5) | 552 255  B(s+ 1)

3 91 x 3
-91 <3+2> + 5 — 263 1 3 1

N2 11 5s2  25s  3(s+1)
75 <S+2> +Z
3 V1l
B 3\? 11 3\2 11| 552 25s  3(s+1)

Que a su vez permite obtener:

91 V11t 23v11 V11t t 3 1
Y= ——e %2 cos ( 5 ) S e 32 gen <2> + + et

75

6.4. Tarea

1. Dadas las siguientes ecuaciones diferenciales y sus correspondientes campos direccionales, determine
el comportamiento cuando t — 0.

d
2. Considere la ecuacién diferencial d—y =y—uz.
i
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a) ;Cuél es la pendiente del grafico de la solucién en (0,1), en el punto (1,1), en el punto (3,0),
en el punto (0,0) y en el punto (zo,¥yo)?

b) Encontrar todos los puntos donde las tangentes a las curvas solucién son horizontales.

¢) Describa la naturaleza de los puntos criticos.

. Una cierta droga empieza a administrarse intravenosamente a un paciente en el hospital. El fluido

conteniendo 5 mg/cm? de droga entra a la sangre del paciente a una tasa de 100 em?3/h. La droga
es absorbida por los tejidos del cuerpo o de otra manera llega al torrente sanguineo a una tasa
proporcional a la cantidad presente, con una tasa constante de 0,4 cm?/h.

a) Asumiendo que la droga es siempre distribuida uniformemente a través de la sangre, escriba
una ecuacién diferencial para la cantidad de droga que estd presente en la sangre en cualquier
tiempo.

b) ;Qué cantidad de farmaco estd presente en el torrente sanguineo después de un largo tiempo?

. Aparee el campo direccional a la ecuacién diferencial.

a =y—2

=)

=(y-2)°
=(y+2)°

U

Q@

(9}
~— — ~— ~— ~— ~—

y
y
y
y
y
y

~

2t z(t)
1+ z(¢)

es dado abajo. Construya el

grafico de las soluciones al problema de valor inicial dado.

¢) z(0) =—-0,5

. La tasa instantdnea de cambio de la temperatura T del café en el tiempo ¢ es proporcionala la

diferencia entre la temperatura M del aire y la temperatura T en el tiempo ¢.

a) Encontrar el modelo matemadtico para el problema.

b) Dado que la temperatura de la habitacién es 75°F y k = 0,08, encontrar la solucién de la
ecuacién diferencial.

¢) La temperatura inicial del café es 200°F. Encontrar la solucién a este problema.

. Su piscina que contiene 60000 galones de agua ha sido contaminada por 5 kg de un colorante no

téxico que deja la piel de un nadador un verde poco atractivo. El sistema de filtrado de la piscina
puede tomar el agua de la piscina, quitar el tinte, y devolver el agua a la piscina a una velocidad
de flujo de 200 gal/min.

a) Escriba abajo el problema de valor inicial para el proceso de filtrado; sea ¢(t) la cantidad de
colorante en cualquier tiempo ¢.

b) Resuelva el problema.

¢) Has invitado a varias docenas de amigos a una fiesta en la piscina que estd programado para
comenzar en 4 horas. También se ha determinado que el efecto del tinte es imperceptible si su
concentracion es inferior a 0,02 gramos/galén. jEs el sistema de filtrado capaz de reducir la
concentracién de colorante a este nivel dentro de las 4 horas?
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d) Encontrar el tiempo T en el cual la concentracién de colorante primero alcanza el valor 0,02
gramos/galén.

e) Encontrar la tasa de flujo que es suficiente para lograr la concentracién de 0,02 g/gal dentro
de 4 horas.

8. Dada la siguiente ecuacién diferencial, clasifique cada una como una ecuacién diferencial ordinaria,
ecuacién diferencial parcial, dar el orden. Si la ecuacién es una ecuacién diferencial ordinaria, diga
si la ecuacién es lineal o no lineal.

ay _ 2
a) Ir 3y+a
dy

ON 02N 10N
el 9 L kN,
) ot Oor? + r or +

dx 9
— = — 1.
)&=
e) (1+y?)y" +ty +y=c¢

a9y 2 _
1) dx—!—my 0.

9. Mostrar que f(t) = (2% + Az + B) e es solucién de y” + 2y’ + y = 2" para todos los nimeros
reales A y B. Encontrar la solucién que satisface la condicién inicial y(0) =3 y 4'(0) = 1.

t
10. Determine si la funcién y(t) = 3 + e~ es solucion de la ecuacion diferencial y®* + 4y + 3y = ¢.
11. Verifique que las funciones dadas son soluciones de la ecuacién diferencial.

a) 26%9" + 3ty —y=0,t>0, yi1(t) =t ya(t) =t
b) t2y" + 5ty +4y=0,t>0, y1(t) =t"2, yot) =t 2Int.
12. jPara qué valores de r la funcién (x — 1) e™"* es solucién de la ecuacion diferencial " —6y’+9y = 07

13. Determine para qué valores de 7 la funcién ¢" es solucién de la ecuacién diferencial t2y" — 4ty +4y =
0.

14. Determine los valores de r para los cuales la ecuacién diferencial 3"/ — 3y” + 2y’ = 0 tiene soluciones
de la forma y = €.

15. Considere la ecuacién diferencial ¢y’ = x + seny.

T
a) Una curva solucién pasa por el punto (1, 5) . Cudl es la pendiente de la solucién en este
punto?
b) Argumenta que toda curva solucién es creciente para x > 1.

¢) {Cual es el limite de la solucién cuando x tiende a infinito?

6.5. Tarea

1. Encontrar la solucién al problema de valor inicial.

8
a) ¥y +4y +13y =0, y(0)=4, ¢'(0)=0. Respuesta: y = 4e ' cos3t + ge_% sen 3t.
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b) 3" + 12y +36y =0, y(1)=0, ¢'(1)=—1. Respuesta: y = eSe 6 — ebe=6¢,

2. Use el método de reduccién del orden para encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones
diferenciales.

1
a) Py’ + 4ty +29 =0, ni(t) =

Solucién: Encontremos y en la forma y = . Se sigue que:

u(t)
t

() 20(t)  2vu(t)
i e T

Luego

du(t) | 20(0)

2v(t)
t t t

2y Aty + 2y = 0 <= " (1) — 20 () + + 40/ (t) — &t (t)+20'(t) = 0.

2
Si Y =0u(t), tY+2Y =0, V' + gY =0.
Factor integrante: t2.
d (t?Y)
dt

Y +2Y =0 < =0<=t’Y =C

Y como v'(t) =Y se sigue que v(t) = -7 + D. Finalmente

C 1 C D
y—(_t+D)t——t2+t.

:t—z’

b) 2y + (1 —-22)y + (- 1)y =0, yi(z)=e"
Solucién: Encontremos y en la forma y = v(x)e®. Se sigue que:

V(@) = (O + (@)t y (@) = (0 + 2 (@) 4 (D + olw)e”
Luego, sustituyendo en zy” + (1 — 2z)y’ + (z — 1) y = 0 se sigue que
20" (t)e” + 220 (x)e” + zv(z)e” + (1 — 2z) (V'(¢)e” +v(z)e®) + (x — 1) v(x)e® =0
De donde
0" (t)e” + v (z)e” = 0= zv"(t) +v'(x) =0, pues ” # 0, Vz € R.

1
Si hacemos Y = v/(z), se tiene Y’ +Y = 0, de donde Y’ + —Y = 0. Multiplicando por el
x

factor integrante que es x, se sigue que:

xY’—i—YzO(z}di(xY):0:>:cY:C’:>v'(x):Y:%:v(w):Clnx—i—D.
T

Finalmente, la solucién es y = (C'lnz + D) e”.



236 CAPITULO 6. EJERCICIOS RESUELTOS Y TALLERES

3. Dadas y; y w2 dos soluciones de la ecuacién diferencial " + p(x)y’ + q(z)y = 0.

a) Mostrar que el wronskiano W(x) = W [y1(x), y2(x)] satisface la ecuacién diferencial W' (x) +
pla) W () = 0.
Solucién:

W(z) = W [ (2), ya(2)] \ yl("””g ygﬂ ‘yl(fv)yé(x)yi(x)yz(x)-

Por otra parte,

W'(z) +p(@)W(z) = yi(@)ys(x) +y1(2)ya(z) — y1(@)ya(z) — ¥ (2)y2(2)
+p(@)y1(@)ya(2) — p(2)ys (2)y2(2)
= yi(@)yz (@) — i (@)y2(2) + p(x)y1 (2)ys(2) — p(2)ys (2)y2(2)
= () [y (x )+p( o ()] = y2 (@) [V () + px)y) (2)]
Como y;(z) es solucién de la ecuacién diferencial, yi + p(z)y] + q(z)y1 = 0, de donde vy} +
p(z)y] = —q(x)y;. Igualmente, para y, se tiene y5 + p(z)ys = —q(x)y2, con lo cual,
W(z) +p@)W(z) = (@) s (@) +p@)ys(2)] — v2(2) [y (2) + p(a)y) ()]
= () [=9(@)y2(2)] — y2(2) [-q(2)y1 (2)]
= —n@)y2(x)q(@) + y2(x)q(@)y(z) = 0.
b) Resuelva la ecuacion diferencial de la parte a) y pruebe el teorema de Abel.

Solucién: W es solucién de la ecuacion diferencial lineal de primer orden: W' (z)+p(x)W (z) =
0, cuyo factor integrante es y = el P@)dr ge sigue entonces que

i(M/V):O:>;LT/V:C':>T/V:C ¢

= - — (z)dx
d PR Tress,

4. Considere la ecuacién diferencial y” + 5y’ — 6y = 0. Mostrar que S = {y; = e€”, y, =¢* —e 7}
es un conjunto fundamental de soluciones.
Solucién:
Veamos que y; = €* es solucién:
y1 = e = yi(z) = " = 3 (z) = * =y} + 5y} — 6y; = €* + 5e® — 6e” = 0.
Es decir y; = €” es solucién.

6x

Veamos que ya(z) = e” — e~ 5% es solucién:

p(z) = e —e " = yl(z) =" +6e % = yi(z) = " — 36e "
— Y+ 5yh — 6y = e” — 36e % + 5e® + 30757 — 6e” + 6757 = 0.
Es decir 5 = € — e~ 5% es solucién.
5. por otra parte, S es un conjunto fudamental de soluciones si W (y1(z),y2(x)) # 0. En efecto,
T e’ — 6761’
T eT 66761

€

. — 6237 +6€—5m _ eQ.t _|_e—5m — 76—5?1: 7& 0.

W (y1(2),y2(x)) =

Por tanto S es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial.
t4
6. Mostrar que y(t) =0y y(t) = ¢ OB soluciones del problema de valor inicial 3’ = t y'/2, y(0) = 0.
Explique por qué este hecho no contradice el teorema de xistencia y unicidad.

Solucién: Si y(t) = 0 se tiene que y(0) = 0, y'(t) =0 y t y'/2(t) = 0, por tanto y(t) = 0 es
solucién.

Siy(t) = “ ti (0)=0,y'(t) = v y tyl?t) =t i tanto y(t) = “
1 se tiene que or tanto es

solucién.

of t
Oy - 2y1/2
lo tanto el teorema de existencia y unicidad no se aplica. Tener dos soluciones al mismo problema
de valor inicial es posible.

y = f(t,y) =t y'/%(t) es continua en R x [0, +oc0]. no es continua para y = 0, por
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6.6. Tarea

1. Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial dada.

a) 6y +1y —2y=0. Respuesta: y= Cret/? + Che /3,

b) 3" + 6y + 10y = 0. Respuesta: y = Cre 3! cost + Coe 3t sent.

2. Encontrar una ecuacién diferencial cuya solucién general es y = Cie?* + Cyre™3*.  Respuesta:
y' +y —6y=0.
3. Resolver cada problema de valor inicial.
a) ¥ +y =0, y(0)=2, y(0)=1. Respuesta: y =3 — e ".
" / / 7 —3t 39 —t/3
b) 3y”" +10y’' +3y =0, y(0) =4, y'(0)=1. Respuesta: y = -3¢ + =¢
1) Determine ademds el punto en el cual la solucién es maxima. Respuesta: La solucién
3 21
alcanza un méximo para t = 3 In <13)

3 7
2) Encontrar el punto donde la solucién se anula. Respuesta: ¢ = 3 In (39)
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4. Counsidere el problema de valor inicial ¥ + 2y’ + 5y = 0, y(0) = 2, ¥'(0) = a. Respuesta:

2
y = 2etcos2t + (a ;— ) e~ tsen 2t.
a) Encontrar a tal que y = 0 cuando ¢ = 1. Respuesta: a = —4cot 2 — 2.

b) Encontrar, como una funcién de a, el mds pequeno valor positivo de ¢ para el cual y = 0.
a+2
Respuesta: t = %arctan [— ( + )}

4

5. Para ver el efecto de cambio del parametro b en el problema de valor inicial y” + by’ + 4y = 0,
y(0) =1, ¢'(0) =0. Resuelva el problema para b=5, b=4 y b= 2y construya las soluciones.

6.7. Tarea
1. Determine el mayor intervalo en el cual el problema de valor inicial (t2 — 4) y' + (tant)y = ef,
y(m) = —1, es seguro que existe.
Solucién:
5 , ‘ , tant et
(t —4)y + (tant)y =e¢ <:>y(t)—|—t2_4y(t)—t2 E y(r) =—1
tant et i 3r[ tant ) 3
y ——— son continuas en |2, — |, no es continua en 2, y en —, por lo tanto,
2 -4 2 —4 22— 2

por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales, la solucién existe y

3
es tnica en el intervalo abierto } 2, g [

3t2
y(1+13)’
el intervalo en el que existe la soluciéon depende del valor yp.

2. Resolver el problema de valor inicial 2y'(t) = con y(0) = yo. Determinar ademéds cémo

Solucidn: Se trata de una ecuacién diferencial a variables separables:

2
——dt =1y =In(1+1°) + C.
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De yo = y(0) se sigue que C = y3.
Si yo > 0 entonces y = \/In (1 4 ¢3) + y2. Determinemos su dominio:

13 .
(14 £) 49 >0 =1+ > e = 1> (e -1) " = Ve - 1.

Si yp < 0 entonces y = —y/In (1 + ¢3) + y2. Determinemos su dominio:

M1+ +12>0= 1+ >e % =t > Ve ¥ 1.

3. Dada la ecuacién diferencial ¥/ (z) = f(y) =y (9 — y?).

a)

b)

)

Construir el grafico de f con respecto a y.

Encontrar las soluciones de equilibrio.
Solucién:
fy)=0=y=00 y=3 o y=-3.

Determinar dénde las soluciones son crecientes y dénde son decrecientes.

Solucién: y es creciente cuando 3y’ = f(y) > 0; es decir cuando y < =3 o 0 <y < 3.

y es decreciente cuando y' = f(y) < 0; es decir cuando y >3 o cuando —3 <y < 0.
Construya la linea de fase y clasifique las soluciones de equilibrio como asintéticamente estable,
inestable o semiestable.

Solucién:

y=—3 y y = 3 son asintéticamente estables. = 0 es inestable.

Determine dénde el grafico de y versus ¢ es céncavo hacia arriba y dénde es céncavo hacia
abajo.

Solucién:

y es concava hacia arriba si f/(t) > 0. Como y"(t) = %f(y(t)) =y = wfly) vy
Fy)=9-32=33B-9%) v v =3yB-y)B+y) (V3-y) (V3+y), se sigue que

y es concava hacia arriba cuando y € ]—3, —\/3[ U ]O, \/3[ U]3,400[. 1y es céncava hacia
abajo cuando y € ]—oo, —3[U|—V/3,0[ U]V/3,3].

Grafique algunas soluciones.

4. Determine si la ecuacién diferencial dada es exacta y en caso afirmativo encontrar la solucién.

a)

(1 —ysenx)dxr + cosxzdy = 0. Respuesta: Es exacta. Solucién general =+ ycosz = C.

N
Solucién: Como v —senzr = e entonces la ecuacién diferencial es exacta. Existe
Y x
OF oF
entonces una funcién F (z,y) tal que e M =1-ysenx y i N = cosx. De
£ Y
oF

oF
B = 1—ysenx se sigue que F (z,y) = x +ycosz + g(y). Como i cosx+¢'(y) = cosx ,
x Y

se deduce que ¢'(y) = 0 y en consecuencia g(y) = K. Es decir que F (z,y) = x + ycosz + K.
La solucién general es x4 ycosx = C.
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b) 2zy? + 423 + 2x2yd
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d
YW _y. Respuesta: Es exacta. Solucién general z%y? + z* = C.
x

oM
Solucién: En este caso M(z,y) = 22y*> + 42° y N (z,y) = 22%y. Luego —— = 4day =

dy
N
e entonces la ecuacién diferencial es exacta. Existe entonces una funcién F (z,y) tal que
iy
oF oF OF
— =M =2x> +42®° y — = N = 22%y. De — = 2xy? + 423 se sigue que
or dy or
oF
F(z,y) = 2%y* + 2* + g(y). Como B = 222y + ¢'(y) = 22%y , se deduce que ¢'(y) = 0y
Y

en consecuencia g(y) = K. BEs decir que F (z,y) = 2?y? + 2* + K. La solucién general es
2?y? + 2t =C.

5. Considere la ecuacién diferencial (y* — zy) dz + 2%dy = 0.

6.8.

1. Resuelva la ecuacion diferencial y encuentre, si es posible, una solucién explicita.

a) Mostrar que la ecuacién diferencial no es exacta.

oM ON
Solucién: En este caso M (z,y) = y?>—ay y N (x,y) = x2. Luego e 2y —x # e 2z,
Y x

entonces la ecuacién diferencial no es exacta.

1
b) Multiplicar la ecuacién por el factor integrante u (x,y) = — y resolver la ecuacién diferencial
xy

exacta que se obtiene.
Solucién: Multiplicando los dos miembros de la ecuacién diferencial (y2 — xy) dr + x%dy = 0

1 1 1
por el factor integrante —, se obtiene la ecuacién diferencial ( ——|dz+ %dy = 0. Dicha

xy?’ x
o : oM 0 (/1 1 1 0 (= ON
ecuacién diferencial es exacta, en efecto, — = —(-—-=-|) = 5 = — |5 | = —.
Oy oy\z y 2 oz \ y2 oz

. C 1 1 oF x

Existe entonces una funcién F (z,y) tal que — =M = - ——- y — =N = —. De
Oz oy Yy y?

oF 1 1 x oF =z x
—— = — — — se si F(z,y)=lnz—= .C — =5 +9(y) = — ,seded
o 7 g se sigue que F (z,y) = Inx ” +g(y). Como TR +4'(y) )2 se deduce

que ¢'(y) = 0 y en consecuencia ¢g(y) = K. Es decir que F (z,y) =Inx — % 4 K. La solucién
Y

general es Inx — r_c.
Yy

Tarea

o) o = sec? y
Y7 + 22
Solucién: Es una ecuacién diferencial no lineal y a variables separables.
2 /
, sec” y Y 1 dy dx 9 dzx
Y 1422 sec?y 1+ a2 sec?y 1422 sy 1+ 22
1+ cos2y dx y  sen2y
5 dy:1+x2:>§+ 1 = arctanz + C.

En este caso no es posible obtener una solucién en forma explicita.

b) (1+2)y +y=cosz.

Solucién: Es una ecuacién diferencial lineal, no es a variables separables. Se puede buscar el
factor integrante. Pero como el primer miembro de la ecuacién diferencial es la derivada del
producto (1 + )y se sigue que

d
(1+$)y’—|—y=cosx<:>%[(l—l—x)y]:cosx:>(1+x)y=senx—|—0,

senzlcJr C
142z 14z

de donde se obtiene como solucién general: y =
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c) y =ye* —2e* +y—2.
Solucién: Es una ecuacién diferencial lineal y a variables separables.
/ x x / xT dy x
y = yet—2"4+y—2=vy =(y—2)(e +1):>72:(e +1)dx

— ln(y_Q):€$+£L'—|—C:>y_2:e(ez+w+c):>y_2:e(em+m)ec
= y—QZI(GGI+ﬂr :>y:2+Keew+x =9 4 & F2tC,

2. Resuelva el problema de valor inicial. Encontra, si es posible, una solucién en forma explicita. Indicar
ademds el intervalo de existencia de la solucién.

2
a) y = 21:76’ y(—=1) = 0. Respuesta: Solucién general: y? — 6y = % + C. Solucién problema
y—
L 17 . . .
valor inicial: y = 3 — > + R Intervalo de existencia: R, pues y existe para todo = ya que
z2 17
—+—=>0.
2 + 2
Y +1
b) ¥ = , y(1) = 2. Respuesta: y = 2ze?* — 2€2* + 5¢*. Dominio: R.
Y

¢) sen x@—i—y cosx =2xsenz, y(m/2) = 2.Respuesta: Note que sen xd—y—ky cosx = 4 (ysenx).
dx dx dx
3. Un tanque con capacidad de 100 galones contiene inicialmente 20 galones de agua pura. Una solucién
de agua salada conteniendo 0,5 libras de sal por galén de agua empieza a entrar en el tanque a
una tasa de 4 galones por minuto. Al mismo tiempo, un drenaje se abre en el fondo del tanque que
permite que la mezcla de agua salada salga del tanque a una tasa de 2 galones por minuto.

a) Encontrar el volumen V'(t), en galones, de la mezcla de agua sal en cualquier tiempo (en
minutos) antes de que el tanque esté lleno. ;En qué momento se iniciard el desborde del
tanque?

Solucién: V(t) = 20 + 2t. Rebose del depdsito se tiene cuando V (t) = 100 = 20 + 2¢, de
donde t = 40 minutos.

b) sea A(t) la cantidad de sal, en libras, en el tanque. Encontrar una ecuacion diferencial satisfecha
por A(t) antes de llenar el tanque. Establezca una condicién inicial.

Solucién:
dA
V= Ain resa — Asa ida
dt g b
= 4(0,5) — 2 (concentracion)
2A(t)
= - ; A(0) = 0.
20 + 2t 0)
S L1y 2z
4. Dada la ecuacién diferencial y' = — .
1+y

a) Graficar el campo direccional y dibujar algunas curvas solucién.

b) Encontrar una solucién explicita para el problema de valor inicial y(1) = —2. ;Cudl es el
dominio de la solucién? Respuesta: Para el dominio, y existe si 3 — 222 > 0, es decir, si

_f<x<f
2 2°

-2 0 0
5. Considere el sistema Y’ = AY, donde A = 2 -3 -2
-2 4 3

a) Describa el procedimiento que usted sigue para encontrar un conjunto fundamental de solu-
ciones para sistemas de este tipo.
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Encontrar un conjunto fundamental de soluciones. Asegiirese de senalar por qué forman un
conjunto fundamental de soluciones.

6. Considere la ecuacion diferencial ¢y + 5y’ + 4y = 0.

a)

Encontrar un conjunto fundamental de soluciones.

Solucién. El polinomio caracterfstico es p(A) = A* + 5\ +4 = (A + 1)(\ +4). Las raices
caracteristicas son —1 y —4, por lo tanto las funciones y;(t) = e~! y y2(t) = e~ * forman un
conjunto fundamental de soluciones.

;,Cudl es la solucion general?

Solucién: La solucién general es y(t) = Cyy;(t) + Caya(t) = Cre~t + Coe™*t.

Encontrar la solucién que satisface y(0) =1 y ¢'(0) = 2.

Solucién: Necesitamos encontrar C; y Cs tales que

y(O) =01+ 0y
2 = y/(O) = —Cl - 402

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene que C; =2 y Cy = —1. La solucién es y(t) =
2e7t — e,

7. Considere la ecuacién diferencial 2’ = (1 + x2) cost.

a)

b)

., Cudl es la solucién general?

Solucién: La ecuacién es a variables separables. Separando variables e integrando se tiene:

dzr
——— = [ cost dt = arctanx = —sent + C.
1+ 22

De donde z(t) = tan(C — sent).
Encontrar la solucién que satisface z(0) = 0.

Solucién: Tenemos 0 = z(0) = tanC, esto es C = 0, y la solucién es z(t) = tan(—sent) =
— tan(sent).

8. Considere el sistema

a)

o' =y+ (1 -2%—y?)
y' =-z+(1-2> -y

Mostrar que el par z(t) = sent, y(t) = cost es una solucién.

Solucién: Tenemos a/(t) = cost y y + (1 — 2% — y?) = cost + (1 — cos®t — sen’t) =
cost. Es decir la primera ecuacién es satisfecha.. Para la segunda ecuacién: y' = —sent y
—z+ (1 —2%—19y?) = —sent + (1 — cos®’t —sen’t) = —sent. Es decir también satisface la
segunda ecuacion.

. Qué puede usted decir acerca del tipo de punto de equilibrio en el origen (0,0)?

Solucién: El jacobiano del sistema es

—2x 1-2
J(xvy):<_1_2x _2yy>‘

J(0,0) = ( o >

Esta matriz tiene traza nula (T = 0) y determinante igual a 1 (D =1). Consecuentemente
el origen es un centro para el sistema linealizado. Puesto que el centro es no genérico, no
podemos concluir nada acerca del punto de equilibrio del sistema no lineal.

En el origen tenemos
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¢) Describa qué ocurre con todas las soluciones que comienzan desde el origen- (Sugerencia:
considerar la funcién r(t) = /22(¢t) + y2(t))
Solucién: Tenemos

rr’ = xx' +yy
= zly+ (-2 —¢*)] +y[-z+ (1 —-2*—y?)]
= (z+y)(1—-r?).

Sin embargo, esto no ayuda mucho mas alld de confirmar que r = 1 es una curva de solucién.

9. Considere dos especies con poblaciones z(t) y y(t) que viven en la misma &rea, e interactian en la
siguiente forma:

= En ausencia de la otra poblacién, la poblacién = prosperaria sujeto a recursos limitados.
= En ausencia de la otra poblacién, poblacién y se extinguirfa.

= Las dos poblaciones tienen una relacién simbidtica, lo que significa que cada uno se beneficia
de la presencia de la otra. Derive una ecuacién diferencial que modele la interaccion de estas
dos especies. No es necesario resolver las ecuaciones.

Solucién: Esta es una instancia de dos especies que interactian. Lleva a las ecuaciones

' = (a1 — bz + a1y)y
Y = (—az + cax)y

donde todas las constantes son positivas.
10. Considere el sistema
=y —a?
y=z+y
a) Encontrar las nulclinales y dibujarlas, indicando claramente cudl es la z- nulclinal y cudl es la

y-nulclinal.

Solucién: La nulclinal = es la pardbola y = x2. Es la curva en trazo cortado en la siguiente

figura. La nulclinal y es la recta definida por z 4+ y = 0, y estd trazada con linea continua en
la figura.

b) Encontrar todos los puntos de equilibrio.

Solucién: Los puntos de equilibrio son los puntos donde se cortan las nulclinales. Ellas lo
hacen en dos, el origen (0,0) y en (—1,1).

¢) Calcule la matriz jacobiana.
Solucién: La matriz jacobiana es

—2x 1
J:( : 1).

Solucién: En el origen el jacobiano es

d) Clasifique los puntos de equilibrio.

Puesto que el determinante de es —1, el origen es un punto silla. En (—1, 1) el jacobiano es

2 1
Esta vez J tiene traza T = 3, y el determinante D = 1. El discriminante es 7% — 4D = 5.
Puesto que es positivo, el punto de equilibrio es un nodo fuente.



244

e)

)

CAPITULO 6. EJERCICIOS RESUELTOS Y TALLERES

Trazar flechas sobre las nulclinales indicando la direccién de las curvas solucién.

Solucién: Las flechas son mostradas en la figura precedente.

Las nulclinales dividen al plano en varias regiones. ;Cudles de estas regiones son invariantes?
Solucién: Hay dos regiones invariantes. Ellas son etiquetadas S7 y Sz en la figura.

11. Considere la siguiente ecuacién para un oscilador arménico amortiguado (forced)

a)

b)

y" + 4y’ + 8y = 20 cos 2t.

., Cudl es la ecuacién diferencial homogénea asociada?

Solucién: y”’ + 4y’ + 8y = 0.

Encontrar la solucién general para la ecuacién diferencial homogénea .

Solucién: El polinomio caracterfstico es p(A) = A% 4+ 4\ + 8. Las raices caracterfsticas son
1

= —2+£2.

Por lo tanto la solucién general es yp,(t) = e=2! [C} cos 2t + Cy sen 2t].

Encontrar una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea.

Solucién: Busquemos una solucién de la forma z(t) = ae? de la ecuacién 2" +42'+8z = 20
Sustituyendo, se tiene: 2 + 42’ + 8z = (4 + 8i)ae?*. Tenemos una solucién si (4 + 8i)a = 20.
Resolviendo para a tenemos:

20 5
T Ay 1+
5 1-2i
O 142i1—2i
_oo=2)
1+4

Por lo tanto la solucién en forma compleja es
2(t) = (1 —2i)e*™
= (1 —2%) [cos2t + isen 2t]
= [cos2t + 2sen 2t] + i [sen 2t — 2 cos 2¢] ,

y nuestra solucién particular es y,(t) = Re(z(t)) = cos 2t + 2sen 2t.

Encontrar la solucién general de la ecuacién no homogénea.

Solucion:

y() = yn(t) +yp(t)
e 21 [C} cos 2t + Cy sen 2t] 4 cos 2t + 2sen 2t.

;,Cudl es la solucién estado estable?
Solucién: La solucién de estado estable es esa parte de la solucién que no se extingue. Es

Yp(t) = cos 2t + 2sen 2t.

f) ¢Cual es la amplitud de la solucién de estado estable?
Solucién: La amplitud de y,(t) = cos 2t + 2sen 2t es V12 + 22 = /5.
-1 0 0
12. Considere el sistema de ecuaciones Y/ = AY, donde A = 1 1 9

0 -1 -5
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a)

., Cuél es el polinomio caracteristico de A?
Solucién: El polinomio caracteristico es

—-1-A 0 0
p(A) = det 1 1—A 9
0 -1 —5—-A

Desarrollando el determinante por la primera fila se tiene:
1—A 9
()\+1)det< 1 _5_>\)
A+ [A=1)(A+5)+9]
= —(A+1) [\ +4\+4]
—(A+ DA +2)2

p(A) =

i, Cuéles son los valores propios de la matriz A 7 ;Y, cudles son las multiplicidades algebraicas
y geométricas de cada uno de ellos?

Solucién: Los valores propios de A son \; = —1 y Ay = —2. El valor propio \; tiene
multiplicidad 1 y por lo tanto multiplicidad geométrica 1 evidentemente El valor propio Ag
tiene multiplicidad algebraica 2. Para descubrir su multiplicidad geométrica debemos encontrar
el espacio nulo de

1 0 0
A—Xl=A+2I=| 1 3 9
0 -1 -3
0
Vemos que el espacio nulo estd generado por el vector v = [ —3 |, esto es, es de dimensién
1

1. Por lo tanto la multiplicidad geométrica de Ao es 1.

Para cada valor propio, encontrar una base del espacio propio.
Solucién: En la parte b) encontramos que el espacio propio para Ao fue generado por el vector

vg. Para A; = —1 examinemos el espacio nulo de
0 0 0
A-MI=A+T=| 1 2 9
0 -1 —4
Esta matriz es casi en forma escalonada, y se ve facilmente que el espacio nulo es generado por
1
el vector propio vy = —4
1

Encontrar un conjunto fundamental de soluciones para el sistema.
Solucién: Primero encontremos una solucién correspondiente al valor propio A1, y los dos
correspondientes a A\o. Para A; podemos usar el vector propio vy, y dar la solucién

1

0

Para encontrar una segunda solucién debemos buscar un vector propio generalizado. Este debe
ser un vector en el espacio nulo de

1
(A=) =(A+20)*=| 3

o O O
o O O
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0 0
El espacio nulo tiene la base 1 y 0 |. Necesitamos solamente uno de estos que es
0 1
0
linealmente independiente de vo. Escojamos v = | 0 |. Puesto que (A — \o1)?v3 = 0, la
1
solucién es
Yg(t) = EtAvg
et [ug + t(A — \oT)vs]
[/ 0 1 0 0 0
= e[l o+t 1 3 9 0
[\ 1 0 -1 3 1
[/ 0 0
= el o |+t 9
[\ 1 -3
0
= % 9t
1-—3t¢
1
e) Encontrar la solucién que satisface la condicién inicial Y(0) = | 2
0

Solucién: Necesitamos encontrar las constantes C7,Cy, y Cs tales que Y = C1 Y1 +C5Yo+C3Y3
satisface la condicién inicial. Esto significa que

1
2 = Y(O) = 01}/1(0) + CQYQ(O) + Cng(O)
0
= Cyvr + Cavz + C3vs,
de donde se sigue que
C; = 1,
—4C, —3C, =
Ci+C+C3 =
Se encuentra facilmente que C; =1, Cy = -2 y C3=1. Por lo tanto la solucién es
Y(t) = Yi(t) — 2Ya(t) + Y3(t).
0
/) i Qué puede decir acerca del tipo de punto de equilibrio en el origen | 0 |7
0
Solucién: Puesto que todos los valores propios son negativos, el origen es asintéticamente

estable.

13. Encontrar la solucién del problema de valor inicial dado por

dy Y
L =2 13t+2 —1)=2.
7 t+ +2, y(-1)

Encontrar también el intervalo de existencia.
14. Encontrar la solucién del siguiente problema de valor inicial y establecer su intervalo de existencia:

dy 2t
dt — y+yt2’

y(0) = 2.
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