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Introduccién

Este libro sintetiza los conocimientos bésicos utilizados en la In-
genierfa de Control, se pretende preparar al lector para el analisis e
implementacién del control automaético en sistemas virtuales y fisi-
cos. El desarrollo de estas temaéticas son consideradas como elementa-
les para el modelamiento y la implementacién de un controlador con
el uso de herramientas accesibles como MATLAB y LabView. Este
libro retne las experiencias de los autores y los trabajos conjuntos
con los estudiantes de los cursos de Teoria de Control de la Univer-
sidad Politécnica Salesiana (UPS). Se ha incluido experimentaciones
de controladores desarrollados en el laboratorio de control de la UPS,
que facilmente pueden ser regeneradas por el lector con la intencién
de comprender de manera eficaz la teoria.



Descripcién del contenido

El primer capitulo esta orientado a explicar los conceptos bési-
cos de la Teoria de Control tales como; establecer los modelos de
los sistemas lineal e invariantes en el tiempo (LTT) como funciones de
transferencia, los distintos tipos de sistemas de control, la definicién de
términos y bloques usados en sistemas de control tanto en lazo abierto
como en lazo cerrado, también se hace mencién a las senales de prueba
y las perturbaciones a las cuales se pueden someter dichos sistemas.
El segundo capitulo esté enfocado al modelamiento de los sistemas
a ser controlados, se incluye ejemplos desarrollados para los sistemas
mas comunes como; circuitos mecanicos (masa-resorte-amortiguador),
circuitos eléctricos (resistencia-inductancia-capacitancia) y sistemas
combinados. Se desarrolla el modelamiento matematico usando ecua-
ciones diferenciales, para luego obtener el modelo como Funcién de
Transferencia y el modelo en Espacio de Estados. En el capitulo terce-
ro se realiza el anéalisis en el dominio del tiempo, en el cual se estudian
los sistemas de primero y segundo orden. Se revisa el criterio de es-
tabilidad de Routh Hourwitz y el trazado del lugar geométrico de
raices (LGR), adicionalmente se realiza un enfoque a la linealizacion
de sistemas de control mediante el Jacobiano. En el capitulo cuarto
se cubre una introduccién al analisis de los sistemas de control en
el dominio de la frecuencia con base en el diagrama de Bode, se de-
terminan las ecuaciones que caracterizan el comportamiento de un
sistema de control clasico de segundo orden, se estudia la respuesta
en estado permanente del sistema y las condiciones de estabilidad de
un sistema de control al analizar las curvas de magnitud y fase de las
funciones de transferencia en relacion a la frecuencia. Finalmente en
el capitulo quinto se realiza un enfoque a la matematica discreta y
la Transformada Z, lo que posteriormente es usado para establecer el
controlador PID en su forma discreta, el mismo que es implementado
con la ayuda del software LabView.



Notacién

De acuerdo con el material bibliografico consultado y considerando
la terminologia tradicional utilizada para la teoria de control, se utilizoé
la siguiente notacion:

PID:  Proporcional Integral Derivativo.

y:  senal de salida de un sistema.

r:  senal de referencia o entrada de un sistema.

e: senial de error.

u: senal de control o comando.

s: variable compleja para la transformada de Laplace.
z(t):  variable en funcion del tiempo.

#:  derivada temporal de x(t).

A.B,C,D: matrices para modelo de espacio de estados del sistema.
GFS: grafica de flujo de senales.

LGR: Lugar geométrico de las raices.

T Tao del sistema.

modelamiento: representaciéon matematica para el sistema fisico.
planta: sistema, fisico en anélisis.
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Capitulo 1

Introducciéon a los Sistemas
de Control

1.1. Definiciones y conceptos

En este apartado se presenta las definiciones y conceptos emplea-
dos en el analisis de los sistemas de control, desde un punto de vista
de la teorfa de control clasico y moderno.

1.1.1. Teoria de Sistemas de Control Automatico

La Teorfa de Sistemas de Control Automatico, es una temética que
aborda el aprendizaje de las técnicas de modelamiento de sistemas fi-
sicos, y el conocimiento de herramientas matematicas e informéticas,
que permitan el andlisis y el uso de estrategias de disefio de siste-
mas de control. Su implementacién permitira garantizar el adecuado
funcionamiento de la planta o sistema controlado.

Es importante enfatizar sobre algunos conceptos manejados en la
teoria de control, tales como:

= Senal: Cantidad fisica que se desarrolla a través del tiempo y
posee informacion de interés.

= Sistema: Integracién de elementos de distinta naturaleza, que
permiten generar o modificar senales.
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= Control: Dominio, manejo, comando, gobierno o regulaciéon de
un sistema.

Los sistemas a controlar pueden tener diferentes entradas y salidas,
por lo tanto se los puede clasificar segiin las mismas.

Sistemas de Unica Entrada Unica Salida, como se muestra en la
figura 1.1

Sistemas de Multiple Entrada Multiple Salida, como se muestra
en la figura figura 1.2

Entrlada ] Biiceco Salida

Planta

Figura 1.1: Sistema Unica Entrada Unica Salida

n entradas n salidas

: : Proceso : :

in_y Planta ‘n |

Figura 1.2: Sistema Multiple Entrada Multiple Salida

1.1.2. Ingenieria de Control

De acuerdo al panorama historico citado en [1], la ingenieria de
Control data desde el siglo XVII, con el trabajo de James Watt pa-
ra el control de velocidad de una maquina de vapor, Minorsky en
1922, Nyquist en 1932 y Hazen en 1934, entre otros, proporcionaron
importantes aportes para el desarrollo de la teoria de control.

Se puede destacar principalmente que la ingenieria de control, con-
siste en el desarrollo de las siguientes etapas:

= Modelamiento de la planta.
= AnAlisis de estabilidad y comportamiento dinamico.

= AnAlisis y propuesta de control.
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

= Disefio, sintonizacién y simulacién del controlador.

» Implementacion y verificacion del funcionamiento (pruebas co-
rrespondientes).

La ingenierfa de control en funcién de su evoluciéon y de acuer-
do con las herramientas matemaéticas usadas, se ha categorizado en
dos grandes campos conocidos como el Control Clésico y el Control
Moderno.

Teoria del Control Cldsico.

Comprende un analisis de sistemas de control, usando la herra-
mienta matematica de Laplace y su comportamiento en el plano de
la variable compleja (s). El modelado de la planta se presenta me-
diante una Funcion de Transferencia G (s), la misma que es definida
posteriormente. Uno de los alcances relevantes en este campo, es el
controlador de tres términos PID (Proporcional, Integrador, Deriva-
dor).

El uso de la matematica de la transformada de Laplace, para la
solucién de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el sistema, pre-
senta las siguientes ventajas:

1. Permite modelar y resolver sistemas que poseen componentes
de diferente naturaleza, como por ejemplo componentes eléctri-
cos, mecénicos, térmicos, entre otros, que al interactuar entre si
constituyen un solo mecanismo.

2. Facilita la solucién de las ecuaciones diferenciales, al convertir
estas ecuaciones en un caso de soluciéon de ecuaciones algebraicas
de menor complejidad, al estar representadas en el dominio de
la variable compleja (s).

3. Permite obtener la solucién de las ecuaciones diferenciales en
forma directa, lo cual reemplaza el procedimiento clasico de em-
plear un tratamiento independiente para obtener una solucién
homogénea y una solucién particular.
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4. Permite simplificar bloques de funcién de transferencia que se
encuentran en cascada, tan solo con realizar el producto de las
funciones de transferencia de los mismos, evitando la compleji-
dad, de realizar el proceso correspondiente que es la operacion
de convolucién, para cuando los bloques estén representados co-
mo modelos en funcién del tiempo.

Un planteamiento de bloques de funcién de transferencia correspon-
diente a un tratamiento de control clasicos, es como el que se muestra
en la figura 1.3

— L ()

Tl S +s+1 (s+2)s% +s+D)|

Figura 1.3: Bloques de funcion de transferencia en cascada

Los textos de mateméticas o de teoria de control, como es el caso
de [1, 2|, plantean en tablas los casos mas generales para la transfor-
mada de Laplace. La tabla 1.1 presenta algunos de ellos.

Principales Transformadas de Laplace

f(t) F(s)
8(t) Impulso Unitario 1
W(t) Escaldn Unitario 1
s
1
' 7
= 1
(n— 1) sm
B—nt 1

s+a
i (e~ — g bt) C

la —b| (s+a)(s+b)

efat e*bt efct 1

(b—a)la—c)la—Db)c—b)(a—c)b—c) (s+a)(s+b)s+c)

Tabla 1.1: Algunos casos de transformada de Laplace
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Es importante también para el estudio de la teoria de control,
enfatizar sobre las técnicas de transformada inversa de Laplace, que
permitira dar una interpretacién temporal a los resultados analizados
en bloques de Laplace.

Transformada Inversa de Laplace, soluciéon mediante frac-
ciones parciales: Como se propone en |1, 2|, consiste en descomponer
el modelo, en diferentes términos, uno para cada raiz del denomina-
dor, con la finalidad de que al momento de aplicar la transformada
inversa, esta se la pueda realizar directamente al tratarse de casos
probablemente ya definidos en tablas. Los principales casos son abor-
dados en los siguientes ejemplos:

s Caso de raices diferentes.

1
(s+4)(s+5)

G(s)= 4 + b
VTG (5+5)
De acuerdo a lo planteado en [1],los coeficientes A y B se calcula

mediante la evaluacion de los residuos de G (s) en el polo correspon-
diente, tal como se muestra a continuacién:

G (s) = (1.1)

(1.2)

A=G(s)(s+4)[e= 4 (1.3)

B =G(s)(s+5) s (1.4)

Estando el sistema en la forma de la ecuacion 1.2, se puede aplicar
directamente la transformada inversa de Laplace, para conseguir la
soluciéon del sistema planteado en 1.1.

= Caso de raices repetidas.

10



1. Introduccion a los Sistemas de Control

G(s)= m (1.5)
G (s) = 20 A 1.6
(S)_(s+3)2+(3+3) (16)
Donde los coeficientes Ay y A1 son:
Ao = G (5) (5 +3)2 [ms (1.7)
d 2
Ay =—|G(s)(s+3)7| [s=3 (1.8)

ds

De manera similar al caso anterior, estando el sistema en la forma
de la ecuacion 1.6, se puede aplicar directamente la transformada
inversa de Laplace, para conseguir la soluciéon del sistema planteado
en 1.5.

Para el analisis de los sistemas de control, se debe considerar que
aquellos seran sometidos a la presencia de senales fisicas en su entra-
da, lo que provocara una respuesta de salida, por lo tanto es necesa-
rio conocer la representaciéon matemética en transformada de Laplace
de estas seniales. A continuacién se presenta la representacion mate-
mética y la correspondiente grafica, para dos de las senales que son
comunmente utilizadas en el campo del anélisis de los sistemas de
control.

= La funcion Delta Dirac.

Definida mateméticamente en la ecuaciéon 1.9, y representada grafica-
mente como la figura 1.4

1 t=0
5:{0 20 (1.9)

11



1. Introduccion a los Sistemas de Control

Su transformada de Laplace corresponde a:

As) =1 (1.10)

Figura 1.4: Funcién Delta Dirac

s La funcion Escalén.

Definida matematicamente en la ecuacién 1.11, y representada grafi-
camente como la figura 1.5

pu(t) = {f iig (1.11)

Su transformada de Laplace corresponde a:

U(s) == (1.12)

ut) A

Figura 1.5: Funciéon Escalon

12



1. Introduccion a los Sistemas de Control

Control Moderno.

Se caracteriza por estar sustentado principalmente en un analisis
temporal, mediante el planteamiento de ecuaciones diferenciales y he-
rramientas matriciales. El modelado del sistema est& constituido por
un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden, cuyas varia-
bles se conocen como variables de estado y representan los estados del
sistema, de esta manera el modelo toma su nombre de modelo en espa-
cios de estados. La representaciéon matemética en forma generalizada
de acuerdo a [1], se presenta en las ecuaciones 1.13 y 1.14.

& = Ax + Bu (1.13)

y=Cxz+ Du (1.14)
donde:

2 - Matriz de estados derivados.

x - Matriz de estados.

u - Matriz de entradas del sistema.

A - Matriz de Transicion (caracteristica del sistema).

B - Matriz de Control (coeficientes asociados de la entrada).
C' - Matriz de Observacion (coeficientes asociados a la salida).
D - Matriz de transferencia directa entrada-salida.

y - Matriz de salidas del sistema.

Este planteamiento permite, que un sistema representado por una
ecuacién diferencial de orden n, pueda ser representado con un sistema
de n ecuaciones de primer orden, empleando n variables de estado.

Graficamente el sistema de las ecuaciones 1.13 y 1.14, esté estruc-
turado como se muestra en la figura 1.6.

13



1. Introduccion a los Sistemas de Control

Figura 1.6: Diagrama de bloques del sistema en tiempo continuo, en
su representacion en el espacio de estados

Generalmente para simplificar el anélisis de los sistemas de con-
trol, es comiin no considerar la matriz de transferencia directa entrada-
salida, debido a que, de acuerdo a la estructura de la figura 1.6, el
flujo de la senal que atraviesa bloque D, no afecta los estados internos
de la planta.

1.1.3. Clasificacién de los Sistemas de Control.

Los Sistemas de Control pueden ser clasificados de multiples ma-
neras, se menciona algunas de ellas.

Por su naturaleza

Control de Temperatura

Control de Velocidad

Control de Posicién

Control de Flujo

Control de Nivel

14



1. Introduccion a los Sistemas de Control

Por el tipo de senal.

Sistemas en Tiempo Continuo: El anélisis de sefiales en tiempo
continuo que fluyen por el sistema, generalmente es desarrollado
empleando la Transformada de Laplace y el planteamiento de
modelos en espacios de estados a base de ecuaciones diferencia-
les.

Sistemas en Tiempo Discreto: A diferencia del caso anterior,
para el tratamiento de las senales discretas que fluyen por el
sistema, generalmente se emplea la Transformada Z y el plan-
teamiento de modelos en espacios de estados a base de ecuacio-
nes en diferencias.

Por su modelo matematico.

Sistemas Lineales: Corresponde a sistemas cuyo modelo mate-
matico estd representada por una ecuacién diferencial lineal. Un
ejemplo de aquello se muestra en la ecuacion 1.15.

i+ 20+ 3 = bu (1.15)

Sistemas No lineales: Representados con una o varias ecuaciones
diferenciales en las cuales, en uno o varios términos, se presenta
la no-linealidad. Un ejemplo de aquello se muestra en la ecuaciéon
1.16

0
Vi + §+3Sen(x)+3u:0 (1.16)

Se puede recomendar profundizar el tratamiento de sistemas no
lineales en [3].

Por su comportamiento y respuesta, con el paso del tiempo.

Sistemas Variantes en el Tiempo: Son sistemas que varian su
comportamiento al pasar el tiempo. Como ejemplo puede citar-
se un cohete espacial, el cual cambia su modelo matematico a
medida que pierde masa al quemar combustible.
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

= Invariantes en el tiempo: Son aquellos que teéricamente no va-
rfan su comportamiento, su modelo es el mismo a pesar de que
ha pasado el tiempo considerablemente. En este caso los ejem-
plos podrian ser; el caso de un horno, un motor, entre otros.

Considerando el envejecimiento de todo sistema, se puede decir
que todo sistema es variante en el tiempo y que se consideran inva-
riantes aquellos en los cuales los cambios no son tan representativos
en el modelo.

= Sistemas Causales: Son sistemas causa-efecto es decir, requiere
una senial de entrada para que se desarrolle una respuesta en la
salida.

= Sistemas no Causales: Son sistemas en los cuales la salida se
desarrolla sin que se haya presentado una senal de entrada (ac-
ciones futuras que pueden ser analizadas matematicamente).

1.2. Sistemas de control en lazo abierto y lazo
cerrado.

Los sistemas de control pueden tener una estructura natural de
lazo abierto o lazo cerrado, pudiendo también un sistema natural de
lazo abierto convertirse en un sistema de control de lazo cerrado al
incorporar un lazo de realimentacion.

1.2.1. Sistema de Lazo Abierto (LA).

Este tipo de sistemas no permite conocer si la salida controlada
cumple con los objetivos de control, debido a que no posee realimen-
tacion. Estos sistemas pueden ser representados graficamente como se
muestra en la figura 1.7.
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

Sefial de Sefial de Sefial de
entrada control salida
r u y
—» C —» P —»
Elementos Proceso o
de Control Planta

Figura 1.7: Sistema de control en lazo abierto

Como ejemplo se puede mencionar el caso de una lavadora, la cual
presenta las siguientes caracteristicas:

Funciona sobre una base de tiempos.

La variable de salida: “ropa limpia”, no influye en una posible
reconfiguracion del funcionamiento de la lavadora; es decir, no
hay certeza de que al terminar el proceso la ropa esté completa-
mente limpia. La figura 1.8 muestra los bloques que conforman
el sistema de la lavadora.

Electricidad
y agua

Posicién
"eiectoir ’de Motor ¥ Tar‘nbor
Jprograma ——p Interruptor bomba —— Ropa limpia
de agua Lavadora

de lavado

Figura 1.8: Ejemplo de un sistema de control en lazo abierto

1.2.2.

Sistema de Lazo Cerrado (LC)

Este tipo de sistema posee realimentaciéon de la senal de salida,
con la cual se puede comprobar si el sistema de control cumple con el

objeti

vo deseado.
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

El insumo para el trabajo del bloque controlador, quien debe ge-
nerar la senial de control que gobierna la planta, es una senal (e)
conocida como senal de error, que se obtiene como diferencia entre la
sefial de referencia () y la senal de salida (y) que pasa a través de el
bloque de realimentacion (H), como se muestra en la figura 1.9.

Sefal de Sefial de Senal de
entrada Error control salida

v v M
— (O ¢ - P >

- A
Elementos Proceso o
de Control Planta
H |e&—

Realimentacion

Figura 1.9: Sistema de control en lazo cerrado

El bloque (H) corresponde al arreglo matematico que permite
igualar las unidades y las escalas correspondientes entre la sefial de
entrada y la senal de salida. Este bloque es llamado funcién de trans-
ferencia de realimentacion.

Como ejemplo se puede citar el caso de un sistema de control de
temperatura de un horno, que presenta las siguientes caracteristicas
de funcionamiento: Se fija un valor de temperatura en lo que sera la
referencia del sistema, el sistema esta realimentado mediante un sen-
sor de temperatura, cuando la temperatura del horno no ha llegado al
valor prefijado, se presenta una senal de error, la misma que sirve co-
mo insumo del bloque controlador, el cual tiene la funciéon de generar
una senal de control especifica e instantanea, que permita igualar la
temperatura del horno con lo fijado en la referencia. En presencia de
algin disturbio como es el caso de la apertura de la puerta, el horno
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

disminuira la temperatura, produciéndose nuevamente una senal de
error y con esto la senal de control también cambiard, permitiendo
de corregir esa caida de temperatura del horno. En la figura 1.10 se
muestra el diagrama de bloque del control de temperatura para el
horno.

t
Referencia —bO_a, Control > HoiB Temperatura
del Horno
T Sensar L\\i

Temperatura

Figura 1.10: Sistema de control para un horno.

Se recomienda ampliar estos conceptos de sistemas de control tan-
to en lazo abierto como en lazo cerrado, analizando los ejemplos plan-
teados en [1, 2, 4].

1.3. Representacion de los sistemas de control.

Con la finalidad de facilitar el anélisis de los sistemas de control,
estos son representados mediante diagramas de bloques, permitiendo
visualizar las relaciones entre los componentes del sistema y las sefiales
que fluyen en dicho sistema.

Los componentes principales de un sistema de control son:
= Proceso: Es el proceso que se desea controlar o regular.

= Controlador: Encargado de generar la senal de control que
gobierna la planta, utiliza como insumo la senal de error.

= Bloque de realimentacién: Es un convertidor de escalas y
unidades, permite determinar el valor de la senal de salida, que
luego sera enviada a ser comparada con la de entrada.

= Senal de control: Es la sefial generada por el controlador y
que comanda la planta.
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

Senal de salida: Es la senal, resultado del proceso de control,
se la conoce también como variable controlada.

» Senal de referencia (En inglés como: Set Point): es el va-
lor en el cual se desea mantener la variable controlada, también
conocida como senal de comando del sistema.

= Senal de error: Es una senial que corresponde a la diferencia
entre la senal de referencia y la sefial de realimentacion.

= Senal de realimentaciéon: Es la sefial que recoge el sensor y
es comparada con la de referencia para dar lugar a la sefial de
€rror.

La figura 1.11 muestra el diagrama de bloque para un sistema en
realimentacion.

R(s) + E(s) U(s) Y(s)
» C —» P
R(s) Q e(t) u(t) v(t)
I(t)
H |e——

Figura 1.11: Bloques y sefiales de un sistema de control
Donde las letras en maytsculas corresponden a la representaciéon
en el dominio de Laplace y las letras en mindsculas a la representacion
en el dominio del tiempo:
 (t) =Senal de control.

y (t) =Senal de salida o senal controlada.

r (t) =Senal de referencia (Set Point).
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

e (t) =Senal de error.

[ (t) =Senal de realimentacion.

P =Bloque de la funcién de transferencia del proceso o planta.
C =Bloque de la funcién de transferencia del controlador.

H =Bloque de la funcién de transferencia de realimentacion.

Se puede acotar que los bloques C' y P estan en cascada y con-

forman la trayectoria directa entre la entrada y la salida, como se
observa en la figura 1.11.

En la figura 1.12 se puede notar una configuracion diferente, en la
que el controlador aparece en la etapa de realimentacién, para lo cual
tendré otras consideraciones en su calculo.

R(s) E(s) Y(s)
R(s) CL/ ety P Al

I(t) ‘

U(s)
u(t)

Figura 1.12: Sistema de control con el controlador en la etapa de
realimentacion

Error y perturbacion en un sistema de control.

Dentro de un sistema de control, el cual posee una configuracién
de controlador en cascada en la trayectoria directa, como es el caso
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

de la figura 1.11, el error es el insumo de decisién del controlador,
si el error es cero el controlador mantiene la senal de comando de la
planta. El error basicamente es determinado a partir de la diferencia
de la senal de referencia y la senal de realimentacion de la salida del
sistema, de acuerdo a [4].

Cuando en el proceso de control, aparece una senal no considera-
da, que hace que el sistema sufra algin tipo de alteracion, se genera
en dicho sistema una perturbacion o disturbio. Estas entradas de per-
turbacién o entradas de disturbio pueden ingresar en cualquier parte
del proceso y afectar directamente a la senal controlada.

Con la finalidad de hacer un analisis, se considera la perturbacién
dentro de sistema de bloques como se muestra en la figura 1.13. Esta
sefial corresponde a una perturbacién en la planta que fue dividida en
2 bloques. G1 y G2 de acuerdo a [1]. Este tipo de perturbacion puede
ser de diferente naturaleza: mecénica; eléctrica; térmica; entre otras,
segin la naturaleza del proceso.

Por lo general las perturbaciones son el producto de acciones de
rozamiento, cargas adicionales, rotura parcial de elementos, escape de
liquidos, pérdida de presién, entre otras.

T(s)=Perturbacion

+ + Y(s)
G1 G2 >

y

%E
(@)
Y

Figura 1.13: Representacion de una perturbacion T(s) en un sistema
de control.

Es necesario destacar que en los siguientes capitulos se estudiara

principalmente los sistemas lineales invariantes en el tiempo y la per-
turbacién considerada sera de tipo aditiva, pudiendo estar presente
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1. Introduccion a los Sistemas de Control

en el interior de la planta, como es el caso de la figura 1.13, o también
a la salida del sistema.

1.4.

Preguntas de repaso.

., Qué entiende por Funcién de Transferencia?.

Defina un sistema de control en lazo abierto y dé un ejemplo
especificando su entrada y su salida.

Defina un sistema de control en lazo cerrado y dé un ejemplo
especificando su entrada, su salida y la senal de realimentacion.

Indique la naturaleza de la sefial de entrada de un controlador
en estructura en cascada.

;,Cudl es la funcion de la salida de un controlador en estructura
en cascada?.

. Defina una perturbacién en un sistema de control y dé un ejem-

plo de perturbacién para un sistema fisico real.
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Capitulo 2

Modelado Matematico de
Sistemas Lineales.

Se emplea el uso de la matematica de ecuaciones diferenciales para
encontrar los modelos de los sistemas fisicos a partir del conocimiento
de sus parametros.

Para analizar un sistema de control, primeramente se debe definir
su entrada y su salida, para luego proceder a obtener el modelo ma-
teméatico que lo describa. Dicho modelado matemaético, generalmente
se lo puede llevar a cabo mediante:

= Planteamiento de ecuaciones diferenciales.
= Identificacién experimental paramétrica.

= Identificacion Digital experimental, mediante estimulos con se-
nales PRBS (Secuencia Binaria Pseudoaleatoria), entre otras.

2.1. Modelo matematico mediante ecuaciones
diferenciales.

2.1.1. Modelo matematico de sistemas mecanicos.

Se determina el modelo matematico del sistema de dos formas:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

1. Como funcion de transferencia.-Mediante el uso de la transfor-
mada de Laplace.

2. Como modelo en espacio de estados.-Constituido por un sistema
matricial que muestra la relaciéon entre las variables de estado
que conforman el sistema.

El el ejemplo 1 se propone un sistema mecanico constituido por una
masa, un resorte y un amortiguador, como se muestra en la figura 2.1.

= Obtencién del modelo como funcidn de transferencia.

Considerando que el orden de un sistema (definido por el orden del
polinomio del denominador), estd en funcion directa con el namero
de elementos almacenadores de energia presentes y que actian de
manara independiente, se puede notar de antemano que este sistema
del ejemplo 1 serd de segundo orden, al estar constituido por dos
elementos almacenadores de energia (el resorte y la masa).

Ejemplo 1: Sistema masa resorte amortiguador.

f

Figura 2.1: Modelo de un sistema mecénico

Donde:

K - Constante elastica del resorte.
m - Masa del sistema.
x - Desplazamiento de la masa.

f - Fuerza aplicada a la masa para provocar el desplazamiento.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

b - Constante de amortiguamiento.

Aplicando la ley de fuerzas de Newton segun [5] y considerando
desplazamiento en el eje x.

ZF:m*a (2.1)

f—Kx—bt=mi (2.2)

Donde

& corresponde a la velocidad de la masa m.

Z corresponde a la aceleracion de la masa m.

Definimos la entrada y la salida del sistema ejemplo.

f = entrada

Consideramos )
x = salida

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién 2.2 podemos
encontrar la funcién de transferencia G (s) que relaciona la entrada
F (s) y la salida X (s).

F(s) — KX (s) — bsX (s) = ms®X (s) (2.3)

Buscamos despejar la relaciéon en la ecuaciéon 2.3,

F (s)
F(s)=X(s) [m52 +bs + K| (2.4)
X (s) 1

= 2.5
F(s) ms?+bs+K (2.5)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Finalmente la funcién de transferencia para el sistema masa re-
sorte amortiguador G (s) es:

1

G(s) = —
(5) ms2 +bs+ K

(2.6)

La representaciéon del bloque de la funcién de transferencia, con
su respectiva entrada y salida, es como se muestra en la figura 2.2 .

F(s) | X(s)
B >

ms”> +bs+K

Figura 2.2: Funcion de transferencia de un sistema masa, resorte y
amortiguador

= Obtenciéon del modelo en espacio de estados.

Se define las variables de estado, con la recomendaciéon de que el
primer estado corresponde a la variable con el menor grado de deriva-
da que presenta la ecuacién diferencial. Para el ejemplo desarrollado,
la ecuacion diferencial a tomar en cuenta es la ecuacion 2.2, por lo
tanto definimos dos estados al tratarse de un sistema de segundo or-
den.

{xl =z <+ Variable con derivada menor orden @27)

$2:$1 =z

Donde:

x1 - Representa la posicién de la masa m.

x9 - Representa la velocidad de la masa m.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Se reemplaza los estados 1 y z2 en la ecuaciéon diferencial y se
obtiene:

La técnica de modelacion en espacio de estados consiste en conver-
tir la ecuacién diferencial de orden n, en un sistema de n ecuaciones de
primer orden de acuerdo a [1] y [2]. Para este caso debemos encontrar
un sistema de dos ecuaciones de primer orden a mas de la ecuacion
de salida. En la ecuacion 2.9 se muestra el sistema de ecuaciones que
representan el sistema.

1= X2
b k

X9 = ——x9— —x]+ i (2'9)
m m m

y= o

De manera general, la estructura del modelo en espacio de estados
de las ecuaciones 1.13 y 1.14. para el presente ejemplo son:

.["31}+ ? f (2.10)

y=[1 0}.[9“] (2.11)

Ejemplo 2: Sistema mecanico de movimiento de dos ma-
sas.

En la figura 2.3 se muestra un sistema interconectado de dos ma-
sas, en una de ellas se aplica una fuerza externa con la finalidad de
generar un movimiento. El ejercicio consiste en encontrar la funcién
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

de transferencia que permita establecer como salida el desplazamiento
de masa m2, tomando como entrada la fuerza aplicada a la masa m1.

X1 X2
’——) '—%
K1 K2
. - AM— —AWA—

—>| m1 N b1 | M2 7 b2
i i

Figura 2.3: Modelo mecéanico

Aplicando la ecuacion 2.1 que corresponde a la ley de Newton,
para cada uno de los cuerpos en movimiento, se tiene:

Para m1
f—k (.’El — 1‘2) —b (i"l — jjg) = miZ1 (2.12)

Para m2
kq (1?1 — l’g) + b1 (.i’l — .fl'?Q) — koxg — bao = mody (2.13)

= trad
Definimos {f cntraca

z9 = salida

= Obtenciéon del modelo como funcion de transferencia.

Aplicando la transformada de Laplace, a las ecuaciones 2.12 y
2.13, obtenemos las ecuaciones 2.14 y 2.15 respectivamente

F (S) + (kl + bls)Xg (S) =X (8) [m182 +b1s + kl] (2.14)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

X4 (S) [bls + ]{51] = X5 (S) [m282 +s (bl + bQ) + k1 + kz] (2.15)

Se procede a despejar X7 (s)de la ecuacion 2.15

X (s) [mas® + 5 (by + ba) + k1 + ko]
X, (s) = 2.16
1(5) sby + k1 (2.16)

Se reemplaza X (s) en la ecuacion 2.14 y se obtiene:

X3 (s) [mas® + 5 (by + ba) + k1 + ko]

F (s)+ Xa(s) (k1 + b1s) = pr—

P(s)
(2.17)

donde
P(s) = (m1s* + bis + k1)

F (s)(sby + k1) = X2 (s) G(s) (2.18)
y G(s) esta dado por:

G(s) = {[m232 45 (b + o) + k1 + ks (mas® + bys + ky) — (ks + bls)Q}

(2.19)
Finalmente la funcion de transferencia buscada G (s) = );2 ((S)) €8
la que se expone en la ecuacion 2.20 ’
G (s) = sb1 + k1
[mas? + s (b1 + ba) + k1 + ko] (m1s? + bys + k1) — (sby (—;l;b);

Con lo cual el sistema representado en diagrama de bloque es lo
que muestra la figura 2.4.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

F(s) Xa(s)
> G(s) —»

Figura 2.4: Funciéon de transferencia para sistema masa (2 masas),
resorte y amortiguador.

= Obtencién del modelo en espacio de estados.

Para establecer el modelo en espacio de estados del ejemplo 2, se inicia
definiendo sus variables de estado, para luego estructurar el modelo
de acuerdo a las ecuaciones 1.13 y 1.14.

21 =x1, Z21 =11
) 29 =T, Zp =11
Variables de estado T )
k3 = X2, k3= T2
24 =9, Z4 =12
Se define la salida y = 23, con lo cual las ecuacion diferenciales
quedan

f — k:l (2:1 — 23) — bl (2’2 — 24) = mlé’g (2.21)

kq (Zl — 23) + b1 (22 — 24) — kozz — bozg = moZy (2.22)

Las dos ecuaciones 2.12 y 2.13 de segundo orden se convierten en
un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden a més de la ecuacién
de la salida.

31



2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Z1= 22
) ky b1 k1 by f
o= ——21— —22+—2Z3+ —24+ —
my my my mi mi
Z3= 24
) k1 by ki ko b b
2= —21+—2n+|————]23+|——— |24
mo mo mo Mo ma M2
y= z3

Finalmente se realiza la representaciéon del modelo en forma ma-
tricial correspondiente al planteamiento de las ecuaciones 1.13 y 1.14

0 1 0 0 i 0
Z1 ky b1 k1 by 21 1
ol | T T m om 2| | L
23 0 0 0 1 ' z3 7(7)%
24 k1 by ky ks by bo 24 0
L mas  ma ma m2 m2 my

(2.24)

Z1

zZ9
y=[0 0 1 0]. - (2.25)

z4

2.1.2. Modelo matematico de sistemas eléctricos.

Ejemplo 3: Circuito RLC serie.

En la figura 2.5 se muestra el circuito serie de los elementos resis-
tivo inductivo y capacitivo, el cual esta alimentado por una fuente de
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

voltaje Vi, en el ejemplo se pretende encontrar la funcién de trans-
ferencia que relaciona como salida (la corriente del circuito ) y como
entrada (el voltaje de alimentacion).

_fV\N\_me_

R Il
+

TR

/1

Figura 2.5: Modelo de un sistema eléctrico RLC

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff en una malla de acuerdo
a [6] se obtiene:

Y V()=0 (2.26)

por tanto aplicando la ecuacién 2.26 para el circuito de la figura 2.5,
tenemos

Vi(t)=Ri(t)+L

didf) + é / i (t)dt (2.27)

Definimos la entrada y la salida como:

i =  Entrad
{V ntrada (2.28)

i(t) = Salida

= Obtenciéon del modelo como funcion de transferencia.

Se procede a aplicar la Transformada de Laplace a la ecuaciéon 2.27 y
se obtiene la ecuacion 2.29
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

1
V}(s):R-I(s)—i—L-s-I(s)—i—EI(s) (2.29)
. . I(s)
La funcion de transferencia buscada corresponde a G (s) = Vils) por
i\S
tanto se despejara la relacion V((S) de la ecuaciéon 2.29.
i\S
1
Vi(s)=1I(s)|R+Ls+ — (2.30)
Cs
I(s) 1
= 2.31
O 230
+L-s+ O s

Se obtiene la funcién de transferencia para el circuito RLC serie, plan-
teada en la ecuacién 2.32, de la cual su representaciéon en bloques es
la que se observa en la figura 2.6

Cs
GO = ey ROs 11 (2:32)
Vi(s) I(s)
—>» G(s) »

Figura 2.6: Bloque de funcién de transferencia de un modelo eléctrico
RLC en serie

= Obtencién del modelo en espacio de estados.

Se define las variables de estado en base a la ecuaciéon 2.27

Tro = :L’lzi(t)

{331 = f@(t) dt (233)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

la ecuacion diferencial representada con los estados del sistema
queda:

1
R‘ZCQ—FL‘Z'UQ—l-aZCl:VZ‘(t) (2.34)

Se plantea las ecuaciones para &1 y &9

i‘l = X9
Vi (t) R 1 (2.35)

b= —p Vi) = gt o

Se define como salida del sistema a la variable xo debido a que se
desea investigar el comportamiento de la corriente del sistema.

Yy = x2 (2.36)

Finalmente se realiza la representacion del modelo espacio de es-
tados matricial para el ejemplo, en base al planteamiento de las ecua-
ciones 1.13 y 1.14

T 0 1 x
Bl =) 2]
) - - )
L

y=10 1].[“] (2.38)

T2

W (2.37)

SIESES

Ejemplo 4: Circuito RLC paralelo.

En este ejemplo se propone determinar la funcién de transferencia
que relaciona; como salida, el voltaje en el capacitor y como entrada la
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

corriente proporcionada por la fuente que alimenta al sistema, segtin
como se observa en la figura 2.7

K |R | liL

lwzi;‘.
Vi RS L G

Figura 2.7: Circuito eléctrico RLC en paralelo

Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff de acuerdo con [6],para
las corrientes de nodos se obtiene:

dI)=0 (2.39)

if =1ig +1iL +ic (2.40)
remplazando las corrientes de cada elemento se tiene

ip = VCR(t> + i / Ve (t) +Cdvgt(t) (2.41)

= Entrad
Se define la entrada y la salida ' ntrada
Vo (t) =  Salida

= Obtencién del modelo como funcidn de transferencia.

Se determina la funcion de transferencia G(s) que corresponde a la
Vo (t

I (s)
ecuacion 2.41.

relacion ;mediante la transformada de Laplace aplicada a la

Iy (s) = VCR(S) + VZ és) +CsVe (s) (2.42)
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1 1
sL + R+ s2RLC
Iy (s) = Ver (s) S (2.44)
sRL
— 2.4
G)= SRICTsL T R (245)

Con lo cual el sistema representado en diagrama de bloque para
la ecuacion 2.45 es lo que muestra la figura 2.8

IF(s) Ve(s)
—>»| G(s) —>»

Figura 2.8: Bloque de funcién de transferencia de un circuito eléctrico
RLC en paralelo

= Obtenciéon del modelo en espacio de estados.

Se define las variables de estado en base a la ecuacion 2.41

{xl = [Ve(t)dt (2.46)

To = .fl = VC (t)

Con lo cual la ecuacion diferencial conformada por los estados del
sistema queda:
T2 I

ig =5+ +Ci (2.47)

Encontramos el sistema de ecuaciones para %1 y 2o representado
en la ecuacién 2.48
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

.j:‘l = X2
. i X9 T (2'48)
= ¢ RO ILC

se define como salida del sistema al estado xo debido a que se desea

investigar el comportamiento del voltaje en el condensador

Yy = x2 (2.49)

finalmente se realiza la representacion del modelo espacio de esta-
dos en forma matricial para el sistema RLC de la figura 2.7, en base
al planteamiento de las ecuaciones 1.13 y 1.14

i 0 1 - 0
BN AT H

y=1[0 1].[“] (2.51)

2.2. Funcion de Transferencia de los sistemas
lineales.

Si bien anteriormente ya se us6 el término funcion de transferencia,
en este apartado se presenta un anélisis conceptual y matematico de
la misma.

Se puede decir que la funciéon de transferencia modifica la senial de
entrada y la convierte en una senal de salida caracteristica de dicha
planta.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

r(t) y(t)
> g(t) | >

Figura 2.9: Composicién bésica de un sistema

En donde:

g(t) - Funcion respuesta al impulso del sistema.

r(t) - Entrada del sistema.

y(t) - Salida del sistema.

Definicion Matematica: La funcién de transferencia se define

como la transformada de Laplace de la respuesta al impulso
del sistema, cuyas condiciones iniciales son iguales a cero.

G(s)
R(s) _‘|_1 Y(s)

P g(t) t B
r(t) y(t)

Figura 2.10: Bloque de funcién de transferencia

Ante una entrada impulso unitario cuya transformada de Laplace
es igual a 1, se puede calcular la salida del sistema de la siguiente
manera;

Y(s) = 1%G(s) (2.52)

Y(s) = G(s) (2.53)

Este analisis permite justificar la definicion matematica, puesto
que al obtener la respuesta al impulso del sistema, se estaria encon-
trando la caracteristica de comportamiento exacto del sistema.

Entonces de acuerdo con [1] y [2], matematicamente la funcion de
transferencia sera:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

G(s) = L{g)} =0 (2.54)

Modelo Matematico de funcién de transferencia generalizada

En base a la teoria descrita en [2], a continuacién se analiza el
modelo mateméatico generalizado para la Funcién de Transferencia.

Dada una ecuacién diferencial de orden n que representa una plan-
ta, cuya salida se considera a y(t) y su entrada como u(t) .

d"y(t) d"y(t) dy(t)
a O e g oot =
(2.55)
d"™u(t) d™tu(t) du(t)
byn b1 ————— 4 ... + by —— + bou(t
g T hmei— +1dt+ou()

Para encontrar su funciéon de transferencia, se aplica la transfor-
mada de Laplace a la ecuacion 2.55, teniendo presente que las condi-
ciones iniciales de las senales son iguales a cero, esto asegura que el
sistema inicialmente esté en reposo o en su presentacién natural

s"Y(8) + an_18" 1Y (8) + ... + a18Y (s) + agY (s) =
(2.56)
bins™U(8) + bp_18™ U (8) + ... + b1sU(s) + boU(s)

Agrupando los términos de Y (s) y U(s) se obtiene:

Y (5)(s" +an_15""t4+ars+ag) = U(s)(bnSs™ +bp_15™ L +b1s+by)
(2.57)
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Considerando que la funcion de transferencia relaciona la entrada
con la salida, de la siguiente manera:

G(s) = (2.58)

Entonces:

Y(s)  (bys™ 4+ bp_18™ .. 4+ b1s +bp)
- - (2.59)
U(s) (8" + ap—18"" 1+ ...+ ais+ag)

Matematicamente se establece que, el denominador es un polino-
mio caracteristico, debido a que sus raices caracterizan el comporta-
miento del modelo o de la planta, estas raices son llamadas Polos del
sistema, quienes caracterizan su comportamiento. Si el denominador
es igualado a cero, se obtiene la ecuacién caracteristica del sistema.
Por otra parte las raices del polinomio del numerador son conocidas
como ceros del modelo, estos estan involucrados en la dinamica del
sistema, sin comprometer su caracteristica en cuanto a estabilidad.

De acuerdo a los valores de n y m se puede dar una clasificacion a
la funcién de transferencia en base a lo propuesto en [2] de la siguiente
manera;

n —Denota el orden del Sistema

s Sin > m Se llama Funciéon de Transferencia Estrictamente Pro-
pia.

Un ejemplo podria ser el siguiente:

s+2

e 2.60
s24+s54+1 ( )
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Este tipo de sistemas son los mas comunes en el area de control.
= Si n =m Se llama funcién de transferencia propia.

Como ejemplo se puede tener:

s+ 2 (2.61)
s+3 '
= Sin < m Se llama funcién de transferencia impropia.
El ejemplo para este caso seria:
sP+s+1 (2.62)
s+3 '

Se puede decir que este tipo de sistema fisicamente no tiene im-
plementaciéon, puesto que corresponderia a un sistema no causal.

Ejemplo 1. Respuesta del sistema ante una entrada esca-
161 unitario.

El ejemplo muestra como determinar la respuesta y(t) ante una
entrada de escalén unitario para el sistema caracterizado por 2 polos
y 1 cero como muestra la figura 2.11.

jwt

Fa

Figura 2.11: Diagrama de polos y ceros

Se conoce que la representacion en transformada de Laplace para
el escalon u(t) es:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

L7 {u(t)} = ! (2.63)
S

Los polos correspondientes son:
51 = jw (2.64)

S9 = —jw (2.65)

El cero correspondiente es (s = 0), por lo tanto se plantea la
funcién de transferencia:

ks
G(s) = NI (2.66)

en donde(k) representa un factor de amplificacion del sistema.

La figura 2.12 muestra el desarrollo del analisis en el cual se con-
sigue establecer la estrada escalon al sistema, cuya salida y(t) es bus-
cada.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

1/s ks Y(s)
(s+ja)(s— jw)

Figura 2.12: Proceso de modelo de un sistema de polos y ceros

La salida del sistema queda planteada como:

ks ] (2.67)

(s + jw)(s — jw)

1
Y(s) = "

Si se halla la transformada inversa de la ecuacién 2.67, su respuesta
en el tiempo es:

(2.68)

Ejemplo 2. Circuito Electromecéanico.

Encontrar el modelo matemético y la funcién de transferencia
para el circuito de la figura 2.13, considerando como salida del sistema
la posiciéon z2 y como entrada, el voltaje de alimentaciéon Vi, tenemos
que:

XQ(S)

M=vis

(2.69)
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R i
o AAA F=ki :
' L
Vi i(t) % K1 '_) k2
B m1 Lz—)—l

il

X2
Figura 2.13: Circuito electromecéanico de dos masas.

» Analisis del circuito eléctrico.

Vi=R-i Ldi (2.70)
1= 1+ 0t .

Se obtiene la transformada de Laplace para la ecuaciéon 2.70.

Vi(s)=R-1(s)+ LS - 1(s) (2.71)

Vi(s) =I(s)- (R+ LS) (2.72)
Vi(s) _

s~ (R+LS) (2.73)

= (2.74)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

= Analisis del circuito mecanico.

Referido a la masa m1.

ZFx:ml'a

F — k1($1) — k2($1 — .1‘2) = mlfél
F — k‘l(Xl) — k’Q(Xl — XQ) = X182m1
F — k?le — k‘QXl — k‘QXQ = X152m1

F — (k‘l + k‘g)Xl — ko Xy = X152m1

Referido a la masa m2.

ZF$ =mg-a
]4:2(:131 — 1’2) — bl(fi‘g) = MQZZ'Q
kZQXl — k?QXQ — b15X2 = X252m2

X252m2 + ko X9 + b1sXo
X, = L

Reemplazando la ecuacién 2.83 en la ecuacién 2.79 se obtiene:
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ko

Xo8%mg + b1s Xy + ko X,
F—(k:1+l<:2)< 2 2 18X2 2 2>—k:2X2

(2.84)

X232m2 4+ b1 X9 + ko Xo 9
- p s*ml =0
2

F-X5 =0

s2mg + bys + ko s2my + bis + ko
(kl + kz) ( s — Kk — 52m1 ks

(2.85)

Se determina la funcién de transferencia del modelo mecanico asu-
miendo la salida Xs(s) y la entrada F(s).

Xo(s) 1

2 2
+bis+k +b1s+k
(i + k) s'mg +bis+ky\ Fy — 2 5°mg + bis + ko
ko ko
(2.86)

Considerando que F(s) = k - I(s), se obtiene la funciéon de trans-

. Xo(s)
ferencia
I(s)
XQ(S) . k
I(s) Zme +bis + k 2mg 4+ bis + k
(/ﬂ + kg) 5 me L5 2 - /{1 - 52m1 o me 15 2
ko ko
(2.87)
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Al reemplazar la ecuaciéon 2.74 en la ecuaciéon 2.87 se obtiene la fun-

. . Xa(s)
ci6n de transferencia ——=
Vi(s)

Xo(s)

Vi(s)

k
2 2
+bis+k +bis+k
(ky 4 k) [ Z2T9TR2)  p g2y, (22T RN (R L)
ko )
(2.88)

Finalmente reorganizando la ecuacion 2.88 encontramos la funcién
de transferencia M:

M =

k

2 2
+bis+k +bis+k
(k1 + k2) (S 2 k215 2) — k1 — s?my (S e k:gls 2)

(R+ Ls)

(2:89)

2.3. Diagrama de bloques de funciones de trans-
ferencia y técnicas aplicadas para su sim-
plificacion.

Es importante conocer cémo simplificar un sistema de bloques de

funcién de transferencia, para conseguir otro sistema mas llevadero
mateméaticamente.

Es oportuno analizar uno de los esquemas méas comunes en cuanto
a un sistema que posee realimentacion, el cual se puede observar en
la figura 1.11

= Resolucién hacia un bloque canénico.
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Un bloque canénico hace referencia a una configuraciéon tipica de
realimentacién que se maneja en el analisis de sistemas de control.
Los bloques C(s) y P(s) de la figura 1.11,al estar en cascada per-
miten un flujo directo de la senal, por lo que pueden multiplicarse en
términos de Laplace.

G(s) =C(s)P(s) (2.90)

Re-dibujando el sistema se obtiene la figura 2.14

R(s) + ¥(s)
G(s) ———m»

v

L———— H(s) |«

Figura 2.14: Bloque canénico de sistema realimentado.
Seguidamente, al tener una estructura canénica de realimentacion,

se aplica la féormula que nos permite obtener la funcién de transferen-
cia total, tal como se menciona en [1] y [2]:

(2.91)

en donde:

M (s) =Funcion de Transferencia Total.

G(s) =Funcion de Transferencia Directa.

H (s) =Funcion de Transferencia de realimentacion.

G(s)H(s) =Funcion de Transferencia de Lazo.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Se considera importante analizar la deduccién de la ecuaciéon 2.91,
por lo que se procede a continuacion.

Tomando como referencia la figura 1.11, que muestra la definicién
de las senales que fluyen por el sistema y la figura 2.14 considerado
como bloque canénico, se plantea la ecuacion 2.92 que permite deter-
minar la senal de error E(s), la misma que corresponde a la diferencia
entre la senial de entrada R(s) y la senal Y (s) afectado por la ganancia

del bloque H (s).

E(s)=R(s)—Y(s) - H(s) (2.92)

Y(s) = E(s)-G(s) (2.93)

B(s) = (2.94)

Y(s) _ s)—Y(s) - H(s
= R =Y () () (2.95)
V) |y (s)- H(s) = R(s) (2.96)
G(s)
Y(s)+Y(s) - H(s) -G(s) = R(s) - G(s) (2.97)
Y(s)[1+ H(s) - G(s)] = R(s) - G(s) (2.98)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Finalmente se obtiene la funcién de transferencia para el bloque
canoénico de la figura 2.14, la misma que esté representado por la
ecuacion 2.99.

vs)  G(s)
R(s) [+ H(s) G (2.99)

A esta relacion se lo ha nombrado como funcién de transferencia total
M (s) y corresponde a la ecuacion 2.91.

= Ejemplo 1. Reduccién de bloque de funcién de transfe-
rencia.

Se plantea como ejemplo el esquema de bloques de la figura 2.15

R(s) + E(s) ¥(s)
— )—»l G1 }—»I G2 l 4 G3 ]—»

Hl |¢——J

Figura 2.15: Esquema de bloques de un sistema de control.

Como primer paso se realiza la simplificaciéon de los bloques G1 y
G2 que se encuentran en cascada, obteniendo

Gi=G1-G2 (2.100)

El nuevo esquema de bloques se presenta en la figura 2.16
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Y(s)

G4 G3

A 4

A 4

| H1

A

Figura 2.16: Diagrama de bloques simplificado en GA4.

Se reconoce un bloque canénico entre G4, H1 y el sumador, apli-
cando la ecuacién 2.91 se obtiene.

B G4
14+ G4-H1

El esquema se reduce al mostrado en la figura 2.17

G5 (2.101)

Rs) + Y(s)
» G5 G3 >

A 4

Figura 2.17: Diagrama de bloques simplificado en G5.

Seguidamente se procede a simplificar los bloques G5 y G3 que
se encuentran en cascada

G6 = 65 - G3 (2.102)

Actualizando el esquema se tiene la figura 2.18
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

4
} Y(s)

R(s)
»( )——» G6 —

Figura 2.18: Diagrama de bloques simplificado en G6.

Finalmente aplicando la ecuacion 2.91 en el bloque de realimenta-
cion de la figura 2.18 | considerando que en este caso se trata de una
realimentaciéon positiva la misma que exige colocar un signo negativo
en el segundo término del denominador, encontramos la funciéon de
transferencia total para el sistema del ejemplo

G6
T 1-G6-1
La figura 2.19 representa la funcién de transferencia total para el
ejemplo desarrollado

M(s) (2.103)

R(s) Y(s)
—» M(s) —>

Figura 2.19: Bloque de funciéon de transferencia resultante.

Si establecemos la ecuaciéon 2.103 en términos de los bloque plan-
teados en la figura 2.15 tenemos

B G1G2G3
14+ G1G2H1 — G1G2G3

M(s) (2.104)

= Ejemplo 2. Bloques de funcién de transferencia para un
motor de corriente continua (DC).

o3



2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

A continuacién se explica mediante un ejemplo, como se elabora
el diagrama de bloques de un sistema fisico, que en este caso consiste
en el motor DC de la figura 2.20.

o » R )
T
5 I Redis |
J
w

Figura 2.20: Esquema electromecanico de un motor DC

En este caso se pretende busca el modelo matemaético como funcién
de transferencia que relaciona la velocidad del motor DC respecto a
la entrada de alimentacién Vi. En este caso se involucra el circuito
eléctrico y el circuito mecénico del motor. A continuacién se describe
cada variable del sistema.

Vi = Fuente de tensién variable, es la entrada del sistema.
R = Resistencia interna de los devanados del motor DC.
L = Inductancia de los devanados del motor DC.

T = Torque del motor DC.

J = Momento de inercia del rotor del motor DC.

w = Velocidad angular del rotor del motor DC.

b = Coeficiente de rozamiento del rotor del motor DC.

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el sistema son analiza-
dos a continuacion, de acuerdo a lo establecido en [1] y [2]:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Para el circuito eléctrico, segtn las leyes de Kirchhoff.

Se tiene:

R-i(t)+ L- = 0i(t) &5 R-I(S) + LS - I(S) = Vi(S) (2.105)

Considerando para el motor, el torque proporcional a la corriente,
es de interés determinar la corriente en funcion de la entrada a partir
de la ecuacién 2.105.

(2.106)

Para el torque.

De manera directa se considera el torque de la maquina como el
producto de una constante K por la corriente.

T(S) = K - I(S) (2.107)

Para el circuito mecanico.

Segun las leyes de Newton para el caso de la velocidad angular del
motor, se tiene la siguiente ecuacion.

T — bw(t) = Jo(t) <2 T(S) = JS - Q(S) + bQ(S) (2.108)

A partir de la ecuaciéon 2.108, se determina la relacién entre la

velocidad angular y el torque, obteniendo:
Qs) 1

T(S) JS+b

(2.109)

Una vez obtenidas todas las ecuaciones diferenciales de cada parte
del sistema y su correspondiente bloque de funcién de transferencia,
se procede a realizar el diagrama de bloques, sin perder de vista la
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

entrada y salida del sistema, que para este caso serén; el voltaje de la
fuente y la velocidad angular del eje del motor.

Los bloques en cascada para el sistema del motor de este ejemplo,
se forman segtin como se muestra en la figura 2.21

V(s) ] I(s) T(s) ] Q(s)
Ls+R Js+b

Figura 2.21: Diagrama de bloques del sistema motor DC.

Con la finalidad de establecer un sistema de control en lazo ce-
rrado para el motor, se realiza las siguientes acciones: se anade un
bloque controlador C' en cascada; se realimenta el sistema mediante
un tacémetro colocado en la salida, el cual medira la velocidad del
motor y que esta representado por un bloque Kigesmetro- Esta senal
serd comparada con la sefial de entrada de referencia, produciéndose
una senal de error que servird de insumo para el controlador; y por
ultimo se anade una senal de perturbacion T'd(s) en el interior o a la
salida de la planta, que simula efectos de desgaste, carga en el eje de
la méaquina, entre otros. En conclusion el diagrama de bloques para
un sistema de control de velocidad de un motor DC, corresponde a la
figura 2.22

Td(s)

RGN o) 4 i

Ls+R » Js+b

|

C

S WM

Figura 2.22: Sistema de control de velocidad de un motor DC.
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2.3.1. Reducciéon de diagramas de bloques.

Es comun que los sistemas se representan con varios bloques de
funcién de transferencia interconectados entre etapas. En este caso es
necesario usar técnicas de reducciéon de diagramas de bloques para su
posterior analisis. La reduccién de los diagramas de bloques se logra
mediante el dlgebra de bloques, que indica la forma en que podemos
agrupar o extender bloques. A continuacién se indica algunas de las
modificaciones mas comunes que se pueden realizar en un diagrama
de bloques, tal como lo propone [7].
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Diagrama de bloque ‘ Diagrama de bloque equivalente |
1. Combinacién de bloques en cascada.
V=06U
U )4 1
Gy Y =GV
Y= (G- G)U
V=06U
U Y W = G,U
Yy=vtw
Y = (G, +G)U
Z=GY
Y =GX
G Y, X=U-2z
1+ GG, G,
Yy=——"
1+G,6,
Z=G,Y
U G, Y Y=06X
— X=U+2Z
1- GG,
Y= _G
1-G,G,

5. Movimiento de un punto de suma después de un bloque.

v
U X y X—GuU
O—l 4] , z 7=Gv

v Y=6GWU+V)

6. Movimiento de un punto de suma antes de un bloque.

X=GU
Y=GU+V

Y =GU

U= 1
=

Y =GU

9. Redistribucién de puntos de suma
u X Y u z Y X=U+V; Z=U+W

Y=X+W=Z+V

v w v Y=U+V+W=U+W+V

10. Movimiento de un punto de ramificacién antes de uno de suma

1 Y
1 Y
Y=U+V
14 Y
\4 v
11. Movimiento de un punto de ramificacion después de uno de suma
1 14
U )4
U Y=U+V
Uu=y-v
u v —
v

Tabla 2.1: Algebra de bloques
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Tal como se observa en la Tabla 2.1, el algebra de bloques permite
reducir de distintas formas los diagramas de bloques.

Ejemplo 3. Simplificaciéon de bloques de funcién de trans-
ferencia.

Para el esquema de bloques de la figura, se realiza la simplificacién
con la finalidad de obtener un bloque de funcién de transferencia total.

R(s) C(s)
()| 68 ({61 |—»| 62 » G3 > G4
r ' L 4 v
| | o3 ‘
- T
G7 |« (O
i '
Figura 2.23: Diagrama de bloques a minimizar
Paso uno, simplificar los bloque G1 y G2
G1G2 =M1
R(s) C(s)
—( > Gs M1 > G3 » Ga
A -
- Y Y
G6 G5

+
TS

Figura 2.24: Diagrama de bloques paso uno

Paso dos, movimiento de un punto de ramificaciéon antes de bloque

G3.
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k4

Cls)
—()—>G8 > M1 G4G3

G6 G5G3
+
G7 ——

Figura 2.25: Diagrama de bloques paso dos

Paso tres. Combinacién de bloque en paralelo G6 y G3G5

h 4

+
—»( > Gs8 M1 G4G3

A 4
G6+G5G3

G7 |«

Figura 2.26: Diagrama de bloques paso tres

Paso cuatro. Movimiento de un punto de ramificacion después del
bloque G4G3.

R(s)

+
—( > G8 M1 G4G3

A

C(s)

h 4

G7 (Gﬁ + G5G3\}#
T G3G4

A

Figura 2.27: Diagrama de bloques paso cuatro

Paso cinco. Bloque canénico de realimentacién.

60



2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

M1-G3-G4

M2 = 1
1+ M1-G2-G4[GT(G6+G5-G3) - gy ]

(2.110)

R(s) C(s)
G8 —» M2

Figura 2.28: Diagrama de bloques paso cinco

Paso seis. Bloque canénico de realimentacién.

G8- M2

M=—""=_
1+ G8- M2

(2.111)

R(s) C(s)
— > M —>

Figura 2.29: Diagrama de bloques paso seis.

2.4. Grafica de flujo de senales.

Un gréfico de flujo de senal es un diagrama que expresa el flujo

de una senal de entrada, por medio de nodos que se encuentran rela-
cionados con ecuaciones algebraicas lineales simultaneas. Consiste en
una red en la cual los nodos estan conectados por ramas con direccion
y sentido.

Asi por ejemplo se tienen las siguientes ecuaciones:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

y2 = Giy1 + Gayz (2.112)
y3 = G3y2 + G4ya (2.113)
ys = Gsy1 + Geys (2.114)

La grafica en flujo se senal se representa como muestra la figura
2.30

Figura 2.30: Grafica de flujo de senales

En donde los nodos tienen las siguientes caracteristicas:

yo se conforma por las contribuciones de y1y y3 con ganancias Gy
Gorespectivamente.
y3 se conforma por las contribuciones de y2y y4 con ganancias Gsy
Gyrespectivamente.
y4 se conforma por las contribuciones de y1y y3 con ganancias G5y
Ggrespectivamente.
Para el analisis de las graficas de flujo de senales en base a las defi-

niciones encontradas en [1] y [2] es importante definir:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

= Nodo de entrada es aquel nodo que tiene todos los ramales que
salen de él.

= Nodo de salida es aquel nodo que tiene todos los ramales que
ingresan a él.

Tomando como base lo tratado en temas anteriores respecto a la repre-
sentacion en bloque de los sistemas, se establece la forma de convertir
una grafica de bloques en una grafica de flujo de senales, tomando las
siguientes consideraciones:

= Los puntos de ramificacién, se convierten directamente en un
nodo.

= Los elementos sumadores, también se convierten en nodos, to-
mando en cuenta que si existe un término negativo, este debe
ser considerado en la ganancia.

= Los bloques de funcién de transferencia, se convierten en ganan-
cias, las cuales van acotadas a mitad de trayecto acompanado
con un indicador del flujo de la senal.

= La entrada y la salida del sistema, se representa con nodos en
forma directa.

Por ejemplo si se tiene diagrama de bloques de la figura 2.14, podemos
obtener el equivalente diagrama de flujo de senales mostrado en la
figura 2.31

R 1 y 2 G y 3
\ / - :

b

H

Y
™ O

Figura 2.31: Grafica de flujo de senial para el bloque canénico de un
sistema realimentado.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

2.4.1. Calculo de la ganancia para graficas de flujo de
senales.

Es un procedimiento y una féormula para hallar la ganancia para
graficas de flujo de senial, entonces dado un diagrama de flujo de senal
con N trayectorias directas y L lazos, la ganancia entre el nodo de
entrada entrada ¥y, y el nodo de salida ys,; se puede determinar con
la ecuacion 2.115 segun [2].

Un lazo se considera el posible flujo de la senal que parte de un
nodo, recorre otros nodos y puede llegar al nodo inicial, sin haber
pasado dos veces por un mismo nodo.

Una trayectoria directa se considera aquella que permite el flujo
de la senal desde una estrada hasta la salida igualmente sin haber
pasado dos veces por un mismo nodo.

_ Ysal M Ay
=1k 2.115
Yent Z ( )

Donde:

Yent=nodo de entrada

Ysai=nodo de salida

M= ganancia entre Yenty Ysal

N=Numero de trayectorias directas entre la entrada y la salida
Mj=ganancia entre la k-esima trayectoria entre yentV ¥sal
A=1->.Lxn +Zij2 —> Lz + ...

Lj1=Ganancia equivalente al producto del i—ésimo lazo indivi-
duales

Lj>=Ganancia equivalente al producto del j—ésimo par de lazos
que no se tocan entre si.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Ljs=Ganancia equivalente al producto de los k—ésimos tres lazos
que no se tocan entre si.

A = A\ a excepcion de los lazos que tocan la kggim, trayectoria.

Debido a que A corresponde al denominador de la funcién de
transferencia, se tiene que, al ser igualado a cero se convierte en la
ecuacion caracteristica del sistema. Ademéas se debe destacar que A
es linico para el sistema, independientemente si cambia la entrada o
salida para el anélisis.

Ejemplo 1. Determinacién de la funcién de transferencia
aplicando la formula de la ganancia para graficas de flujo de
senales.

Con este ejemplo presentado en la figura 2.32 se pretende llevar el
esquema de bloques a su equivalente grafica de flujo de senales, para
luego con la ayuda de la ecuacion 2.115, poder determinar la funcién
de transferencia total del sistema.

O—>

b+

Y+

G5

Y

—( —>»| a1
$+

-

T+
G4

G7

A

Y

Figura 2.32: Diagrama de bloques de un sistema de control
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

En primer lugar se dibuja la gréafica de flujo de senales como se
muestra en la figura 2.33 en la cual se indica el flujo de la senal ademéas
de las respectivas ganancias del sistema planteado

1 y1 1 y2 Gl y3 G5 y4 1 y5 1

R g
O O @ > O 1 O——0
\ L1 )23 L21/ y
N\ 50O

B G2 L_.,ek’ L
™~ G4 L

~ e
o -

TP

G6G7

Figura 2.33: Grafica de flujo de senal

Como segundo paso se procede a determinar trayectorias directas.
Las figuras 2.34 y 2.35 muestran las trayectorias directas, debido
a que son posibles dos, entonces k = 2, por lo tanto My y Ms son:

My=1-G1-G5-1-1=G1-G5 (2.116)

My = G6 - GT (2.117)

R 4 : 5 il Y
O Q © '
AN Ll /a3 121 s

.")//

\ |
R 62O0<____~ ,
N G4 '__/"I.J

—
GbeG7

Figura 2.34: Gréfica de flujo de senal- trayectoria uno
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OI!
)

5

O<

L11 G3 L21

G2
G4

G6G7

Figura 2.35: Grafica de flujo de senal - trayectoria 2

Como tercer paso se procede a encontrar la ganancia de los lazos
individuales, que en este caso son dos y se muestran en las figuras
2.36 v 2.37.

R 1 yi 1 w2 Gl y3 G5 y¢4 1 y5 1 Y
G G Q 3y O O VF\ Vﬁ rd
7y
\ G2 )
G4 o
L
\\‘ma___ g
— S
G6G7

Figura 2.36: Grafica de flujo de senal - primer lazo
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

R 1 y1 1 y2 6l y3 G5 y i ¥ 1 3
O—r—C0C—0 Q g v O
111 ¥ P #
MG3 L21
G2 O<
e GH]
,} —
G6G7

Figura 2.37: Gréfica de flujo de senal - segundo lazo

La ganancia de los lazos individuales corresponde a:.

L =G1-G3-G2 (2.118)

Ly =G1-G5-G4-G2 (2.119)

Como cuarto paso corresponde a determinar los pares de lazos de
no contacto, que para este ejemplo no existen, puesto que los dos lazos
individuales tienen nodos en comun, por tanto:

L1z =0 (2.120)

Como quinto paso corresponde a determinar el factor Ay los fac-
tores Ay .

A =1—(L11+ Lo1) + L1 (2.121)

A=1-(G1-G3-G2+G1-G5-G4-G2) (2.122)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Para determinar/\; nos fijamos en la figura 2.37 en la cual los dos
lazos tocan la trayectoria directa de la figura 2.34 por lo tanto:

AL =1 (2.123)

Para determinar/\5 nos fijamos en la figura 2.37 en la cual los dos
lazos no tocan la trayectoria directa de la figura 2.35 por lo tanto:

No=1—(G1-G3-G2+G1-G5-G4-G2) (2.124)

Finalmente la funciéon de transferencia del sistema lo determina-
mos a aplicar la ecuacién 2.115 lo que resulta:

My Ay+ Moo

M x (2.125)

_ (G1-G5)(1) + (G6 - GT)(1)
M_1—(G1'G3‘G2+G1-G5-G4.G2) (2.126)
M (G1-G5) + (G6 - GT) o127

T 1-(G1-G3-G2+G1-G5-G4-G2)

2.5. Graficas de estados.

La gréafica de estados es una herramienta que posibilita la adqui-
sicion de la Funcion de Transferencia a partir de la formulaciéon del
sistema en Espacios de Estados. Una vez realizada la grafica, se realiza
un procedimiento igual al aplicado en las graficas de flujo de senales.
Se recomienda al lector profundizar la teoria en [1] y [2].
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

A partir de la representacion del sistema en espacio de estados, se
plantea la grafica de estados.

» (r3 = x; —>Grafica de Estado)
A partir de la grafica de estados, se obtiene la funcion de transferencia.
= Grafica de Estado—Funciéon de Transferencia.

Si tenemos la relacion de estados de la siguiente manera:
To =T (2.128)

podemos encontrar xjaplicando la integral

xr1 = /Jfgdt + .Z'Q(O) (2.129)

aplicando la transformada de Laplace a la ecuaciéon 2.129, se tiene:

.%'2(0)

X1(s) = ng(s) + (2.130)

La grafica que relaciona los estados segin la ecuacion 2.130 se
muestra en la figura 2.38.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Figura 2.38: Diagrama de flujo de los estados que incluye la condiciéon
inicial.

Para generar la grafica de flujo de senales que permita obtener
la funcion de transferencia deseada, entre una entrada y una salida
establecida, se puede aplicar el siguiente procedimiento:

1. Realizar los graficos de los nodos correspondiente a los estados,
sus derivadas, la entrada y la salida del sistema.

2. Estructurar la relaciéon de los nodos de estados, con los corres-
pondientes nodos de los estados derivados, mediante la incor-
poracion de un factor integrados y la contribuciéon de la corres-
pondiente condicion inicial, segtin como indica la figura 2.38.

3. Establecer los flujos para cada estado x de acuerdo a la corres-
pondiente ecuacion de estado, la cual sera funcion de los otros
estados y en algunos casos de la entrada del sistema.

4. Aplicar el procedimiento para ejecutar la formula de la ganancia
para las graficas de flujo de senales, con la consideraciéon que si
se trata de un sistema lineal, podemos considerar Ginicamente la
entrada del sistema y omitir las deméas entradas por concepto
de condiciones iniciales o entradas de disturbio.

Ejemplo 1. Determinacién de la funciéon de transferencia a
partir de la representacion en espacio de estados del sistema
y la grafica de los estados, para un circuito RLC serie.

71



2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Considerando la representaciéon en espacio de estados del circuito
RLC serie, expresado en la ecuaciéon 2.35, en la cual los estados corres-
ponden a la integral de la corriente y a la corriente del sistema, segtin
la ecuacion 2.33, aplicando el procedimiento respectivo, la grafica de
estados resultante es la que muestra la figura 2.39.

XE(O) X1(O)
L) xz S
O
;O & |
Yo
vi ‘L X% X x1

2

+
Q\ =4 7 o 7
—R
L

5
"u
\
\
\ \\
.'\‘ \_/

N
\ i
N\ 4
N : /
. ~
o -

. -

\"‘--.____{--"". ’
X P
o 1 e

Figura 2.39: Diagrama de estados del circuito RLC serie.

Resultado del anélisis de las graficas de estados del circuito, se
determina los diferentes factores, que seran los insumos para el calculo
de la funcién de transferencia entre Vi y X2, mediante la ecuacién
2.115

Contamos con una sola trayectoria directa

n=1

1

M, = —

Ls
Se tiene dos lazos individuales que son:
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Ly = B
Ls
1

Loy = —ﬁ

No se tiene pares de lazos de no contacto, por tanto Lio = 0.
El factor Aresulta:

A=1—(Lir+ Loy)
R 1
A=1-07 - 7o)
El factor Ajes:

A =1

Aplicando la ecuacion 2.115 tenemos la funcién de transferencia
deseada:

M=—Ls (2.131)
R 1
+ Ls * LCs?
sC

M= e T RSO 1 (2.132)

Ejemplo 2. A partir de la ecuacién diferencial 2.133,que
gobierna un sistema, determinar la funciéon de transferencia
considerando a (f ) como entrada y (y) como salida.

Y+ 2§+ 8y =10f (2.133)
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Se define los estados del sistema:

r =Yy
Ty =31 =Y

Reemplazando en la ecuaciéon 2.133, queda:
3 + 223 + 89 + 51 = 10f (2.134)

El sistema de ecuaciones de estados que representa el sistema es:

1:1:132
x.gzl‘g
23 =10f — 2x3 — 8xo — b1y

Al realizar la grafica de los estados para el sistema, se obtiene el es-
quema de la figura 2.40
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

x,(0) x,(0) x,(0)
s S 1
1
okl 3 ¥
>~ O

Figura 2.40: Diagrama de estados del sistema

Determinamos los factores que permitiréan aplicar la ecuaciéon 2.115,
los mismos que son:

n=1
M 10
=g
2
Lllz_g
I 8
2=""173
La1=—£3
s
Lio=0

A =1— (L1 + Loy + L31)



2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Aplicando la féormula 2.115 se determina la funcion de transferen-
cia para el ejemplo, como se muestra a continuacion.

10
— ok 1
M = = (2.135)
1+ ? + i L0
s s 3
10
(2.136)

T B 4252485+ 5

Ejemplo 3. Para el circuito electromecanico de la figura

2.41, determinar la funcién de transferencia

, conside-
i

rando que la fuerza F corresponde a la mitad de la corriente

que circula en el circuito.
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w() T - T > F

g
;

Figura 2.41: Sistema Electromecanico RLC - masa resorte amortigua-
dor.

A. Circuito eléctrico RLC

Consideramos las siguientes ecuaciones que permiten establecer
los voltajes para los diferentes elementos eléctricos:

= Voltaje en la resistencia

vr(t) = R-i(t) (2.137)

= Voltaje en la inductancia.

(2.138)

volt) = / i(t)dt (2.139)



2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Para encontrar la ecuacion diferencial equivalente al circuito eléc-

trico, aplicamos la ley de voltaje Kirchhoff

va(t) = vr(t) +vr(t) + vo(t) (2.140)
entonces se obtiene la siguiente ecuacién-integro diferencial:

valt) = R-i(t)+ L- di;tt) + % - /i(t)dt (2.141)

. Sistema masa-resorte amortiguador

Las variables del sistema son:

Masa m

Fuerza externa F'

Constante del resorte k
Constante de amortiguador b
Desplazamiento x

Para encontrar las ecuaciones diferenciales equivalente al circuito

mecénico se utilizan la Ley de fuerzas de Newton > F' = m - a,

entonces se obtiene la siguiente ecuaciéon diferencial:

—k-2—b-2+F=mi (2.142)
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(¢
de donde F' = Z(2), que reemplazando en la ecuaciéon 2.142 resulta

(t
—k:-:r—b'jc—i—z(z):ma'é (2.143)

Modelamiento en espacios de estados.

Con las ecuaciones 2.141 y 2.143, procedemos a plantear la repre-
sentacion del sistema en espacio de estados, para lo cual definimos los
estados de la siguiente manera:

z1 = [i(t)dt
o = Z(t)

T3 =2

Ty = T

7y = i(t)
Ty = i(t)
T3 =10
Ty =2

Sustituyendo en las ecuaciones 2.141y 2.143, tenemos:

x'l::lcg
T T L ot
T3 = T4
k b 1
Ty =——T3— —X4+ —T2
2m
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

Finalmente el sistema representado en espacio de estados, segin
las ecuaciones 1.13 y 1.14, corresponde a la ecuaciéon 2.144.

R 1 0 0 0
o 1 R e
2l _|"L.c L 2T Ve (2.144)
T3 0 0 0 1 x3 0
4 0 1 IR N £ 0
L 2m m m-

Obtencion de la funcion de transferencia del sistema.

Realizamos la grafica de estados para el sistema de la ecuacién ,
el cual se puede ver en la figura 2.42.

1/2m
e N
%ok B 4 \ X X
Va Ao \ 74 5\ X W & ~Ka 4 Pa : X
7 r g
Q 0 Q O :
\\ /". ."Jr \ / /
W, i / 4 /
N / A
.0 Vi —
\, | N _b/i Vi
“ / N 7

Figura 2.42: Diagrama de flujo de estados, sistema RLC - masa resorte
amortiguador.

Mediante la féormula 2.115 podemos encontrar la funcién de trans-
ferencia del sistema, para esto previamente se tiene que identificar las
trayectorias directas y los lazos individuales, los mismos que se apre-
cian en la figura 2.43
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~
: F el A ™
X, / N\ %

Va L & N/ s X & & y, &’ X3
—>—Q—>—O—>—0 O>——0——0——F
o / o 4 g
il L/ N\ Laz  /

-R/ \ -b/m /
\ 7 N\ 4

Figura 2.43: Lazos del diagrama de flujo de estados, sistema RLC -
masa resorte amortiguador.

= el sistema tiene una trayectoria directa entonces n = 1, lo que
provoca una ganancia de la trayectoria directa
1

M=
'™ omLs?

= existen cuatro lazos individuales cuyas ganancias son:

L = —g
SRS TES -
L3 = —%
Ly = —%

» existen cuatro pares de lazos de no contacto con ganancias co-
rrespondientes a:
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Lig = Lo - L3 =

L3o = L1y L3 =

Lyo=1L11 Ly =

k k
L =ln Lu= <_L6’32> _m32> ~ LCms?

= se halla A.

A =1— (L1 + Lot + L1 + La1) + (L2 + Loa + Lz + La2)

b n k n Rb N Rk
LCms3  LCmst  Lms?  Lms3
N\ =

R 1 b k

1ty - 2 "
+LS+LCSQ+ms+m32

n b n k n Rb n Rk
LCms3  LCms*  Lms?  Lms3

= se calcula A} considerando que solo existe una trayectoria di-
recta. En este caso todos los lazos tocan la trayectoria directa
por lo tanto:
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N =1

= v finalmente podemos plantear la funcién de transferencia de

sistema,
1
M= 2mULs3
1+£+ 1 i k i b i k . Rb n RE
Ls LCs? ms ms?2 LCms3 LCms* Lms?2 Lms3

que al simplificar algebraicamente queda

CS
~ 2(k+s(b+ REC) + s2(m + kLC + RbC) + s3C(Rm + bL) + LCms?)

M

Entonces la funcion de transferencia del sistema es:

X(s) _ cS
Va(s)  2(k+s(b+ RkC) + s2(m + kLC + RbC) + s3C(Rm + bL) + LCms?)
(2.145)

Se puede apreciar en la ecuaciéon 2.145 que se trata de un sistema
de cuarto orden.

2.5.1. Caracteristica del sistema representado en Espa-
cios de Estados.

Conociendo que la representacion en espacio de estados para un
sistema esta definido por la ecuacion 1.13 y 1.14, cuya representacion
esquematica esta en la figura 1.6, se debe enfatizar que la caracte-
ristica del sistema esté contenida en la matriz A. Sabiendo que los
polos del sistema son los tinicos responsables sobre la caracteristica
dinamica del sistema, es necesario determinar los polos del sistema,
cuando se tiene una representacion en espacio de estados, para lo cual
se procede de la siguiente manera:
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La funcién de transferencia del sistema se puede determinar de la
siguiente manera de acuerdo a [1] y [2]:

Tomando la transformada de Laplace de la ecuaciéon 1.13 y la
ecuacion 1.14 se tiene:

sX(s) = AX(s)+ BU(s) (2.146)

Y (s) = CX(s) (2.147)

despejando X (s) de la ecuacion 2.146, obtenemos:

X(s)=[sI- A] ' BU(s) (2.148)

reemplazando la ecuaciéon 2.148 en la ecuaciéon 2.147 queda

Y(s)=C[ sI— A] " BU(s) (2.149)

por lo tanto la funcién de transferencia X (s) que relaciona la sa-
lida Y(s) con la entrada U(s) , se calcula con la siguiente formula:

Gs)=C[sI- A]'B (2.150)

Considerando que el término inverso de la ecuacion 2.150 igualado
a cero corresponde a la ecuacion caracteristica que es:

M—-—A=0 (2.151)
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en donde Acorresponde al vector que contiene los polos del sistema,
y la matriz I, es la identidad.

Los polos del sistema se pueden calcular a partir de la siguiente
ecuacion.

Det(A\ — A) (2.152)

en donde Acorresponde al vector que contiene los polos del sistema,
y la matriz I, es la identidad.

Ejemplo 1. A partir de la representaciéon en espacio de es-
tados para el sistema masa resorte amortiguador de la figura
2.1, determinar los polos del sistema, asi como la funcién de
transferencia.

Las ecuaciones 2.10 y 2.11 corresponden a la representaciéon en es-

pacio de estados para el sistema masa resorte amortiguador.Considerando
K= 1, m = 1 y b=1 para efectos de célculo, el sistema queda:

BRI R O

Yy=[1 0}.[2] (2.154)

aplicando la ecuacién 2.152 se determina los polos del sistema,

Det([g\ ?\}—[_01 jl]):Det([i\ /\;11:|):)\2+)\+1
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Ay = —

1 V3,
—— —
2 2
La funcién de transferencia para el sistema se obtiene a partir de
la ecuacion 2.150

ot ol [ 4] [0

que resolviendo queda:

1

G) = e

Se procede a evaluar la respuesta grafica de la salida ante una
entrada escaléon, tanto para el modelo de funcién de transferencia,
como para el modelo en espacio de estados, con la finalidad de verificar
la similitud al tratarse del mismo sistema.

La figura 2.44 representa el esquema de simulacién para el modelo
de funcién de transferencia y la figura 2.45 la respuesta del sistema
ante una entrada escalén unitario.

j > 32+1$+1 > —

Figura 2.44: Bloques (Simulink) de simulacion para el sistema repre-
sentado como funcién de transferencia.
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y(t)

TN

0.8

06

Iy

0.2

o

Figura 2.45: Respuesta del sistema ante senal escalon.

La figura 2.46 representa el esquema de simulacion para el sistema
modelado en espacio de estados y la figura 2.47 muestra la respuesta
del sistema ante una entrada escalén unitario.

| \ x' = Ax+Bu \ ]

y = Cx+Du

Figura 2.46: Bloques (Simulink) de simulacion para el sistema repre-
sentado en espacio de estados.

Cabe destacar que, en el Bloque que representa el sistema en es-
pacio de estados de la figura 2.46, se configuran los valores de las
matrices A, B, y C correspondientes, que conforman el sistema repre-
sentado en las ecuaciones 2.153 y 2.154.
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

y(t) /‘\\

Figura 2.47: Respuesta del sistema representado en espacio de estados,
ante una senal escalén.

Al tratarse del mismo sistema, las dos representaciones: la funcién
de transferencia y la representaciéon en espacio de estados, producen
la misma respuesta tipica para un sistema de segundo orden, como se
puede observar en la figura 2.45 y la figura 2.47.

2.6. Preguntas y ejercicios de repaso.

1. ;En qué consiste la representaciéon de un sistema como: modelo
de funcion de transferencia?.

2. i En qué consiste la representacién de un sistema como: modelo
en espacio de estados?.

3. Determinar la funciéon de transferencia mediante la técnica de
GFS para el sistema, cuya salida es y4 y su entrada y1 , considerando
la siguiente estructura entre nodos:

y2 = G1y1 + Gaya
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2. Modelado Matematico de Sistemas Lineales.

y3 = G3y2 + G4ya
ys = Gsy2 + Gey3

4. Repita el ejercicio anterior considerando como salida y3 y como
entrada y1.

5. Para el sistema representado por la ecuacién diferencial: mx +
2-&+3-2— [x = f,en donde su salida es & y su entrada f,
determinar:

a) El modelo es espacio de estados.

b) La funcion de transferencia mediante la técnica de grafica de
estados.

c¢) La funcion de transferencia a partir de las matrices que repre-
sentan el sistema en espacio de estados, por medio de la ecuacion
2.150.
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Capitulo 3

Analisis de sistemas en el
dominio del tiempo y la
variable compleja (s).

En este capitulo se abordara los temas relacionados a:

Los efectos de la realimentacion del sistema sobre la estabilidad
ganancia y sensibilidad del sistema,

La senales tipicas de prueba para los sistemas de control,

El anélisis del error en sistemas de realimentacion,

Anélisis de los modelos de los sistemas de primer y segundo orden,

Estudio, disefio y sintonizaciéon de controladores PID.

Estos temas han sido desarrollados principalmente en base a la
lectura y aporte de los textos [1], [2] ¥ [3].

3.1. Efectos de la realimentacion en un sistema

de control.

Haciendo referencia al sistema de realimentacion de la figura 2.14,
para lo cual la ganancia total se calcula a través de la ecuacién 2.91,
se procede a analizar el efecto de dicha realimentacién sobre:
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3. Analisis de sistemas en el dominio del tiempo y la
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» La Ganancia Global.

Para el sistema en lazo abierto, la ganancia total corresponde a M =
(G, mientras que para el sistema en lazo cerrado, la ganancia total

G
1+ GH’

Segin lo estudiado en [2] , la ganancia de lazo GH es funcion
de frecuencia, por tanto si GH aumenta para un determinado rango
de frecuencias superiores a una frecuencia de corte, entonces M se
atenta, produciendo el efecto de una acciéon como filtro segiin como
indica la figura 3.1, pudiendo ser también el efecto contrario.

corresponde a lo establecido en la ecuaciéon 2.91 que es M =

y(t)a
GH

GH

Figura 3.1: Filtro Paso Bajo

Por otra parte si el valor de GH = 0 para un valor de frecuen-
cia, entonces la ganancia M seré es equivalente a la ganancia en lazo
abierto GG de acuerdo a la ecuacién 3.1.

M= e (3.1)

Este analisis permite establecer que, al tener una ganancia GH
dependiente de la frecuencia, podemos seleccionar estratégicamente
el valor de H para conseguir una ganancia total conveniente en el
diseno.
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3. Analisis de sistemas en el dominio del tiempo y la
variable compleja (s).

» La Estabilidad.

Si para un determinado valor de frecuencia el término GH ~ —1
se genera una frecuencia de resonancia, que provocaré la inestabilidad
del sistema al tener la ganancia total de amplitud infinita M = oc.
Entonces se puede decir que un sistema originalmente estable, al im-
plementar una realimentaciéon puede llegar a la inestabilidad en una
determinada frecuencia, en este caso es recomendable implementar
otro lazo de realimentaciéon para conseguir la estabilidad de todo el
sistema y poder controlarlo. La figura 3.2 muestra el sistema que in-
cluye un segundo lazo de realimentacion.

G +>O () >
A g
H1 |¢—
H2 |gq——

Figura 3.2: Estabilidad
» La Sensibilidad.

De acuerdo a lo establecido en [2], la sensibilidad de M con respecto
a G se define como:

y _OM/M oM G
¢ T9G/G T 8G M

(3.2)
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3. Analisis de sistemas en el dominio del tiempo y la
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Para el sistema de lazo abierto cuya ganancia total es M = G, al
aplicar la ecuaciéon 3.2 se tiene:

G
M_14_—-1 3
Sc *a (3.3)

que evidencia que la sensibilidad es constante, mientas que para el

sistema de lazo cerrado cuya ganancia total es M = ,al aplicar

1+GH

la ecuacion 3.2 se tiene:

G
L — 3.4
¢ T 1+GH (34)
lo cual evidencia que la sensibilidad en un sistema de realimentacion
es una funcién de la frecuencia en los términos G y H, es decir es
variable. Por lo tanto existiran ciertas frecuencias en donde el sistema
cambia su sensibilidad.

Entendiéndose la sensibilidad como el cambio abrupto en el valor
de la variable, ante una variaciéon en algiin parametro del sistema,
como ilustracion de este efecto se pueden observar las figuras 3.3 y
3.4.

Muy Sensible

P —
F

Figura 3.3: Sistema Muy Sensible
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Insensible

P

Figura 3.4: Sistema Insensible

Fruto del analisis de sensibilidad, surge la siguiente interrogan-
te: ;Coémo debe comportarse un sistema respecto a la sensibilidad?
La respuesta es relativa, pues en forma ideal se requiere que el sis-
tema sea sensible ante los cambios de referencia y que sea insensible
con respecto al ruido y a las perturbaciones que puedan afectar su
funcionamiento.

3.2. Senales tipicas de prueba para evaluaciéon
de sistemas.

Las senales mas comunes para pruebas de los sistemas de control
son; la senal escaldn, la senal rampa y la sefial parabola, por lo tanto
a continuacién se establecerd la forma y el modelo matematico para
cada una de ellas.

= Senal escalon. La figura 3.5 muestra su forma, y la ecuacién
3.5 el modelo matematico que lo representa en el tiempo y la
ecuacion 3.6 el modelo matemético en Laplace.

u) A

U R

Figura 3.5: Funciéon Escalon
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= Senial rampa. La figura 3.6 muestra su forma, y la ecuaciéon 3.7 el
modelo matemaético que lo representa en el tiempo y la ecuacion
3.8 el modelo matemético en Laplace.

rt) A

-~V

Figura 3.6: Funcién Rampa

Rt t>0
r(t) = { IS (3.7)
R(s) = & (35)

= Senal paradbola. La figura 3.7 muestra su forma, y la ecuacién
3.9 el modelo matematico que lo representa en el tiempo y la
ecuacion 3.10 el modelo matematico en Laplace.
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Pt A

A 4

Figura 3.7: Funcién Parabola

2
plt) = { oo (3.9)
P(s) = ;Z (3.10)

Es importante también conocer el tipo de sistema al cual se so-
metera la sefial de prueba, para que su respuesta posibilite el analisis
de error en régimen permanente, que a futuro se explicaré, por tanto
se define que, el Tipo de un sistema corresponde al niimero de polos
en el origen presentes en el modelo matemético que representa dicho
sistema. Como ejemplo se tomara la funcién de transferencia de la
ecuacién 3.11, en esta se puede observar que posee un polo igual a
cero, lo que clasifica al sistema como Tipo 1 , ademas se puede apre-
ciar que el sistema corresponde a un Orden 2, al tener dos raices en
el denominador.

H(S) = ——— (3.11)

3.3. Analisis del error en estado estable.

Cuando en un sistema que incluye control por realimentacion, se
ingresa una senal de entrada, este responde en su salida con un deter-
minado valor, cuando este valor no coincide con el valor referenciado
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en su entrada, entonces se dice que el sistema posee error. En la figura
3.8 se puede observar la accidon que provoca la fuerza aplicada sobre
el desplazamiento de la masa, la cual luego de superar la etapa tran-
sitoria se estabiliza y es cuando se puede hacer un anélisis de error en
estado permanente.

I I

t=0

t=inf
Estado Estable

Figura 3.8: Sistema masa resorte sometido a la accién de una fuerza
externa.

Es importante analizar el error de una sistema, pues se puede
definir como “propésito del control” el de minimizar o eliminarlo.
Considerando el sistema de realimentaciéon de la figura 3.9 se plantea
el error con la ecuacion 3.12 .

97
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R(s)  + X(s)
» G >

H le—

Figura 3.9: Error en un sistema de realimentacion.

E(s)=R(s) —Y(s)H(s) (3.12)

la salida del sistema en funcién del error, se calcula con la ecua-
cion 3.13

Y(s) = E(s)G(s) (3.13)

reemplazando la ecuacién 3.13 en la ecuacién 3.12 y agrupando
los términos correspondientes, se obtiene la ecuaciéon 3.14

E(s)(14+ G(s)H(s)) = R(s) (3.14)

en consecuencia el error instantédneo del sistema se calcula con la
ecuacion 3.15

R(s) (3.15)
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Para calcular el error en estado permanente de acuerdo a [1| y [2] ,
hacemos uso del teorema del valor final de la matematica de Laplace,
el cual se plantea de manera general en la ecuacion 3.16

lim f(t) =lims- F(s) (3.16)

t—00 s—0

aplicando el teorema de la ecuacién 3.16 a la ecuaciéon 3.15, ob-
tenemos el error es estado permanente o error en estado estable eg,
como indica la ecuacién 3.17.

ess = limsE(S) (3.17)

s—0

Considerando una realimentacion unitaria H(s) = 1, que corres-
ponde a una acomodaciéon de ganancia y unidades en el bloque de
realimentacién, que permita comparar y analizar directamente las se-
nales de la referencia y la senal de salida, se tiene la ecuacién 3.18.

. s*R(S)
ess = lim

—_— 3.18
s—01 + G(S) ( )
En el siguiente apartado se analizaré el error en estado permanente
para diferentes tipos de sistemas, en funcién de las senales tipicas de
prueba (escalon, rampa y parabola), definidas anteriormente.

» Andlisis de error en estado estable para sistemas tipo cero,
uno y dos ante una entrada escalon.

Asumiendo la entrada escaléon, cuya descripcion matemaética se
muestra en el ecuacion 3.6, podemos desarrollar la ecuacion 3.18 para
obtener la ecuacién 3.20
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R
5% —
_ 7 s
css = Ui TG (3.19)
R
ss = =TIRY 3.20
c 1+ limG(s) (3:20)
s—0

por tanto podemos definir una constante Kg para la evaluacién
del limite en la funcion G(s), como se muestra en la ecuacion 3.21,

limG(s) = Kg (3.21)

s—0

permitiendo calcular el error en estado estable para una entrada
escalon con la ecuacion 3.22.

R
1+ Kg

(3.22)

€ss =

Considerando el ejemplo de sistema Tipo Cero de la ecuacién

3.23,calculamos el error en estado estable al aplicar las ecuaciones

1

: . _ _ R
3.21 y 3.22. Se obtiene; K = 7 Y €ss = 1173y

G(s) = (3.23)

De manera similar al caso anterior, considerando el ejemplo de
sistema Tipo Uno de la ecuaciéon 3.24, calculamos el error en estado
estable al aplicar las ecuaciones 3.21 y 3.22. Se obtiene; Kp = oo, y
ess = 0.

(3.24)
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De manera similar , considerando el ejemplo de sistema Tipo Dos
de la ecuacion 3.25, calculamos el error en estado estable al aplicar
las ecuaciones 3.21 y 3.22. Se obtiene; Kp = 00, y €55 = 0.

1

=Gy

(3.25)
» Andlisis de error en estado estable para sistemas tipo cero,
uno y dos ante una entrada rampa.

Asumiendo la entrada rampa, cuya descripcién matemética se mues-
tra en el ecuacién 3.8, podemos desarrollar la ecuacién 3.18 para ob-
tener la ecuacion 3.29

R
S P—
— 7 52
Css = MG (8) (3:26)
R
N S
Css = TG S) (3:27)
) R
€ss — é%m (328)
R
R TVETIN 2
° limsG(S) (3:29)
s—0

por tanto podemos definir una constante Kr para la evaluacién
del limite en la funciéon sG(s), como se muestra en la ecuacion 3.30,

limsG(S) = Kp (3.30)

s—0

permitiendo calcular el error en estado estable para una entrada
rampa con la ecuaciéon 3.31.
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R

€ss = K7R

Considerando el ejemplo de sistema Tipo Cero de la ecuacion 3.23,

calculamos el error en estado estable al aplicar las ecuaciones 3.30 y
3.31. Se obtiene; Kr =0, y egs = 00.

De manera similar al caso anterior, considerando el ejemplo de

sistema Tipo Uno de la ecuacidén 3.24,calculamos el error en estado

1
estable al aplicar las ecuaciones 3.30 y 3.31. Se obtiene; Kp = —, y

2
ess = 2R.

(3.31)

De manera similar, considerando el ejemplo de sistema Tipo Dos
de la ecuacion 3.25,calculamos el error en estado estable al aplicar las
ecuaciones 3.30 y 3.31. Se obtiene; Kr = 00, y €55 = 0.

» Andlisis de error en estado estable para sistemas tipo cero,
uno y dos ante una entrada pardbola.

Asumiendo la entrada parabola, cuya descripcién matemaética se mues-
tra en el ecuacion 3.10, podemos desarrollar la ecuacién 3.18 para
obtener la ecuacion 3.34

R
— i ﬁ (3.32)

s = 01+ G(9) '

‘ R
css =l 2 (9) (3:33)
R

S8 ™ 7. 9.~/ aN .34
c lims?G(S) (3:34)

s—0

por tanto podemos definir una constante Kp para la evaluacién
del limite en la funcién SQG(S), como se muestra en la ecuaciéon 3.35,
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lims*G(S) = Kp (3.35)

s—0

permitiendo calcular el error en estado estable para una entrada
parabola con la ecuaciéon 3.36.

R

s (3.36)

€ss =

Considerando el ejemplo de sistema Tipo Cero de la ecuaciéon 3.23,
calculamos el error en estado estable al aplicar las ecuaciones 3.35 y
3.36. Se obtiene; Kp =0, y egs = 0.

De manera similar al caso anterior, considerando el ejemplo de
sistema Tipo Uno de la ecuaciéon 3.24, calculamos el error en estado
estable al aplicar las ecuaciones 3.35 y 3.36. Se obtiene; Kp = 0, y
€ss = OQ.

De manera similar, considerando el ejemplo de sistema Tipo Dos
de la ecuacién 3.25, calculamos el error en estado estable al aplicar

1
las ecuaciones 3.35 y 3.36. Se obtiene; Kp = > y ess = 2R.

Como conclusion se puede manifestar que para calculo del error en
estado estable segun el tipo de sistema, se debe considerar lo siguiente:

1. Para sistemas Tipo Cero se debe utilizar el analisis con una
entrada escalon.

2. Para sistemas Tipo Uno se debe utilizar el analisis con una
entrada rampa.

3. Para sistemas Tipo Dos se debe utilizar el analisis con una en-
trada parabola.

En caso de realizar otros analisis, el error en estado estable no tiene
un valor real, debido a la naturaleza propia de los sistemas.
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3.4. AnaAlisis de Sistemas de Primero y Segun-
do Orden.

En este apartado se analiza el modelo y comportamiento de los
sistemas de primero y segundo orden, los cuales contemplan un al-
to porcentaje de los sistemas en el campo del control. Considerando
ademas que los sistemas de orden superior pueden simplificarse me-
diante consideraciones y ser analizados como un sistema de primero
o segundo orden.

3.4.1. Modelo de sistemas de Primer orden.

Tiene la caracteristica de poseer un polo. Un modelo generalizado
es el que se muestra en la figura 3.10.

R(s) ¥(s)

k Primer Orden
= —> - "
Escalon rs+1 Tipo Cero

Figura 3.10: Sistema de primer orden.

k —corresponde a la ganancia natural del sistema,

7 —corresponde al Tao del sistema,

Debido a que el sistema es de Tipo Cero, podemos analizar su
respuesta en el tiempo frente a una entrada de tipo escalén, de la
siguiente manera.

La salida del sistema se obtiene a partir de la operacién Transfor-
mada Inversa de Laplace de la funcién de transferencia del sistema
por la funcién de transferencia de la entrada, como se plantea en la
ecuacion 3.37

y(t) = L7H{G(s) - R(s)} (3.37)

por tanto al remplazar; la entrada escaléon de amplitud R y la
funcion de transferencia de sistema de primer orden, se tiene:
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y(t) =L { <Ti 1) - ]j} (3.38)

desarrollando la operaciéon se obtiene:

y(t) = kR (1 - e_?'t> (3.39)

en muchos de los casos los sistemas naturalmente tardan en reac-
cionar ante la presencia de una entrada, considerando este tiempo de
reacciéon comtunmente llamado tiempo muerto, el modelo de primer or-
den es el que se muestra en la ecuacién 3.40 y su respuesta temporal
se observa en la figura 3.11.

k-e*QS
Gls) = ————
() T-5+1

en donde el retardo de tiempo esta representado con la funcién
exponencial en Laplace y 6 corresponde al tiempo muerto.

(3.40)

se puede calcular la ganancia k del sistema mediante la ecuacién
3.41 y se establece que el tiempo de estabilizacion tss por lo general
equivale a tss =4 - T.

_ 2y

k_AR

(3.41)
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y(t) ! ; ; — ; ;
re
i L §
tss: i i 5
235545 """ —
t(s)

Figura 3.11: Respuesta del sistema de primer orden ante una entrada
escalon.

Una caracteristica muy importante de los sistemas de primer or-
den, es que no presentan sobrepaso, algunos ejemplos de sistemas que
pueden adoptar este modelo son:

s Motor DC
s Hornos

= Nivel de liquido en un tanque

3.4.2. Modelo de sistemas de Segundo orden.

Evidentemente estos sistemas poseen dos polos. Como ejemplo se
puede tener el sistema de segundo orden de la ecuaciéon 3.42,

. 15
() = s24+s+1

de manera general, el modelo de segundo orden que incluye tiempo
muerto, corresponde a la ecuacién 3.43,

(3.42)
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an k- 6—05

$24+2-Cwp s+ wy?

G(s) =

(3.43)

en donde:

wy, —fIrecuencia natural.

k —ganancia del sistema.

f —tiempo muerto.

¢ —coeficiente de amortiguamiento.

los polos del sistema son de tipo complejos conjugados, cuya com-
ponente real e imaginaria se muestra en la ecuacién 3.44.

S12 =—a £ jw (3.44)

La grafica de uno de los polos, corresponde a la figura 3.12, en don-
de se pude apreciar sus componentes. Se puede notar que el valor real
a del polo corresponde al término (wy, y la componente imaginaria
w que se define como frecuencia natural amortiguada.

y(t)

41

34

Whn w
14
Cun,

4 -3 2 - 1 2 3 4 t

Figura 3.12: Esquema de frecuencias para un polo complejo.

al reemplazar los términos correspondientes de la ecuacion 3.43 en
la ecuacion 3.44, se obtiene

812 = —( - wp £ jwaV/1 _€2 (345)
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en donde se define el término /1 — (2 como coeficiente de amor-
tiguamiento relativo.

Sin considerar el tiempo muerto, para efectos de analisis, el siste-
ma de segundo orden tiene la siguiente estructura.

wp? -k
<5+C-wn fjwn\/lf@) <S+C-wn+jwn\/1fgz>
que al aplicar la Transformada Inversa de Laplace considerando una

entrada escaléon de amplitud R, y despreciando el tiempo muerto, se
obtiene la salida del sistema mostrado en la ecuaciéon 3.46.

G(s) =

—Cwnt
yt)=R-k- (1— ‘ Sen (wn\/l—CQ't-f-CLTCCOS(C)))

Vi-¢
(3.46)

de acuerdo con lo tratado en [1] y [2], una forma simplificada para
la ecuacion 3.46,se puede representar como la ecuaciéon 3.47

—Cwnt

y(t)-R-k(l—m

Sen (wt + qb)) (3.47)

¢ —angulo de desfase de la onda seno
w —frecuencia amortiguada.

En la figura 3.13, se observa la respuesta tipica de un sistema de
segundo orden. Se puede ver que la sefial presenta varios sobrepasos
o también denominados sobre-impulsos, y que el primero es el mas
grande, este efecto de oscilacién atenuada obedece a que, la funcion
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matematica y(t) corresponde a una senal sinusoidal modulada por
una senal exponencial.

1 L L 1

20 25 30 35 t(S)

Figura 3.13: Respuesta de un sistema de segundo orden ante una
entrada escaldn.

Los pardmetros que conforman el modelo de sistema de segundo
orden de la ecuacién se los puede calcular de la siguiente manera:

= El factor de amplificaciéon k se calcula con el mismo criterio que
para el sistema de primer orden, en base a la ecuacion 3.41,

= La frecuencia amortiguada corresponde a:
w=2m-f (3.48)

f — frecuencia de la onda

W= (3.49)
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en donde f —frecuencia de la onda y T" —periodo de la onda.

La frecuencia amortiguada se puede calcular a partir de la fre-
cuencia natural y del coeficiente de amortiguamiento, con la siguiente
ecuacion.

w=wp-V1-—C? (3.50)

Existen otros parametros importantes para el analisis de los sis-
temas de segundo orden, estos son; el tiempo de estabilizaciéon t |
el sobrepaso maximo Mp , el tiempo de levantamiento ¢, , el tiempo
de retardo tg , el tiempo mMaximo ty,4, , entre otros. Estos pueden
observarse en la figura 3.14, parametros que son esenciales a la hora
de disenar un controlador, debido que este debe ser sintonizado de
manera que la respuesta transitoria sea satisfactoria.

y(t)

ymax

Y

90% \/

50% -

10% ---7

td
tmax

tss

Figura 3.14: Caracteristicas de la respuesta de un sistema de segundo
orden.

Se destacan las formulas de calculo de los parametros, de acuerdo
a [1] y [2], de la siguiente manera:
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El tiempo de estabilizaciéon £ que corresponde al tiempo en que la
onda oscila en un rango de +5% , se calcula de la siguiente ecuacion:

T
tss = (351)

~ (wn

El sobrepaso méximo Mp que corresponde al porcentaje en que la
onda sobrepasa su valor de estabilizacion, se calcula con la ecuacion:

(m
Mp=ce Vl_C2 (3.52)

El tiempo de levantamiento ¢, , que corresponde al tiempo en que
la onda va desde un 10 % al 90 % del valor de estabilizacion, se calcula
con la ecuacién:

—
T —arctan | ———

¢
ty = - (3.53)

El tiempo de retardo t; , que corresponde al tiempo en que la
onda va desde cero al 50 % del valor de estabilizacién, podemos uti-
lizar la ecuacién 3.54 para su calculo, considerando el coeficiente de
amortiguamiento entre cero y uno,

1 + 07 7
tq = 1407 (3.54)
Wn
El tiempo méximo t,,4., que corresponde al tiempo en que la onda

alcanza el valor del pico maximo, se calcula con la ecuacién:

T
tnaw = — (3.55)

n

A continuacién, se desarrollan varios ejemplos, con la finalidad de
aplicar los conceptos en los modelos de primero y segundo orden.

Ejemplo 1. Realizar la grafica de la respuesta del sistema
de primer orden de acuerdo al comportamiento mostrado
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en la figura 3.15 y considerando los valores de:f = 0,2seg
yT = lseg.
u(t) .
—— RESPUESTA INICIAL
7 E —_— REFERENCIA
6+
54
4
31
2
14
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 t('S)

Figura 3.15: Comportamiento pasado de sistema de primer orden para
el ejemplo.

Al observar el comportamiento del sistema hasta antes del valor de
5 en el eje horizontal, podemos determinar el factor de amplificacion
con la ecuacion 3.41.

k=—
2
Si el valor en la entrada es de 3, entonces la salida sera de 6, y si
el valor en la entrada es de 1, entonces la salida seréa de 2. Tomando
en cuanta este anélisis y considerando los valores de: 6 y 7, se procede
a elaborar el esquema de la figura 3.16.
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u(t)

—— RESPUESTA INICIAL
6 ——  REFERENCIA

TS CCE

N
N

w

N

13, 1! MR
o+

~

fee]

©

—-

o

11 12 13 14 15 t(S)

Figura 3.16: Comportamiento de un sistema de primer orden ante
cambios de referencia.

Ejemplo 2. Completar la grafica de la respuesta del sis-
tema de segundo orden de acuerdo al cambio de referencia
mostrado en la figura 3.17, determinar k£ y el valor de la
salida para el cambio de referencia.
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— RESPUESTA INICIAL
B — REFERENCIA

»

t(s)

1 2 3 4 5 6 7 B8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 3.17: Comportamiento pasado de sistema de segundo orden
para el ejemplo.

Al observar el comportamiento del sistema hasta antes del valor de
8 en el eje horizontal, podemos determinar el factor de amplificacion
con la ecuacién 3.41.

k==
2

si el valor en la entrada es de 1, entonces la salida serd de 1.5.
Tomando en cuenta este analisis se procede a elaborar el esquema de
la figura 3.18.

114



3. Analisis de sistemas en el dominio del tiempo y la
variable compleja (s).

E— RESPUESTA
— REFERENCIA

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

t(s)
Figura 3.18: Comportamiento de un sistema de segundo orden ante
cambios de referencia.

Ejemplo 3. Dada la funciéon de transferencia de segundo
orden de la ecuaciéon 3.56, realizar los siguientes procedi-
mientos:

8

G(S):6-52+12-s+24

(3.56)

= Encontrar y realizar el grafico los polos de la funciéon
G(S) en el plano S.

Se simplifica la ecuacién 3.56 obteniendo:

1,333

G = g2 5114 (3.57)

Se toma el denominador y mediante la formula cuadratica encon-
tramos los polos de la funcion.

S+2.-5+4=0

sig=—1+j-V3
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La grafica de los polos en el plano de la variable compleja s, se
observa en la figura 3.19.

Mmmmmmmeeees ----1.73

Figura 3.19: Grafica de los polos de la funcion de transferencia.

= Calcular el valor de w, w, ,0yk .

Haciendo referencia al modelo de funcién de transferencia de la ecua-
cion 3.43, podemos determinar en primer lugar el valor de w,, al tomar
el ultimo término del denominador, entonces:

Wy, = \/41 =2

a continuacién podemos determinar el valor de ( a partir del co-
eficiente del término que le acompana a la variable compleja s, por
tanto:

2=2-C-w,= (=05

se determina la frecuencia amortiguada w por medio de la ecuacién
3.50

w=1,73

determinamos el angulo ¢, sabiendo que ¢ = arcCos (C) .

116



3. Analisis de sistemas en el dominio del tiempo y la
variable compleja (s).

¢ = 60°

finalmente se obtiene k, sabiendo que el numerador de la ecuacién
3.57 corresponde al factor wy,? - k, por lo tanto

k= 0,3325

La grafica de los parametros de frecuencia y angulo determinados,
corresponde a la figura 3.20.

o ~1L73

B
v

Figura 3.20: Parametros de w, wy, y ¢.

= Evaluar la salida del sistema para un tiempo de 2 se-
gundos, ante una entrada escaléon de 3 unidades.

Al reemplazar los datos obtenidos de (, w, ,yk en la ecuacién 3.47 ,
y considerando una entrada escalén con amplitud R=3, tenemos:

o—0,5:2:2

V1 —0,52

y(2) =3-0,3325 <1 - Sen (1,73 -2 +1, 047))
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y(2) =1,15

Estos resultados se comprueba realizando una simulacién en simu-
link de MATLAB, cuyos resultados que se ilustra en las figuras 3.21
y 3.22.

| | 13333
2+2s+4 ]

Escalon Funcion de Transferencia

4

Salida

Figura 3.21: Esquema de simulaciéon del modelo de segundo orden en
simulink.

y(t) ‘

Escalon

Respuesta

Figura 3.22: Respuesta de la simulacion del modelo de segundo orden
en simulink.
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3.4.3.

Determinacioén de las caracteristicas para el Mo-
delo de Primer Orden.

Tomando en cuenta el modelo generalizado de sistema de primer
orden de la ecuaciéon 3.40 y que se representa en el esquema de la
figura 3.23, en este apartado se analizara la técnica experimental para
obtener el modelo en base a los resultados experimentales de la planta.

r(t) = Vit
—> , >
s +1

Figura 3.23: Modelo de Primer Orden generalizado.

Existes varias formas de obtener los pardmetros del modelo, pe-
ro se cree muy aplicable el método SMITH, el mismo que se puede
desarrollar con el siguiente procedimiento:

Aplicar una senal escalon de amplitud determinada a la planta,
garantizando que dicha sefnial no lesione a la misma.

Registrar su repuesta fisica.

Determinar el tiempo en el que la senal alcanza el 28 % de su
valor en estado estable, este dato se denominaré tog.

Determinar el tiempo en el que la senal alcanza el 63% de su
valor en estado estable, este dato se denominaré #g3.

Aplicar la ecuacion 3.58 para determinar el parametror.
Aplicar la ecuaciéon 3.59 para determinar el parametrod.

Aplicar la ecuacion 3.41 para determinar el parametrok

3
T=3- (tez — t2g) (3.58)

0= (t63 - T) (359)
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En la figura 3.24 se puede observar las cotas de los tiempos reque-

ridos para el célculo.

3.4.4.

y(t)
R

yss
63%

28%

28 163 t

Figura 3.24: Identificacién paramétrica criterio de SMITH.

Determinaciéon Caracteristicas, Modelo de Se-
gundo Orden.

De forma similar que el caso anterior, tomando en cuenta el modelo
generalizado de sistema de segundo orden de la ecuacién 3.43 y que
se representa en el esquema de la figura 3.14, en este apartado se
analizard la técnica experimental para obtener el modelo en base a
los resultados experimentales de la planta.

Aplicar una senal escalon de amplitud determinada a la planta,
garantizando que dicha senal no lesione a la misma.

Registrar su repuesta fisica.

Determinar el valor de sobrepaso maximo aplicando la ecuaciéon

3.60.

Determinar el pardmetro ¢ con la ecuacién 3.61, la misma que
resulta de despejar de la ecuaciéon 3.52.

Determinar el valor de T' de acuerdo a la figura 3.25.
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= Determinar el parametro w, a partir de las ecuaciones 3.49 y

3.50.
= Determinar el pardmetro 0 a partir de la ecuacion 3.62.

= Aplicar la ecuacién 3.41 para determinar el parametro k

B |in(Mp)|
¢= N (3.61)
T
y(t) toTr
ymax
Yss
FeaI T t

Figura 3.25: Periodo para la respuesta de segundo orden.
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Los casos tipicos de segundo orden corresponden a sistemas que
poseen dos elementos almacenadores de energia, que no se puedan
simplificar entre si, tal es el caso de un sistema Masa Resorte Amor-
tiguador o un sistema RLC serie, los cuales fueron analizados en sec-
ciones anteriores.

3.4.5. Analisis del comportamiento de sistemas de se-
gundo orden en funcion del coeficiente de amor-
tiguamiento.

Es importante analizar el comportamiento y la respuesta de los
sistemas de segundo orden en funcién del coeficiente de amortigua-
miento, este es un parametro que caracteriza la respuesta del sistema.

1) Primer Caso: ( =0

Los polos del sistema de acuerdo a la ecuaciéon 3.45, para este caso
corresponden a:

$1 = Jwn

S9 = —jwn

La ubicaciéon de los polos y la respuesta temporal del sistema se
puede observar en la figura 3.26, este comportamiento caracteriza al
sistema como Oscilante.

Figura 3.26: Respuesta Oscilante.
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2) Segundo Caso: 0 < ( < 1

Los polos del sistema de acuerdo a la ecuaciéon 3.45, para este caso
corresponden a:

51 = —a+ jwy

2 = —Q — jwn

La ubicacién de los polos y la respuesta temporal del sistema con-
siderando ¢ = 0,5, se puede observar en la figura 3.27, este compor-
tamiento caracteriza al sistema como Subamortiguado.

yit)

Figura 3.27: Sistema Subamortiguado.

3) Tercer Caso: ¢ =1

Los polos del sistema de acuerdo a la ecuacién 3.45, para este caso
corresponden a:

S1 = —Wn

SS9 = —Wn

La ubicacién de los polos y la respuesta temporal del sistema se

puede observar en la figura 3.28, este comportamiento caracteriza al
sistema como Criticamente amortiguado.
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y(t) —

by R
0 :

Figura 3.28: Sistema Criticamente amortiguado.

4) Cuarto Caso: ( > 1
Los polos del sistema de acuerdo a la ecuaciéon 3.45, para este caso
corresponden a:

S1 = —«
sp=—p
La ubicacién de los polos y la respuesta temporal del sistema con-

siderando ¢ = 2 se puede observar en la figura 3.29, este comporta-
miento caracteriza al sistema como Sobreamortiguado.

Im y(t)

Re

Figura 3.29: Sistema Sobreamortiguado.
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5) Quinto Caso: ¢ < 0

Los polos del sistema de acuerdo a la ecuacién 3.45, para este caso
corresponden a:

s1=a+ jw

So = — jw
La ubicacién de los polos y la respuesta temporal del sistema se puede
observar en la figura 3.30, este comportamiento caracteriza al sistema
como Inestable.

Figura 3.30: Sistema Inestable.

Se puede llegar a concluir que cuando el coeficiente de amorti-
guamiento ¢ se incremente, el sobrepaso méximo disminuye. Se ha
generado varios escenarios de simulacién, segtn el esquema de la fi-
gura 3.31, cuya respuesta se puede observar en la figura 3.32.

El sistema de segundo orden corresponde a la ecuaciéon 3.63,

1

- 3.63
s24+2(s+1 (3.63)
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en la cual se ha variado el valor del coeficiente de amortiguamiento
para: ¢ = 0,2, ¢ = 0,5, (=08, =1y ¢ =3.

1
— ]
5=+ 45+1

5245+

1

s2+1 Bz+1

Figura 3.31: Escenario de simulacién para un sistema ante la variaciéon
del coeficiente de amortiguamiento.

y(t)

t

Figura 3.32: Respuesta del sistema de segundo orden ante la variacién
del coeficiente de amortiguamiento, con (=0.2(rojo), ¢=0.5(azul),
¢(=0.8(cyan) (=1(marrén) y (=3(verde).
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Es importante destacar que mientras mas a la izquierda se ubican
los polos, més réapido reacciona el sistema, debido a que la componente
real es més negativa y por estar relacionada con la funcién exponen-
cial en el tiempo segin la ecuacién 3.47, esta provoca una respuesta
exponencial negativa que permite al sistema alcanzar el valor de es-
tabilizacion en forma mas répida.

3.5. Estabilidad de un sistema.

La estabilidad de un sistema es la capacidad para llegar al estado
de equilibrio, para el anélisis de sistemas de control, se consideran dos
tipos de estabilidad:

= Estabilidad absoluta: este tipo de estabilidad determina si el
sistema es estable o no.

» Estabilidad relativa: cuantifica el nivel o rango de estabilidad
del sistema.

La estabilidad del sistema esta en funcién directa de los polos del
sistema, el sistema se considera estable cuando sus polos se ubican a la
izquierda del plano de la variable compleja s. Existen varios criterios
y métodos para determinar la estabilidad de los sistemas, entre los
mas importantes tenemos:

» Criterio de Routh - Hurwitz

Es un método algebraico que permite identificar el nimero de raices en
el semiplano derecho, este método me permite establecer la estabilidad
absoluta y relativa.

= Criterio de Nyquist

El criterio de estabilidad de Nyquist relaciona la respuesta en frecuen-
cia del sistema.

s Criterio de Bode
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El criterio de estabilidad de Bode para la respuesta de un sistema en el
dominio de la frecuencia, puede determinar los limites de estabilidad
al analizar la ganancia y la fase del sistema.

Con la intencién de dar una visién rapida del anélisis de estabili-
dad, se abordara tnicamente el criterio de Routh - Hurwitz.

3.5.1. Criterio de estabilidad de Routh Hurwitz.

El criterio de Routh es un método que permite eliminar el calculo
de las raices y asegura si cualquiera de las raices es positiva o tiene
partes reales que son positivas, en cuyo caso el sistema es inestable.

3.5.2. Procedimiento para determinar estabilidad se-
gun el criterio de Routh Hurwitz.

De acuerdo a [1] y [2] en lo que corresponde a este tema, se realiza
una sintesis.

1. Partimos de la ecuacién caracteristica que puede ser planteada
como la ecuacion 3.64.

ans" 4 ap18""V + an_28"" 2+ apn_38" >+ ... 4aist +ayg=0
(3.64)

2. El siguiente paso es formar el arreglo de Routh Hurwitz, orde-
nando los coeficiente con el siguiente patrén:
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s™ an Ap—2 . . . as ag
sl Ap—1 Ap—3 - . . al 0
sn2 Aq Ao . . A1 An 0
s"3 By By Bm-1. Bm 0
(3.65)
S1 1/1 Y2 . . Ym_1 Ym 0
50 A Zy . . Zm1 Yn 0
Los coeficientes se encuentran de la siguiente manera:
A = Ap—1 - 0p—2 — Ap * Ap—3 B, = Al *Ap—-3 — Qp—1 ° A2
an—1 Al
Ay = (p—1+Qp—4 — Qp - Qp_5 By = A1 - ap_s5 — ap—1 - A3
Ap—1 Al
a_'-a —ap - a A-d —anp—1-A
Am—l _ HYn 1 2 n 1 Bm—l _ 1 1 n—1 m
an—1 Al
A :an,l ag — Qg 0 B :Al-O—an,l-O
" ap—1 " Ay
(3.66)

Este procedimiento contintia hasta que se completa la primera

columna de valores de la tabla.
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s an
Sn—l a1
g2 Ay
3 B,
st i
S L Zr ]

(3.67)

El analisis consiste en verificar los cambios de signos de la primera

columna de coeficientes, segin el arreglo 3.67. De existir cambios de
signo, el sistema es inestable, y el nimero de polos inestables mantie-
ne relaciéon directa con aquel nimero de cambios de signo. Al ser uno
de los coeficientes cero, este se considera de signo positivo.

Ejemplo 1: Comprobar si el sistema dado en la ecuaciéon

es inestable.

P42+ 52 —25+4=0

st 1 1 4
53 -2 0
2 A Ay O
st By 0 0
9 Cc, 0 0

Los coeficientes corresponden a:

2.1—(1--2

2-4—1-
PREERES TN

2 22) 2.4
Be=06 4 a0
01:_76:4

Entonces obtenemos nuestra matriz resultante.

130

(3.68)



3. Analisis de sistemas en el dominio del tiempo y la
variable compleja (s).

coly coly coly cols
st1 1 4

s 2 =2 0
22 4 0
st —6 0 0
s 4 0 0

Extraemos la primera columna para el anélisis.

coly coly
st 1
3 2
s2 2
st —6
0 4

Ahora analizamos si entre cada una de las filas de la primera co-
lumna “coly” existe un cambio de signo;

st 5 152 Sin cambio
2o 5 252 Sin cambio
2—sl -5 25 -6 ler cambio
st - —6—-4 2do cambio

Tal como se puede observar entre la fila s — s! existe un cambio
de positivo a negativo y entre la fila s' — s existe un cambio de
negativo a positivo, de tal manera que este sistema es inestable.

Este método presenta casos especiales, los cuales se pueden con-
sultar con mayor detalle en la bibliograffa.

3.5.3. Casos Especiales.

Se procede a analizar dos casos especiales, como lo tratado en [2].

= Caso I: Cuando en la elaboracién de la tabla, uno de los coefi-
cientes de la primera columna es cero, este impedira el calculo
de los posteriores coeficientes, en este caso podemos, reemplazar
el coeficiente de cero por un valor muy cercano a cero e, esta
acciéon permite continuar con el célculo.
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Ejemplo 2: Determinar la estabilidad para el sistema cuyo
polinomio caracteristico es: s> +s+1 =0

31 1
2 e 1
81 A1 A2
SO Bl

Los coeficientes corresponden a:

-1 1
A= 2

€ €
Ay =0

1

T €0
— € —

By = — =1

€
Entonces obtenemos la matriz resultante

coly coly colsy

s3 1 1

52 € 1

L — 0
€

s0 1

En este caso se trata de un sistema inestable al presentar dos cam-
bios de signo.

Al obtener las raices que vemos que dos de ellas son inestables

s1= 0.3412 + j1.1615
so= 0.3412 - j1.1615
so— -0.6823

= Caso II: Termina prematuramente la tabla al presentarse una
fila con todos los coeficientes de cero, en este caso se forma un
polinomio auxiliar a partir de los coeficientes de la linea anterior
a la de ceros, a este polinomio se le aplica la derivada y los
coeficientes del polinomio resultante seran los que reemplacen a
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la fila de ceros, permitiendo seguir con el célculo.

Ejemplo 3: Determinar la estabilidad para el sistema cuyo
polinomio caracteristico es: 2s° 4 3s* + 253 + 352 + 2542

s 2 3 2
st 2 3 2
2 0 0 0
52
S

La fila correspondiente es cero se toma la anterior y derivamos
para después reemplazar los valores.

25 + 352 + 2

Derivada
853 + 65+ 0

La tabla resultante

NS W W

5
4
3
2

W » O
NI 00 DN DD
O OO NN

14
-4 0

»

En este caso se trata de un sistema inestable al presentar un cam-
bio de signo.

3.5.4. Estabilidad relativa.

En este apartado se calculara la estabilidad relativa, es decir el
rango de valores de una determinada variable en la que se da la esta-
bilidad.

Ejemplo 4: Hallar el rango de valores del parametro k£ que
permita la estabilidad del sistema, cuyo polinomio caracte-
ristico se plantea en la ecuacién 3.69.
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s* 4288 + ks +5+2=0

el arreglo correspondiente es:

coly coly coly cols
st1 k2

22 1 0
82 Al AQ 0
Sl Bl 0 0
s Cp 0 0

los coeficientes son:

A1:2k—(1-1)
2
Alz%_l
2
A2:2.2—1-0
2
Ay =2
k—(1-1
(2 ( )>-1—2-2
B = 2k — (1-1)
2k —9 ’
b=
—6-4—2-0
Cy = 5
C1=2

el arreglo resultante es:
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coly  coly coly  cols

st 1 k 2

$3 2 1 0
2k — 1

52 5 2 0
2k—9

==~ 9 0
k1

s0 2 0 0

Para que el sistema sea estable, no debe haber cambios de signo en
la primera columna, debido a que los primeros términos de la primera
columna son positivos, obliga a que los demés términos que contiene
a k, sean también positivos, por lo tanto:

Analizando la primera desigualdad tenemos:

2k —1
2

1
%—1>0:k>§

>0

Analizando la segunda desigualdad tenemos:

2k -9
2k —1

%—9>0:k>g

>0

Una vez encontrados los valores de las variables, se realizan las
graficas que permiten establecer el resultado, segin como se observa
en la figura 3.33.

Figura 3.33: Grafica de los valores para una desigualdad.
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Identificamos el rango de valores comin de ambas desigualdades,
determinando asi que la condicién para que el sistema sea estable es:

9
k:>§

Ejemplo 5: Hallar la regioén ki , ko que permita la estabili-
dad del sistema, cuyo polinomio caracteristico se plantea en
la ecuacioén 3.70.

3 4 kos® + ks +kiky =0 (3.70)

Al construir el arreglo, se tiene

31 k2
52 ko k1ko
s a 0
9 b

los coeficientes a y b se calculan de la siguiente forma:

a = k‘g(kl)kl—klkg _ }Z{(kf—kl) _ k% . kl
b= a(k:lkg)—kg(()) _ %(k/;{k‘z) _ kl]{;Q

a

entonces el arreglo correspondiente a la primera columna es:

53 1

82 k‘Q
81 k% — kl
SO k‘l /6‘2

las condiciones para la estabilidad es que los coeficientes sean to-
dos positivos, debido a que el primer elemento asi lo condiciona, esto
exige que:

m k>0
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m kiky >0

w k2> k — ki(kp—1)>0

por lo tanto las condiciones son; ko > 0y k1 > 1, al realizar la
grafica de estas condiciones, se obtiene la grafica de la figura 3.34

donde muestra la region (rojo) de valores de k1 y ko que permite la
estabilidad del sistema.

k2

L 5 (e O [

A

4 -3 -2 -1

Figura 3.34: Region de k1 y k2 para la estabilidad.

3.6. Lugar Geométrico de las Raices (LGR).

Es importante en los sistemas de control lineal investigar y anali-
zar la trayectoria de las raices o polos de la ecuaciéon caracteristica del
sistema en lazo cerrado. Si se considera que la funcién de transferencia
de lazo abierto posee una ganancia variable k, entonces esta técnica
permite establecer la ubicaciéon satisfactoria de los polos del sistema
en lazo cerrado al posibilitar la elecciéon de la ganancia, la misma que
puede variar en un rango de menos infinito a méas infinito. En caso
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de que no exista un valor de la ganancia que satisfaga los requeri-
mientos de ubicaciéon de los polos del sistema, puede ser necesario la
incorporaciéon de un bloque compensador, dando lugar al diseno de
los controladores.

Se plantea la ecuacion caracteristica, la cual contienen a la variable
de ganancia en lazo abierto del sistema k , segtin la ecuacién 3.71,

1+k-G(S)H(S) =0 (3.71)

entonces podemos plantear la condicion general que k-G(S)H(S) =
—1, considerando que tanto G(S) como H(S), son funciones de fre-
cuencia, podemos establecer dos condiciones:

Condicion de Magnitud =| k- G(S)H(S) |=1
Condicién de Angulo =k - G(S)H(S) |= 4180

Al trazar la trayectoria de los valores de k para la ecuacién 3.71,
se puede observar la trayectoria del comportamiento de los polos del
sistema en lazo cerrado ante la variaciéon de la ganancia k , caracteris-
tica conocida como; Lugar Geométrico de las Raices (LGR). Puesto
que se trata de una técnica grafica, se lo puede desarrollar mediante
el uso del comando rlocus de MATLAB (rlocus(num, den)), la misma
que consiste en alimentar al comando con el numerador y denomina-
dor de la funcién de transferencia de lazo, segin como se establece en
la ecuacion 3.72.

num

1+

= 72
dom 0 (3.72)

Ejemplo 1: Trazar el LGR para la siguiente funciéon de
transferencia:
s+ 2

GO = 913 (3.73)
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Cuando no se especifica la funciéon de transferencia de realimen-
tacion, esta es asumida como realimentacion unitaria H(S) = —1. El
LGR correspondiente a la funcién de transferencia de la ecuacion 3.73
es aquella que se ilustra en la figura 3.35 .

2

151

1tk

05F

0

05+

Figura 3.35: Lugar geométrico de las raices.

Se observa que el lugar geométrico de las raices estd completa-
mente en el semiplano izquierdo, esto quiere decir que para todos los
valores de k el sistema es estable.

Ejemplo 2: Trazar el LGR para la siguiente funcién de
transferencia:

s+2
BT

El LGR correspondiente a la funcién de transferencia de la ecua-

cion 3.74 es aquella que se muestra en la figura 3.36.

G (s) (3.74)
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Figura 3.36: Lugar geométrico de las raices sistema inestable.

Se observa que el lugar geométrico de las raices tiene un sector en
el semiplano derecho, esto quiere decir que existen valores de k& que
causaran la inestabilidad del sistema. En este caso existe la necesi-
dad de incluir un bloque compensador el cual produzca un efecto de
desplazar en gran parte el LGR hacia la izquierda.

Algunas caracteristicas del LGR son:

= Pasa siempre por los polos en lazo abierto.

= Es una grafica simétrica al eje real.

= El ntimero de ramales es igual al orden del sistema.

= Los ceros del sistema corresponden a valores de menos infinito
o mas infinito del pardmetro de ganancia k .

= El valor de la ganancia k para un determinado punto sobre el
LGR, se puede encontrar mediante la ecuacién 3.75 evaluando
para el valor de s .

H?:l |5 + pi|

k =
H?ﬂ |s + zj]

(3.75)
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en donde p; corresponde al i_ ésimo polo de un total de n, y z;
es el 7 ésimo cero de un total de m.

Una de las principales ventajas del LGR, es que permite realizar
una eleccién adecuada de la ganancia k, que estabilice el sistema sin
la necesidad de incluir un bloque compensador.

3.6.1. Trazado del lugar geomeétrico de raices

A continuacion se detalla el procedimiento general usado para tra-
zar el LGR de manera manual. La metodologia a emplear usa la rela-
cion existente entre los ceros y polos de G(s)H (s) con respecto a los
ceros de la ecuacion caracteristica 1+ G(s)H (s) de lazo cerrado. Para
ilustrar de mejor manera al lector, se ha considerado varios ejemplos
explicativos.

Ubicacion de los polos y ceros de G(s)H(s) sobre el LGR

La ubicacién de los polos y ceros de la funcién de transferencia
G(s)H(s) sobre el LGR esta definida por los valores de k = 0 y
k = +oo, respectivamente. Para ilustrar este concepto, considere la
siguiente funcién de transferencia en lazo abierto

G(s)H(s) = - k(s +1) (3.76)

(s+2)(s+3)

si la ecuacion caracteristica de la funcion de transferencia en lazo
cerrado se define por 1+ G(s)H(s) = 0, entonces

k(s+1)

1+G(8)H(S):1+m

=0 (3.77)

s(s+2)(s+3)+k(s+1)=0 (3.78)

Al hacer k = 0 en la ecuacion 3.78, se obtiene que s(s+2)(s+3) = 0
los cuales corresponden a los polos de G(s)H (s). Para el caso en que
k = +o0, primero divida la ecuacién 3.78 para k de tal manera que
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s(s +2)(s +3)
k
cuando k — 400, la ecuacion anterior queda expresada por (s +
1) = 0, que corresponde al cero de G(s)H(s). Por tanto, el LGR
comienza en los polos de G(s)H (s) y termina en los ceros de G(s)H(s)
conforme la variable k aumenta desde cero hasta infinito. La figura
3.37 ilustra este concepto.

+(s+1)=0 (3.79)

Imaginary Axis

> -« -«
_2—
§

|
-4 ||
| Termina en los ceros

6 |

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Real Axis -

Figura 3.37: Direcciéon de las ramas del LGR

Las fechas en color indican el sentido en el cual inician los ramales

del LGR.

Nimero de ramales del LGR

El nimero de ramales que tiene el LGR esta determinado por el
grado de la ecuacion caracteristica 1+ G(s)H (s) = 0. Para el ejemplo
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dado, s(s+2)(s+3)+ k(s+1) = 0 se tendria 3 ramales. En la figura
3.38 se especifican los ramales para el ejemplo analizado.

|
Ramal 2 I Ramal 1

Eje imaginario

“r '| Ramal 3 1

A

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Eje real

Figura 3.38: Ramales del LGR

Segmentos del LGR que estdn sobre el eje real

Para valores de k£ > 0, el LGR se encuentra sobre el eje real
en aquellos tramos que estan ubicados a la izquierda de un niimero
impar de polos y ceros. Mientras que para valores de k negativos
corresponderia a un namero par de polos y ceros. La figura 3.39 ilustra
los ramales sobre el eje real para la variable k positiva, se observa
que los segmentos 1 y 3 corresponden al LGR al estar ubicados a
un ntmero impar de polos y ceros, por ejemplo el ramal 1 esta a la
izquierda del polo s = 0 (nimero impar de polos), mientras que el
ramal 3 estd a la izquierda de los polos en s = 0, s = —2 y del cero en
s = —1, lo cual da un niimero impar de polos y ceros. Para la condicién
negativa de la variable k, los segmentos restantes corresponderian al
LGR en esta condicién.
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Segmento 3 Segmento 1

Eje imaginario

o
wn

-1.5 -1 -0.

Eje real

[

<)

(4]

'

ra L
o

3%

Figura 3.39: Segmentos sobre el eje real del LGR
Angulo e interseccion de las asintotas

Las asintotas del LGR son lineas imaginarias que permiten esta-
blecer la tendencia del comportamiento de las trazas del LGR con-
forme s — oo. Se utilizan como guias para el trazado ya que no son
parte del LGR. Para dibujarlas se debe determinar la intersecciéon que
tienen sobre el eje real, ya que se origina sobre este eje, y el &ngulo con
respecto al punto de intersecciéon. El namero de asintotas se calcula
mediante |[n — m|, donde n y m son el namero de polos y ceros de la
funcion de transferencia G(s)H(s).

La interseccién de las asintotas p representa el centroide del LGR y
siempre debe ser un ntimero positivo. Se calcula mediante la siguiente
ecuacion para —oo < k < 00

e >~ polos de G(s)H (s) — > ceros dEG(S)H(S); n#m (3.80)

n—m
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El dngulo de las asintotas con respecto al eje real, para k > 0, se
determina mediante

Y = X T n#Em (3.81)

donde i =0,1,2,...,|n—m|— 1.
Para el ejemplo considerado, se tiene en total |3 — 1| = 2 asintotas,
cuya centroide esté determinada por

_ (0—2—3)—(—1)_—5+1:

- 9 3.82
3_1 2 (3:82)
mientras que sus dngulos son
% +1
o = & Z|;“| ) mi=0,1 (3.83)
m 3T
T, =T 3.84
Yo =31 = (3.84)

La figura 3.40 muestra la ubicaciéon de la centroide y las asintotas
con sus respectivos angulos.

Puntos de rompimiento del LGR

En algunas ocasiones, algunos ramales del LGR ubicados sobre
el eje real tienen puntos de salida, de los cuales se desprenden otros
ramales del LGR. Para determinar si el punto o puntos de salida
existen, se debe calcular las raices de la derivada de la funcion de
transferencia G(s)H (s) con respecto a la variable s e igualado a cero,
es decir

d
£G(S)H(S) =0 (3.85)
la ecuacion 3.85 implica determinar el maximo de la funcién de
transferencia en lazo abierto. Entonces, para nuestro ejemplo se tiene
que

d (s+1) B
ds [3(3—1—2)(3—1—3)] =0 (3.86)
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Eje imaginario

Centroide

Asintota 2

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Eje real

Figura 3.40: Angulo en interseccion de las asintotas

después de algunas simplificaciones y manipulaciones basicas la
ecuacion anterior puede ser expresada como

s3+ 45> +554+3=0 (3.87)

finalmente sus raices estan dadas por

s1 = —2,4656

S9.3 = —0,7672 = 0,7926i

de acuerdo al resultado la tinica raiz que puede ser considera un
punto de rompimiento corresponde al valor de —2,4656, la cual se
ubica en el semiplano izquierdo de Laplace entre los polos ubicados
en —3 y —2 sobre el eje real. La figura 3.41 muestra la ubicacion del
punto de rompimiento.
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|
ar Punto de quiebre IIl

Eje imaginario

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Eje real

Figura 3.41: Punto de quiebre en el LGR

Interseccion del LGR con el eje imaginario

Los posibles puntos de intersecciéon del LGR con el eje imaginario
del plano complejo de Laplace y los valores en los cuales se produce
la interseccién se determinan mediante el criterio de Routh-Hurwitz.
Continuando con nuestro ejemplo, la ecuacion caracteristica esta dada
por la ecuacion ( 3.78), de tal manera que

24552 +(6+k)s+k=0 (3.88)

aplicando el criterio de Routh-Hurwitz a la ecuacion caracteristica

2 1 6+k

s? 5 k
! 3045r4k: 0
0 k 0
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el sistema es estable para k > 0. Para este caso en particular, el
sistema no tiene intersecciéon con el eje negativo ya que es estable para
toda ganancia positiva. Ahora considere la funcion de transferencia
dada por

k(s +2)
G(s)=5———""— 3.89
(s) $B+s2+s5—2 (3:89)
cuya ecuacion caracteristica es
S+ +(1+k)s—2(1-k)k=0 (3.90)

aplicando el criterio de Roth-Hurwitz a esta tltima ecuacion, se
tiene que

s3 1 1+k
52 1 2k — 2
s' 3—-k 0
¥ 2% -2 0

el sistema es estable si

3—k>0—k<3 (3.91)

%—2>0—k>1 (3.92)

es decir 1 < k < 3. Para este segundo caso, existen dos valores
criticos en 1 y 3. Segun esta condicion, cuando k = 1 la fila que
contiene 2k — 2 = 0, por lo tanto se escoge la fila inmediatamente
superior para determinar el cruce y la ecuacién auxiliar dada por:

B—-k)s=0—25s=0-5s=0 (3.93)

esto implica que existe un corte justo en el origen. Ahora, cuando
k = 3 se elimina la fila correspondiente a s', por lo tanto la ecuacion
auxiliar estda dada por
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242k -2=0—>5"+4=0.,5==+2j (3.94)

Estos resultados se pueden verificar en la figura 3.42.

Interseccion en 2

Imaginary Axis

Real Axis

Figura 3.42: Interseccion del LGR con el eje imaginario

Angulos de salida y llegada

Los angulos de salida y llegada usualmente se determinan para
polos o ceros complejos de la funcién de transferencia en lazo abierto.
El 4ngulo de salida de un polo complejo se determina por

b, = g +arg (P(s)) (3.95)

donde P(s) es la fase de G(s)H(s) evaluado en el polo complejo
de anélisis sin considerar el mismo en la ecuacién. Mientras que el
angulo de llegada a un cero complejo se calcula como

™

b= —arg (Q(s)) (3.96)
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donde Q(s) es la fase de G(s)H(s) evaluado en el cero complejo
de anélisis sin considerar el mismo en la ecuacion. Para ilustrar esta
condicién considere una funcién de transferencia dada por

(s+3)
G(s)H(s) = - ; 3.97
(s)H (s) (s+2+2j)(s+2—29) (3:97)
entonces para determinar el dngulo de salida de s = —2 — 2j
determinamos primero la fase de P(s) dado por
—-2-27+3
( 1+3) | _ 4636 (3.98)

arg (P(s)) = arg C2-2+2-9))
por lo tanto el angulo de salida es ¢, = (7/2)+0,4636 = 2,0344 —
116,56 deg. Para el polo s = —2 + 25 se tiene exactamente el mismo
argumento pero con signo negativo por el hecho de ser conjugado, es
decir —0,4636, por lo tanto ¢, = (7/2) — 0,4636 = 1,1072 — 63,43.
Ahora considere una funciéon de transferencia de la cual se necesita
determinar el dngulo de llegada a sus ceros, definida por

s+1+4)(s+1—7)
(s+3)(s+2)
entonces procediendo de manera similar a los polos complejos se
tiene que para s = —1 —j, ¢y = § —arg (Q(s)) = § — (—0,3218) —
198,43 rad. Mientras que para s = —1 4+ j , ¢; = 161,56 deg.

G(s)H(s) = ( (3.99)

3.7. Linealizacion de sistemas mediante el Ja-
cobiano.

En muchos de los casos nos encontramos con sistemas no linea-
les, lo que exige el desarrollo de compensadores o controladores no
lineales. Con la finalidad de poder aplicar las técnicas de control li-
neal abordados en este libro, se desarrollard un ejemplo explicativo
de linealizaciéon de un sistema mediante la herramienta matematica
conocida como el Jacobiano, de acuerdo a lo tratado en [3].

El ejemplo consiste en encontrar el modelo matematico del sis-
tema Levitador Magnético mostrado en la figura 3.43, luego aplicar
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la técnica de linealizaciéon alrededor de un punto de operacién, pu-
diendo ser el punto de equilibrio, para finalmente obtener el modelo
del sistema linealizado en una forma de representaciéon en espacio de
estados.

Figura 3.43: Levitador magnético.

s Modelo matematico del Circuito Eléctrico.

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff en una malla tenemos:

di
R~i+L@: V(t) (3.100)
s Modelo matematico de las fuerzas sobre la masa.

» La figura muestra las dos fuerzas a la que esta sometida la masa,
y cuyo modelo esta representado en la ecuacién 3.101 en base a
la ley de fuerzas de Newton.
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F.elect

M*g

Figura 3.44: Masa Metalica

Mij= Mg — feicet (3.101)

siendo:

M — masa de objeto

g— aceleracion de la gravedad.

La fuerza eléctrica del electro-imén se puede representar con la
ecuacion 3.102

ky -2

felect = (3102)

en donde:

k7 — constante del electro-imén,
y— la distancia del borde del electro-iman al objeto.

Reemplazando la ecuaciéon 3.102 en la ecuaciéon 3.101 se tiene

. kr -2
Miy=Mg—

(3.103)

Se define los estados del sistema como:
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xIr3 = )

Sustituyendo los estados planteados en las ecuaciones 3.100 y 3.103
obtenemos las ecuaciones 3.104 y 3.105 las que conforman el modelo
matematico del Levitador Magnético.

ki - o2
Miy = Mg — 278 (3.104)
x1
R- 3+ Lis = V(1) (3.105)

Se puede observar que la ecuaciéon 3.105, presenta caracteristicas
no lineales.

Ordenando el sistema para una representacion es espacio de esta-
dos se tiene:

T = T9
) ka3
T2 =9 — Mz, (3.106)
. — R 1

Se realizara la linealizacion del sistema alrededor de un punto de
operacién, considerando que el nuevo sistema linealizado podré repre-
sentar al original en un cierto rango tolerable alrededor de este punto
donde operaré el sistema, que para este caso serd una determinada
distancia y,. Una vez fijado el punto de equilibrio de una de las va-
riables, se puede encontrar el valor de las demas variables, que para
este caso sera la corriente del electro-iméan. Al considerar la condi-
ciéon de equilibrio en que la masa no se mueva, esta condicién permite
encontrar la corriente de equilibrio del sistema, en estas condiciones
las variables toman el nombre de variables de equilibrio o punto de
equilibrio del sistema.
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Los valores de las variables que posibilitan un equilibrio de la
masa a una distancia y, son:

T1E = Yo
Top=17=0a22=0

gM (yo)
T3 =

kr

Una vez definido el punto de operacién y equilibrio, se aplicara
la derivada del sistema de la ecuaciéon 3.106 mediante el Jacobiano,
pero antes definimos el sistema como funciones, segiin se observa en
el grupo de ecuaciones 3.107

fi(x1, z2,23) = 22

_ k‘Ll’g
fo(@1,m9,23) = g — My (3.107)
= ul 1V t
f3(x1, 22, 23) = S AR (t)

El sistema linealizado debe tomar la forma de las ecuaciones 1.13
y 1.14, por lo tanto se procede a obtener la matriz A y el vector B
mediante la operacion del Jacobiano de la ecuacion 3.108 y la ecuaciéon
3.109 respectivamente sobre el sistema no lineal de las ecuaciones
3.107

o f Sh
5:61 51‘2 5$3
Jie = | 02 0f2 Of2 (3.108)
(5.7}1 (53’}2 51‘3
L 5$1 (51’2 (5%3 J
- %_
du
T = | 02 (3.109)
ou
ofs
L Su 4
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Debido a que tinicamente la funcion fa(z1, 2, x3) es no lineal, se desa-

rrollara la segunda fila de la matriz Jacobiano de la ecuacién 3.108,

que seré evaluada en el punto de equilibrio definido anteriormente.
El resultado de dicho proceso es el siguiente:

Vi — _kL:Bg) — 2]<JL£L‘3
2= MJ}%, ’ M.CL‘l
2
M M
kL g kLyo 9%k, g kLyo
S 0
Ve M)? 0T M

la linealizacion de la funcion fo(xy, xe, x3) corresponde a:

9, = 2\/ng0]

Vi =
2 [yo My,

Continuando con el proceso se observa que no es necesario el desa-
rrollo del Jacobiano de la ecuacién 3.109, puesto que el sistema no
presenta la no linealidad para la variable de entrada V' (¢) del sistema.

Finalmente el sistema linealizado corresponde al arreglo de ecua-
ciones 3.110.

.CU'1 = X9
gy = gy - MG x (3.110)
Yo My, 3 ’
. - R 1

De esta forma se ha logrado la linealizacion del sistema alrededor
de un punto de operacion, el cual pasara a ser el punto donde se
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equilibre el sistema. Esto permitird aplicar las técnicas de control
lineal al sistema que posee caracteristicas naturales no lineales.

3.8. Preguntas y ejercicios de repaso.
1. Dé un ejemplo de una funciéon de transferencia de un sistema
tipo uno, orden dos.

= ; Qué tipo de senal se debe usar para evaluar el error en estado
permanente?

2. Establezca la funcién de transferencia y su correspondiente grafica
de la respuesta al escaldén unitario, para un sistema de primer orden
que posee las siguientes caracteristicas:

= Tao = 0.9 segundos,
= Una ganancia de 1.5,

= Tiempo muerto de 0.1 segundos.

3. Establezca la funcién de transferencia y su correspondiente gréfica
de la respuesta al escalén unitario, para un sistema de segundo orden
que posee las siguientes caracteristicas:

= Un sobrepaso de 15 %,
= Una atenuacion de 0.7

» Una frecuencia de 1 rad/seg.

_ s+ 3
34282 4s—1

4. Para el sistema cuya funcion de transferencia es:G (s)

mediante el analisis del LGR determine:

= el rango de estabilidad en funcién de & .

= la ubicacién de los polos y los ceros.

5. Modele un sistema de nivel h de agua en un tanque cilindrico
de didmetro D, cuya entrada es el caudal ¢ en la parte superior del
tanque y tiene como salida de agua un agujero en el fondo del tanque
de didmetro d. Linealice el sistema mediante el uso del Jacobiano.
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Capitulo 4

Analisis de sistemas de
control en el dominio de
frecuencia

En el presente capitulo se introduce el estudio de los sistemas de
control en el dominio de la frecuencia. En una primera instancia se
determina la respuesta estacionaria de los sistemas de control linea-
les e invariantes en el tiempo ante entradas de tipo senoidal, senales
dependientes de una frecuencia de entrada y a la vez del tiempo. Se
revisa los diagramas de Bode, graficas que permiten determinar las
caracteristicas de comportamiento y estabilidad de los sistemas de
control. En todo este contexto, se determina un compendio de ecua-
ciones que caracterizan el comportamiento de un sistema de control
y sus propiedades.

4.1. Respuesta de sistemas en el dominio de la
frecuencia

En el dominio de la frecuencia la respuesta de un sistema de con-
trol se mide con base en seniales de tipo seno, coseno o su combinacién.
Se debe tener presente que entre el dominio de tiempo y el dominio de
la frecuencia existe una correlaciéon de tal manera que cualquier modi-
ficacién del desempeno del sistema en el dominio del tiempo produce
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una alteracion de las caracteristicas en el dominio de la frecuencia del
sistema y viceversa.

4.1.1. Salida en estado estacionario

La respuesta en el dominio de frecuencia se define como la res-
puesta en estado permanente que se obtiene del sistema al considerar
una senal de entrada tipo senoidal definida para todo w. Considere
un sistema lineal e invariante en el tiempo como se describe en la
figura, cuya funcion de transferencia se denota por G(s) de orden n
y su senal de entrada se define por z(t) = Asen(wt), la transformada
de Laplace de x(t) esta dada por

wA
X(s8)=—— 4.1
()= oy (11)
de tal manera que la senal de salida en la variable de Laplace
queda definida por

wA
s2 + w?
por simplicidad se considera que la ecuacién 4.2 tiene polos dis-

tintos y simples de tal manera que su transformada inversa queda

Y (S) = G(s) (4.2)

y(t) = ae %t 4 a* ¥t 4 bre P fbge 2 p o pbeTPt (4.3)

donde (- )* denota la conjugada mientras que ay b, (n =1,2,...N)
son constantes. Para un sistema estable, los exponenciales de la ecua-
cion 4.3 tienen componentes reales negativas, por consiguiente tienden
a desaparecer conforme el tiempo tiende al infinito. Por consiguiente,
la respuesta en estado estacionario del sistema queda definida por

Yee(t) = ae ™9t 4 q* eIt (4.4)

donde las constantes a y a*se calculan utilizando fracciones par-
ciales,
AG(—jw) _ _A|G(w)|e ¥

— p— 4.5
“ 2 2j (4.5)
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ﬁ__AGUw)_fHGUwN@w
2 2j

se debe notar en la ecuacion 4.5 que |G(jw)| = |G(—jw)| por ser
el modulo de la funcién de transferencia compleja G(jw) mientras que
el angulo de fase 1) = tan_l(%), donde Im{-} y Re{-} denotan
la parte imaginaria y real de la funciéon de transferencia del sistema.
Reemplazando las ecuaciones 4.5 y 4.6 en la ecuaciéon 4.4, se obtiene

finalmente que

(4.6)

Yee(t) = A|G(jw)] sin(wt + ) (4.7)

de acuerdo a la ecuacion 4.7, se observa que un sistema lineal e
invariante en el tiempo genera a su salida una senial cuya amplitud es
el producto del modulo de la funcién de transferencia del sistema y
la amplitud de la senal de entrada, lo que es mas la salida conserva la
forma matemética de la entrada con la misma frecuencia w pero con
un desfase 1 debido al sistema.

Para ilustrar este comportamiento, considere la siguiente funcién
de transferencia y senial de entrada

4
2541

G(s)

x(t) = 1,5sin(4nt)

de acuerdo a la ecuacion 4.7, la senal de salida del sistema esta
determinada por

4(1,5)
Yee(t) = NiEww

donde la w = 4w, por lo tanto la respuesta en estado permanente
queda determinada por

sin(wt — tan™! (2w)) (4.8)

Yee(t) = 0,24sin (47t — tan™ ' (87)) (4.9)

cuya grafica se muestra en la figura 4.1.
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Amplitud

Tiempo

Figura 4.1: Respuesta en estado permanente para una entrada senoi-
dal x(t) = 1,5sin(4wrt)

4.2. Diagramas de Bode

Los diagramas de Bode son una representacion gréafica de la mag-
nitud y del angulo de fase de la funcion de transferencia G(jw) versus
la frecuencia en escala logaritmica. Usualmente la grafica de |G(jw)|se
representa en una escala logaritmica usando como base la potencia de
la senal, por lo tanto

G(jw)lap = 20loguo (|G(jw)]) (4.10)

es frecuente que en los diagramas de Bode se utilice el concepto
de década, el cual se denomina a cualquier intervalo ubicado sobre
el eje de frecuencias cuya frecuencia final es diez veces mayor a la
frecuencia inicial del intervalo. En algunas ocasiones se suele emplear
un intervalo cuya frecuencia final es el doble de la inicial, el cual se
denomina octava. A continuaciéon se definen algunos diagramas de
Bode usualmente utilizados en los sistemas de control.
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4.2.1. Diagrama de Bode de una ganancia K

El diagrama de Bode de una ganancia G(jw) = K se ilustra en
la figura 4.2 tanto para valores positivos como negativos. La curva de
magnitud es constante mientras que su fase es nula.

G (jw)lqp = 20logio K (4.11)

/G(jw) =0 (4.12)

Si la ganancia 0 < K < 1, la grafica resultante muestra decibelios
negativos (atenuacion de la senal de entrada) mientras que para K > 1
se tienen decibelios positivos (amplificacion de la senal de entrada).

10
o 5¢
=
: \
= 0r K=0.5
= K=2
[=]
o
= 5[ : : : : H—
-10
1
5 051 /K=2y0.5
1]
=2
[ }
o
L]
W e

Frequencia (rad/s)

Figura 4.2: Diagrama de Bode de una ganancia K

4.2.2. Diagrama de Bode de un integrador

Un integrador definido por G(jw) = 1/jw tiene un adngulo de fase
constante en —7 /2, mientras su grafica de magnitud es una recta con
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una pendiente de —20dB/década. La figura 4.3 muestra este compor-
tamiento.

|G (jw)| 5 = 20logio(1/w) (4.13)

/G(jw) = —tan"'(c0) = —7/2 (4.14)

Diagrama de Bode

Frequencia (rad/s)

Figura 4.3: Diagrama de Bode de un integrador

4.2.3. Diagrama de Bode de un diferenciador

Un diferenciador definido por G(jw) = jw tiene un angulo de fase
constante en /2, mientras su grafica de magnitud es una recta con
una pendiente de 20dB/década. La figura 4.4 muestra su comporta-
miento.

|G (jw)lap = 20log1o(w) (4.15)

/G (jw) = tan"(o0) — 7/2 (4.16)
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Magnitud (dB
T

Frequencia (rad/s)

Figura 4.4: Diagrama de Bode un diferenciador

4.2.4. Diagrama de Bode de un polo simple

Un cero simple es un sistema cuya funcién de transferencia en
frecuencia estd dada por

1

G(jw) = G +1 (4.17)

donde T es una constante. Las ecuaciones de magnitud y angulo
de fase del cero simple se determinan por medio de las siguientes
ecuaciones

1
|G(jw)| g = 20log1y | ——— | = —20log(\/ (wT)* + 1)
(WT)* +1
(4.18)
/G(jw) = —tan" Y (wT) (4.19)
Si se considera que w = 1/T, entonces |G(jw)|;z = —3dB y
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/G(jw) = —m/4. Para una frecuencia inicial w = 0, tanto su magni-
tud como su dngulo de fase son nulos. Por otro lado, para un valor de
frecuencia w — oo, su magnitud tiende a decrecer con una pendiente
de —20log(wT), esto ocurre debido a que wT > 1 , un cantidad ex-
tremadamente grande, y por lo tanto la unidad puede ser despreciada
dentro del radical de la ecuaciéon 4.18. Su angulo de fase, tiende a un
valor de —m/2 ya que la tangente inversa tiende ese valor conforme
su argumento tiende al infinito. La figura 4.5, muestra el diagrama de
Bode de un polo simple.

Magnitud (dB)

Fase (deg)

10° 10" 102

Frequencia (rad/s)

Figura 4.5: Diagrama de Bode un polo simple

4.2.5. Diagrama de Bode de un cero simple

Un cero simple esta definido por la siguiente funcién de transfe-
rencia

G(jw) = jwT + 1 (4.20)

donde T es una constante. Su magnitud y angulo de fase estan
determinados por
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frecuencia
G (jw)|,5 = 20logro < (WT)? + 1) (4.21)
/G(jw) = tan™H(wT) (4.22)

si se observan las ecuaciones 4.18 y 4.21, tienen la misma for-
ma matematica que las ecuaciones establecidas para un polo simple
excepto el signo negativo. Por lo tanto, tienen tienen caracteristicas
similares de comportamiento excepto que este sistema tiende todo
a valores positivos de magnitud y fase. La figura 4.6 corrobora este
comportamiento.

.
o

[ W
= (=]

Magnitud (dB)

N

Fase (deg)

10° 10

Frequencia (rad/s)

Figura 4.6: Diagrama de Bode de un cero simple

4.2.6. Diagrama de Bode de factor cuadratico (deno-
minador)

La funcién de transferencia de un sistema de segundo orden es-
tandar estd definido por
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w?

“ 4.23

—w? 4+ j2wéw, + w2 (4.23)

donde w,, es la frecuencia natural del sistema y & es su factor de
amortiguamiento. La magnitud y dngulo de fase se determinan por

G(jw) =

|G(jw)lgp = 20log10 - (4.24)

/G(jw) = —tan™ (2“”5“’"> (4.25)

de acuerdo a las ecuaciones 4.24 y 4.25, para w = 0, la magnitud
y el angulo de fase son nulos. Si w = w, la magnitud y el dngulo de
fase respectivamente son

|G (jw)| 5 = 20logio <2I§> = —20log10(2¢) (4.26)

LG (jw) = —m/2 (4.27)

conforme la frecuencia tiende al infinito su dngulo de fase tiende
a —7 mientras que su magnitud se calcula como

|G (jw)|qp = —20log1o (:j) (4.28)

n

La figura 4.7 muestra el diagrama de Bode para este sistema.
4.2.7. Diagrama de Bode de un factor cuadratico (nu-
merador)

La funcién de transferencia de un sistema con factor cuadratico
en el numerador se define como

—w? + j2wlwy + w2
w2
n

G(jw) = (4.29)

la magnitud y angulo de fase se calculan como
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Magnitud (dB)

Frequencia (rad/s)

Figura 4.7: Diagrama de Bode de un factor cuadratico en el denomi-

nador

|G(jw)|qp = 20log1o

V(@2 = w?)? 4+ (2wEw,)?

= (4.30)
£G(jw) = tan™" (%) (4.31)

como se observa en la tltima ecuacién, el angulo de fase de un
factor cuadratico en el numerador difiere tan solo del signo negativo
de la ecuacion 4.25. Para un valor de frecuencia w = 0, la ecuacion 4.30
y 4.31 dan valores nulos de magnitud y fase. Si w = w,, la magnitud
y el angulo de fase respectivamente son idénticos a los dados por
las ecuaciones 4.26 y 4.27 pero con signo positivo. Lo mismo ocurre
para la condicién en que la frecuencia crece indefinidamente pero con
magnitud y frecuencia positiva. Este comportamiento se observa en
la figura 4.8.
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Magnitud (dB)
N .
N
AY

Frequencia (rad/s)

Figura 4.8: Diagrama de Bode de un factor cuadratico en el numerador
4.2.8. Diagrama de Bode de un factor exponencial (re-
traso puro)

La funcién de transferencia de un retraso en el tiempo esté definida
por

G(jw) = e 9T (4.32)

donde T' es una constante. La magnitud y el angulo de fase para
esta funciéon estén dadas por

|G (jw)| 5 = 20log10(1) = 0dB (4.33)

G (jw) = —wT (4.34)

como se observa la ecuacion 4.33 establece que el factor expo-
nencial puro no atenta ni amplifica la senal de entrada. En caso de
que w = 1/T la fase del exponencial es igual a —1 rad. Conforme la
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frecuencia tiende a incrementarse, la fase tiende a disminuir negativa-
mente. La figura 4.9, muestra las caracteristicas de comportamiento
de retraso puro.

Magnitud (dB)

Fase (deg)

Frequencia (rad/s)

Figura 4.9: Diagrama de Bode un retardo puro de -1 s.

4.3. Diagrama de Bode de una funcién de trans-
ferencia general

Para determinar el diagrama de Bode de una funcién de transfe-
rencia conformada por diferentes factores, es decir

Ke T (jwTy + 1)(jwTy + 1)
(jwTs + 1) (jwTy + 1)

se considera el aporte individual de cada factor tanto para la mag-
nitud como la fase de la siguiente manera.

G(jw) = (4.35)

4.3.1. Aporte en magnitud

Para la magnitud se considera las propiedades de los logaritmos,
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|G(jw)| 5 = 20logio(K)+20log10 < (wT1)2 + 1> +20l0g10 < (OJTQ)Z + 1)

(4.36)
en este caso al aporte del retraso en tiempo es cero.

4.3.2. Aporte en fase

Para el angulo de fase se considera las propiedades trigonométri-
cas,

ZG(jw) = —wT+tan Y (wTh)+tan™ (wTh)—tan ™  (wT3)+tan ™t (wTy)
(4.37)

el aporte de la constante en fase es cero. Recuerde que este criterio

se extiende tanto para un nimero M como N de factores ubicados en
el numerador y denominador de la funcién de trasferencia. La figura
4.10 ilustra un ejemplo de este concepto para una funciéon dada por:

5e%(s + 3)

Gls) = s(s +25)

(4.38)

4.4. Parametros de comportamiento en el do-
minio de la frecuencia

Para el analisis de la caracteristica de comportamiento de un sis-
tema de control, es importante definir los siguientes pardmetros en el
diagrama de Bode:

» Pico de resonancia (M, ): Es es valor méximo de la magnitud
de la funcion de transferencia G(jw,). Generalmente el pico de
resonancia se expresa en decibelios para efectos préacticos, es
decir M, = 20log10(|G(jwr)|)-

» Frecuencia de resonancia (w;): Es el valor de la frecuencia
en la cual se produce el pico de resonancia medida usualmente
en rad/s.
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Magnitud (dB)

Fase (deg)
g

10

10° 10' 10° 10

Frequencia (rad/s)

Figura 4.10: Diagrama de Bode resultante de una funciéon de transfe-
rencia compuesta de diferentes factores

» Ancho de banda (WW): Es el valor de la frecuencia a la cual
|G(jw)| = 1/v/2 0 —3dB medida de igual manera en rad/s.

4.4.1. Determinacion del pico y la frecuencia de reso-
nancia de un sistema de segundo orden

Para determinar M, y w, se ha considerado un sistema de segundo
orden estandar, por ser el mas comin para efectos de anélisis de los
sistemas de control. Por lo tanto, dada la funcién de transferencia

w2

G(s) = R TR (4.39)

esta puede ser expresada de la forma

Gliw) — w% _ 1
) = Gl T 2jamm T o~ —()ea2) T 25€ (o) + 1

(4.40)
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el modulo y angulo de fase de la ecuacion 4.40 vienen respectiva-
mente dados por

. |
= i arrieeey Y
ZG(jw) = —tan™! (jgw_wz> (4.42)

de la ecuacion 4.41 se determina la frecuencia de resonancia al
utilizar el criterio de la primera derivada, es decir

d .

L 6w =0 (1.43)
d 1 2 "
o =0 (2L g2 1)
dw )2 w2 Wn,

V1L = @3 /2)? + 462w, fon

(4.44)

de acuerdo a la ecuacién 4.44 se obtienen dos posibles soluciones,
la primera dada por

wy 2

—4+2—-1=0 4.45

R (4.45)
de la cual se determina que la frecuencia de resonancia se calcula

como

Wy = wpy/1 — 282 (4.46)

y es valida para 1 —2¢2 > 0 0 € < 1/+/2. Por otro lado, la solucion

wy, = 0 establece que el pico de resonancia se da en el origen del eje

de coordenadas de magnitud versus frecuencia tal como se ilustra en

la figura. Por otro lado, el pico de resonancia se calcula al reemplazar
la ecuacion 4.46 en la ecuacion 4.41, de tal manera que

M? = !
T (@2/wR)) + 42w fwn)?
M? = !

r

[1— (1—282)]° +4€2(1 — 2¢2)
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M? = L
T T2 20 + (12607 + 47 - 58))
M? = ! M, = 1 (4.47)
462(1 - £2) 264/1 — &2

la ultima expresion es valida para £ < 1/ V2, observe que no se
ha considerado el igual debido a que esto produciria una indetermi-
nacion en la ecuacion 4.47. No obstante en caso de que el factor de
amortiguamiento sea igual a 1/ V2 el pico de resonancia es uno con
una frecuencia de resonancia en cero. Esta caracteristica se puede ob-
servar en la figura 4.11 para diferentes valores de £ con una frecuencia
natural unitaria.

IG(jw)] (dB)

Figura 4.11: Variaciones de M, yw, para diferentes valores de &

4.4.2. Ancho de banda (W)

El ancho de banda de un sistema estandar se determina cuando
la magnitud de G(jw) es igual a 1/4/2, es decir
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1 1
VL= (W2/@2)P +42(W/wa)? V2

donde
2= [1 = (W?/wp)]” + 4% (W/wn)’
(W*wp) = 2(W?fwp) + 46 (W2 /w) =1 =0
(W /) = 202 Jw)(1 - 26%) =1 =0 (4.48)

la ecuacion 4.48 puede ser resuelta como una ecuaciéon de la forma
az? + bz + ¢ = 0, de tal manera que z = W2/w?, por lo tanto

W?2/w? = (1 —26%) + %\/1654 — 1662 +8

W= wn\/[(l _2€2) 4 \JAgt —ae? 1 2] (4.49)

observe que en la ecuacion 4.49 se ha considerado solamente el
signo positivo de tal manera que se obtenga frecuencias positivas.

4.5. Analisis de estabilidad de los sistemas de
control (Diagrama de Bode)

Para el anéilisis de estabilidad de un sistema de control, se consi-
dera las siguientes definiciones

» Margen de Ganancia (Gm): Es la ganancia en decibelios que
se puede anadir al lazo de control para que el sistema en lazo

cerrado se vuelve criticamente amortiguado o llegue al limite de
estabilidad.

» Margen de fase (Pm): Es el angulo de fase que se necesita
para que el sistema en lazo cerrado llegue al limite de estabili-

dad.
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» Frecuencia de cruce de ganancia (w,): Es un valor de fre-
cuencia a la cual |G(jw)H (jw)|;z = 0, donde H (jw) es la fun-
cion de transferencia en el lazo de retroalimentacion.

» Frecuencia de cruce de fase (w,): Es un valor de frecuencia
a la cual ZG(jw)H (jw) = —.

Las definiciones dadas, se ilustran en la figura 4.12 para la funcién de
transferencia

8

Gls) = s(s? 4 6s + 12)

Gm = 19.1 dB (at 3.46 rad/s), Pm = 71.2 deg (at 0.655 rad/s)

Magnitud (dB)

Fase (deg)

107! 100 10" 102
Frequencia (rad/s)

Figura 4.12: Margen de ganancia y margen de fase

Si el margen de fase y el margen de ganancia son positivos, el
sistema es estable. Si ambos son negativos o uno de los dos parametros
es negativo entonces el sistema es inestable. Observe que el margen
de ganancia se mide por debajo de los 0 dB mientras que el angulo de
fase se lo hace por encima de — para considerar su condicién de signo
positivo. El margen de ganancia se mide en la frecuencia de cruce de
fase mientras que el margen de fase se mide en la frecuencia de cruce
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de ganancia. Recuerde, que para el calculo de estos parametros se
considera la funcion de transferencia en lazo abierto.

Es importante indicar, que el método del diagrama de Bode se
utiliza para determinar la estabilidad relativa de un sistema de fase
minima, es decir aquel sistema que no tiene polos y ceros en el semi-
plano derecho de Laplace. Lo cual es muy frecuente en los sistemas de
control. Para sistema de fase minima se recomienda revisar en detalle
la bibliografia mencionada al final de este capitulo.

4.6. Preguntas y ejercicios de repaso.

1. Desarrolle las ecuaciones del pico y frecuencia de resonancia de
un sistema de control estdndar de orden dos al cual se le ha incluido
un polo en el origen.

2. Desarrolle las ecuaciones del ancho de banda de un sistema de
control estandar de orden dos al cual se le ha incluido un polo en el
origen.

3. Determine el ancho de banda, el pico y frecuencia de resonancia
de la siguiente funcién de transferencia

25
G =
() = 55 25)(s 1 3.85)
4. Graficar los diagramas de Bode de las siguientes funciones de

transferencia en lazo abierto de un sistema de control con retroali-
mentacién unitario

2(s+3
= G(s) = s(5+4(l,5)(2+2)

— _ (s43)e?
= G(s) = (s+1)(s+3e,2)(s+2)

5. Del problema 4, determine si el sistema es estable.
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Capitulo 5

Diseno y ajuste de
controladores.

En el presente capitulo se aborda los temas relacionados a; estruc-
tura de controladores PID y en espacio de estados, discretizacion de
las senales continuas, y la implementacién de los controladores bajo
la plataforma del software LabView.

5.1. Estructura Basica de un Sistema con Con-
trolador

La incorporacién de un bloque compensador o controlador al sis-
tema realimentado puede realizarse de diversas maneras. En este caso
se adoptara la estructura del controlador en cascada a la planta, por
ser una de las configuraciones mas comunes. Esta configuracion es la
que muestra la figura 5.1.
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R(s) + E(s) U(s) Y(s)
» C » P >
() ’Q eft) ut) V)

L(s)

H |[¢&—

Figura 5.1: Diagrama de bloques de un sistema con controlador.

Como se puede observar en la figura 5.2, la entrada del controlador
es la senal de error e(t) y la salida del controlador es la senal de
controlu(t), esta sefial sera la encargada de comandar la planta con la
finalidad de que en la salida y(t) se cumplan los objetivos planteados
en la referencia r(t).

E(s) U(s)
—p C —»
e(t) u(t)

Figura 5.2: Diagrama de bloques de un controlador.

5.2. Diseno e implementacién del controlador
Proporcional Integral Derivativo (PID).

El controlador PID es un controlador de tres términos, que combi-
na las acciones de compensacion; proporcional, integral y derivativa,
las mismas que le permiten desarrollar una accion eficaz de comando.
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Matematicamente se lo puede definir con la ecuacion 5.1, de acuerdo

a [2]:

U(s) Ki
—:Kp—FKd-S—i-? (5.1)

(s)

El diagrama de bloques simplificado es el que se muestra en la
figura 5.3

— K, | —

Figura 5.3: Diagrama de bloques de un controlador PID.

Las acciones de las componentes del controlador PID se describen
a continuacion:

= Accion Proporcional.

Corresponde a una amplificacién o atenuacion de la salida del con-
trolador en base al error instantaneo. En la medida de la amplitud
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del error, el controlador penaliza a la planta, produciendo un efecto
directo sobre el Mp (sobrepaso de la planta).

s Accién Derivativa.

Corresponde a una amplificacién o atenuacion de la salida del con-
trolador en base a la derivada del error. Trabaja con la pendiente del
error instantaneo, lo que le posibilita proyectar la tendencia del error
y realizar una accién anticipante de correccion, logrando un efecto
directo en la velocidad de respuesta del sistema.

= Accion Integral.

Corresponde a una amplificacién o atenuacion de la salida del con-
trolador, en base a la integral del error. Al trabajar con la integral
del error, permite disminuir o eliminar el error en estado estable, con
la contraparte de que compromete la velocidad, haciéndole lenta la
respuesta del sistema.

En conclusiéon se puede citar algunos criterios para la eleccion de
las etapas de un controlador, considerando que el controlador PID a
més de su estructura de tres términos, puede ser configurado en sus
derivaciones como: controlador Proporcional Integral (PI), controla-
dor Proporcional (P), controlador Proporcional Derivativo (PD).

e Un controlador PI, se puede seleccionar en sistemas en donde se
necesite exactitud en su salida, y que no sea esencial una respuesta
rapida, siendo un ejemplo el control de nivel de liquido en un tanque.

e Un controlador PD, se puede seleccionar en sistemas en donde
se necesite velocidad de respuesta, pero no sea esencial la exactitud
de la salida, siendo un ejemplo el control de un levitador magnético.

e Un controlador PID, se puede seleccionar en sistemas en donde
sea necesario ganar velocidad y precision, pero en valores no ideales.
siendo un ejemplo el control de temperatura en hornos, nivel de liquido
en un tanque, entre otros.

= Un controlador P, no es muy aplicado, pero se puede seleccionar
en sistemas en donde no se tengan muchas exigencias, conside-
rando que este controlador produce muchas oscilaciones para su
estabilizacion.
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La estructura del controlador de la ecuacién 5.1, puede colocarse
de la forma como la ecuacién 5.2.

Kp-s+ Kd-s*>+ Ki
prp =27 S (5.2)

S

Se puede observar que la funcién de transferencia del controlador
PID de la ecuacién 5.2 estd conformada por una estructura de dos
ceros y un polo en el origen, por tanto la accién de sintonizaciéon del
PID consiste la eleccién adecuada de la posicion de los ceros, que
permitan que el sistema logre el comportamiento requerido.

Otra estructura del PID muy comtn de encontrar es la de la ecua-
cién 5.3.

1

PID=K. (1+Ty s+ ) (5.3)
T;-s

La demostracion de la sintonizacién y comportamiento de un con-

trolador PID, se lo realiza en base a un ejemplo, para lo cual se toma

el sistema de la ecuacion 5.4.

1

GS) = 352 +6s+1

(5.4)

Al proponer el controlador PID en cascada de acuerdo al esquema
de la figura 5.3, considerando realimentacién unitaria, obtenemos el
planteamiento de funciéon de transferencia total de la ecuaciéon 5.5.

(Kp+ Kd +Ki)( ! )
p ST NS S T
s "3s“+6s+1 (5.5)

1 Kp+ Kd +Ki 71
+(Kp e ?)(3824-65—1—1

M =
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simplificando se tiene,

M- Kp-s+ Kd-s®>+ Ki
383+ (6+ Kd)s2+ (1+ Kp)s + Ki

(5.6)

El sistema incrementé el orden, por lo tanto, para el disefio de los
pardmetros del controlador, se debe proponer un sistema de igual
orden, con caracteristicas de tiempo y sobrepaso aceptables en funcion
de los requerimientos del sistema. Con el sistema propuesto se debe
igualar los términos correspondientes al denominador de la ecuacion
5.6, para luego poder determinar los términos del controlador. Este
procedimiento puede ser desarrollado con la herramienta sisotool de
MATLAB, mediante la ejecucion del codigo: sisotool(G,H) el cual
despliega la ventana de la herramienta mostrada en la figura 5.4 y la
ventana del LGR mostrada en la figura 5.5, en la primera ventana se
observa una propuesta basica de términos del controlador, que pueden
ser modificados en funcién de los requerimientos de disenio por medio
de el movimiento de los polos del controlador en el LGR.

File Edit Help

SHd|9 o

i,”‘,"”!‘?ﬂm ) Architecture | Compensator Editor | Graphical Tuning | Analysis Plots | Automated Tuning

2144 ] 5130 Design Task
% () Design History Design method: |PID Tuning 7

Compensater
(1+0.725+ (0.375)"2)
s (1 +0.018s)

C wi=27.051x

Specifications
Tuning method: | Classical design formulas v
Design options

Controller Type: () P ()] O PD (@) PID with derivative fifter

Formula: Ziegler-Nichols step response v

Update Compensato

Show Architecture Store Design Help

Figura 5.4: Herramienta de disefio de controladores de MATLAB.
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File Edit View Design Analysis Teols Window Help
HEEE

Root Locus Editor for Open Loop 1(0L1 Open-Loop Bode Editor for Open Loop 1(0L1}

“ oMt
Freq Inf
Stable loop

G

100
80

P 30.7 deg
| Freq: 227 radis.

107 107

L L L L -180
40 30 20 10 0 gt 10

Real Axis

Figura 5.5: LGR del sistema con compensador PID.

Luego de realizar la sintonizacién, mejorando la ubicaciéon de polos
en el LGR para el el ejemplo, se obtienen la funcién de transferencia
del controlador PID, mostrados en la ecuacién 5.7.

1+0,35)(1+0,35
C = 110,931 all ) (5.7)

S

desarrollando los términos tenemos:

C =110,931s" + 77,651 + 13,5346 (5.8)

finalmente se determina las constantes del controlador

Kd = 13,5346
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Kp = 177,651
Ki = 110,93

Para la simulacion se utiliza simulink de MATLAB. Se ha procedi-
do a esquematizar los bloques del sistema de control, como se muestra
la figura 5.6. La simulacién consistira en cambiar la referencia con la
ayuda de tres bloques escalones que trabajan en tiempos diferentes,
ademé&s de una simulaciéon de una perturbacion en la salida del siste-
ma por medio de otro bloque de escalén, que ingresa en un tiempo
determinado.

Figura 5.6: Sistema de control PID en simulink.

La gréafica de resultados de la simulacién se observa en la figura
5.7, en esta se puede notar los cambios de referencia los tiempos de; 0,
8 y 16 segundos, mientras que la perturbacién ingresa en el segundo 12
y desaparece en el segundo 24, pudiendo notarse que el sistema cuya
salida (color verde) puede seguir la referencia (linea interpuntada), y
que se recupera ante una perturbaciéon. También se ha realizado la
grafica del sistema sin la implementacion de control (color rojo), en
la que se observa que no sigue la referencia ademas de que se altera
en presencia de la perturbacion sin recuperar su referencia.
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y(t) @ '

—— Sefial Controlada
——- Referencias
—— Sefial sin control

ol —————

0 5 10 5 20 (s)

Figura 5.7: Respuesta del sistema con PID, cambios de referencia y
perturbaciones.

5.3. Diseno e implementaciéon de controlador
por realimentacién de estados con obser-
vador.

El controlador por realimentaciéon de estados con observadores,
forma parte de las técnicas de control moderno, el cual analiza los
sistemas en el dominio del tiempo, usando una representaciéon en va-
riables de estado. Se formulan los controladores por medio de la re-
alimentacion de las senales de estado del sistema por medio de una
ganancia, que permita llevar el sistema hacia una respuesta lo méas
cercana a un comportamiento escogido para el diseno. Para este tipo
de control por realimentacién de estados, es imprescindible el cono-
cimiento pleno de los estados del sistema, mismos que muchas veces
no estan disponibles para su medicién, torndndose necesario el uso de
observadores de estado, cuyo objetivo es: estimar el vector de estados
completo o tnicamente los estados que no estan disponibles para su
medicién. Para su consecucién es necesario contar con un modelo re-
lativamente exacto del sistema en su representaciéon en variables de
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estado.

La representacion de un sistema en variables de estado se lo puede
apreciar en la figura 1.6 y las ecuaciones 1.13 y 1.14, para lo cual la
ley de control propuesta por la técnica de realimentacién de estados
tratada en [1] y [2]es:

u=-K-z (5.9)

donde K representa el vector de ganancias de realimentaciéon de
estados, de esta forma el sistema se convierte en un sistema de lazo
cerrado segin la ecuacion 5.10

% = (A — BK)z (5.10)

En consecuencia K se escoge de tal forma que los valores caracte-
risticos de A — BK sean los polos en lazo cerrado deseados.

La figura 5.8 muestra la estructura de un sistema de control por
realimentacion de estados, conocido como regulador.

Y =

v

- ()—» B —» )—»:—} 2 5

regulacion

Figura 5.8: Control por realimentacion de estados.
Al no existir una etapa de integraciéon incluida en la planta, es

necesario implementar una etapa a base de un integrador con su co-
rrespondiente ganancia, con la finalidad de que el sistema de control
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pueda realizar el seguimiento de la referencia. Esta etapa cominmente
es ubicada en la entrada del sistema en una estructura que permita
realimentar la salida del sistema, compararla con la referencia, y mi-
nimizar su diferencia. La figura 5.9, muestra un sistema de control
regulador seguidor.

‘¥ P pe

=<

v

X
R_-‘—’O—Plv—}E_JﬂO—bBHQ‘I’; - c

seguimiento

F 3

regulacion

K
|

F

Figura 5.9: Control en espacio de estados de seguimiento y regulacion.

El sistema de control toma otra estructura al implementar la etapa
de seguimiento, pues ha incrementado su orden a causa del integrador,
por lo tanto de acuerdo a [1], su planteamiento corresponde a:

El disefio del controlador para este planteamiento, segtn [1], con-
siste en formar las matrices aumentadas Ap y Bp segiin las ecuaciones
5.12 y 5.13, y luego determinar el vector de ganancias K, en base al
planteamiento de un polinomio propuesto de orden correspondiente
a la dimension de la matriz Ap. El vector K, esta conformado por
el vector de ganancias de realimentacion de estados K ademaés de la
ganancia Ki de la etapa de seguimiento, tal como se muestra en la
ecuacion |,

Ap:|: A 0} (5.12)
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Bp = [ ]g’ } (5.13)
K=K —-Ks | (5.14)

Debido a que esta técnica de control demanda conocimiento pleno
de todos los estados del sistema para su posterior realimentacion,
resulta evidente la necesidad de implementar un observador de estados
para realimentarlos mediante la técnica de ubicacién de polos, cuyo
proceso matematico a partir de la senal de control y la medicién de
la salida del modelo de la planta conocido, estima los valores de los
estados del sistema.

De acuerdo a [1], mateméticamente un observador de estados es
representado con la ecuacion 5.15:

X=A -X+B-u+Ky—C-7 (5.15)

En donde ¥ representa los estados estimados a partir de las me-
diciones de la salida y, K. corresponde al vector de ganancias del
observador, con similar criterio de disenio que para el vector ganan-
cias de realimentacion K.

En la figura 5.10 se muestra el esquema general de un controla-
dor por realimentacién de estados seguidor regulador que utiliza un
observador para estimar los mismos, que luego pasan a través del blo-
que de ganancia de realimentacién K, permitiendo obtener la senal
de control u.
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Figura 5.10: Control por realimentaciéon de estados con observador.

Resulta sencillo notar la relacion directa que la ecuacion 5.15 guar-
da con la seccién inferior de la figura 5.10 que representa el observador.

Para la implementacién de un controlador por realimentacién de
estados con observador, es necesario que el sistema sea controlable y
observable. Por tanto se define:

Controlabilidad.-Poder dirigir las variables de estado de un va-
lor inicial a un valor deseado por medio de la variable de control.
El sistema es controlable si el rango de la matriz de controlabilidad

es completo, por tanto se puede utilizar los siguientes comandos de
MATLAB.

MatrizControlabilidad = ctrb(A, B) (5.16)
rango = rank(M atrizControlabilidad) (5.17)

Observabilidad.- Poder determinar el valor de los estados del
sistema conociendo tnicamente el valor del estado de salida y la en-
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trada de del sistema. El sistema es observable si el rango de la matriz
de observabilidad es completo, por tanto se puede utilizar los siguien-
tes comandos de MATLAB.

M atrizObservabilidad = obsv(A, C) (5.18)
rango = rank(M atrizObservabilidad) (5.19)

Para determinar el valor del vector de control K, se puede utilizar
la herramienta de acker() de MATLAB, de la siguiente forma:

K = acker(A, B, (RaicesPropuestasControl) (5.20)

y para determinar K, se puede usar:

K= acker(Ap, Bp, (Raices Propuestas) (5.21)

siendo

K=K -K, ] (5.22)

Es recomendable indagar sobre la formula Ackermann en [12], un
procedimiento muy utilizado que permite determinar de manera di-
recta el vector de ganancias K.

Las raices propuestas para el controlador son tales que generen una
respuesta aceptable para el disefiador. Es aconsejable referirse a las
propuestas de polos normalizados de ITAE de la tabla 5.1 planteadas
por Graham y Lathrop (1953) para plantas de distinto orden. Se debe
considerar que la respuesta de estos polinomios generan sobrepaso en
la respuesta del sistema, y en caso de que los requerimientos de diseno
no permitan sobrepaso, podemos emplear los polinomios de Bessel de
la tabla 5.2. Ambas propuestas de polinomios consideran la frecuencia
de corte del sistema w,.
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’ Orden ‘ Polinomios ITAE
1 <S n 1>
Wo

S .
2 ( 0,7 40,7

Wo

S S .
3 (w + 0,708) < 10,52+ 1,06])
4 (S 40,424 + 1,26j> <S 40,626 + 0,414j>
We Wo

Tabla 5.1: Polinomios de ITAE.

’ Orden ‘ Polinomios Bessel
1 (S n 1>
Wo
2 <5 40,86+ 0,5j>
Wo
s s )
3 < + 0,94) < + 0,745 + 0,711]>
wO 2]
4 (3 40,657 + 0,83j> (S 40,904 + 0,271j>
Wo Wo

Tabla 5.2: Polinomios de Bessel.

Para determinar el valor del vector de control K., de manera si-
milar se puede utilizar la herramienta de acker de MATLAB, de la
siguiente forma:

Ke = acker(A, C', (Raices PropuestasObservador) (5.23)

Las raices propuestas para el observador son iguales o mas rapidas
que las raices propuestas para el controlador, esto con el objetivo
de que el sistema pueda estimar los estados en una forma répida, y
asi posibilitar que la accién de control disponga oportunamente de
aquellos para el calculo de la senal de control.
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Como ejemplo de diseno de un controlador por realimentaciéon
de estados, se tomara el sistema cuya funcion de transferencia esta
representada por la ecuaciéon 5.24

1,5
0,253 +5s2 +4s+1

G(s) = (5.24)

Se pasa la funcion de transferencia a variables de estado. Para esto
MATLAB brinda un comando (#f2ss) el cual devuelve las matrices
correspondientes a la ecuacion de estados.

num = [1,5];

den =10,2,5,4,1];

[A, B,C, D] = tf2ss [num, den];

Las matrices de variables de estado correspondientes a la funcién
de transferencia son:

[ —25 —20 -5
A= 1 o 0
0
M1
B=|0
0
C= [0 0 7,5 ]
D=0

Se puede determinar la controlabilidad y la observabilidad de la
siguiente forma:

MatrizControlabilidad = ctrb(A, B)
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1 —-25 605
MatrizControlabilidad = | 0 1 —25
0 O 1

rango = rank(MatrizControlabilidad) = 3 el sistema es comple-
tamente controlable
MatrizObservabilidad = obsv(A, C)

0 0 75
MatrizObservabilidad = 0 75 0
75 0 0

rango = rank(MatrizObservabilidad) = 3 el sistema es comple-
tamente observable
Se procede a encontrar las matrices aumentadas obteniendo:

—95 20 -5 0
1 0 0 0
=10 1 0 o
0 0 —30 0
1
0
Bp—0
0

Con el comando acker() de MATLAB se halla la ganancia K del
controlador, asumiendo una propuesta de polos de ITAE para una
frecuencia w, = 1rad/seg , se plantea Jp = [—0,424+1,2635, —0,424—
1,263j, —0,626 + 0,4145, —0,626 — 0,4145]. Al aplicar el comandoK =
acker(Ap, Bp, Jp), resulta:

Ky = [-22,9,-16,6,—2,3,—0,0333], que desglosando las ganan-
cias se tiene:

K =[-22,9,-16,6,—2,3] y Ks = [0,0333].
Se halla la ganancia K. para el observador, asumiendo una pro-

puesta de polos un tanto més rapidos que para el controlador, y con-
siderando dos veces mas rapidos que las raices de la planta original,
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siendo:

Je = [-50,—-0,8 + 0,195, —0,8 — 0,19]
K. = acker(A,C', J,)

que resulta

K. = [4,0288, 3,3546, 0,8867]

La figura 5.11 representa el codigo en MATLAB para el diseno del

controlador en espacio de estados.

L I

alll,
11
1z
13
14
15
16
17
18
15
20
21
22
23
24
25
26
27
28

e

%Defi
num=[6]

den=[0.2,5,4,1]

$Modelo en espacio de estados
[ B C D]=tf2ss(num,den)
%¥Polos del sistema

ién de la planta

eig (&)

%determinamo=s la frecuencia de corte

bode (A,B,C, D) %3e observa Wo cercano a 1
%Prueba de controlabilidad

P=ctrb (A,B)

rank (P}

$Prucba de Observabilidad

C=obsv (&,C)

rank {0}

fMatrices aumentadas para control integral (seguidor)
Ap=[A zeros(3,1):;-C 0]

Bp=[B:0]

%Raices propuestas segun ITAE considerando Wo=1
Jp=[-0.424+1.2633,-0.424-1.2633,-0.626+0.414j,-0.626-0.4147]
2Céalculo de las ganancias del regulador y seguidor

KI=acker (Ap,Bp, Jp)

%Propuesta de polos para segumimiento (dos veces mas
frapidas gque las raices del sistema original)
&Je=[-50,-0.8,-0.8]

Je=[-50,-0.8+0.193,-0.8-0.183]

$Calculo de las ganancias del observador

Ke=acker (&,C',Je)

Figura 5.11: Programa para el disefio en espacio de estados.

A continuacion en la figura 5.12 se presenta el esquema de blo-

ques en simulink para la simulacién y en la figura 5.13 se muestra los
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resultados de la simulacion del sistema. En este se puede observar el
seguimiento de la salida (violeta) con diferentes referencias (amarillo)
y como el sistema recupera su referencia en presencia de una pertur-
bacion que ingresan en ¢ = 20s (perturbacion aditiva) y desaparece
en t = 60s, lo que no sucede con la sefial de salida del sistema que no
posee controlador (cyan).

FERTURBACION

SEGUIDCR

SALIDAS

ESTADOS

referencia 1
OBSERVADOR DE ESTADOS

referencis 2

PLANTA SIN CONTROLADGR

Figura 5.12: Diagrama de bloques del controlador en espacio de esta-
dos.
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Time offset: 0

Figura 5.13: Resultados de la simulaciéon del control en espacio de
estados.

En la figura 5.14 se aprecia la respuesta de los estados originales
y estimados del sistema. Para esta simulacién se ha incorporado una
sefial de perturbaciéon en uno de los estados del sistema, a los 20 se-
gundos, esto provoca que los estados originales y los observados, se
separan y en un tiempo determinado por el observador, estos con-
vergen nuevamente. Los estados originales arrancan con condiciones
iniciales diferentes de cero.
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Figura 5.14: Estados reales y observados del sistema.

5.4. Sistemas de control en tiempo discreto.

En este apartado se realiza un enfoque sobre el procedimiento
matematico para obtener la ecuaciéon en diferencias de la senal de
control, adicionalmente se plantea un ejemplo de implementaciéon de
un controlador PID discreto usando el software LabView.

5.4.1. Ecuaciones en Diferencias (muestras)

Una ecuacién en diferencias es una expresion que relaciona distin-
tas sucesiones de una o varias variables, que se encuentran generadas
en periodos establecidos, y que representan las muestras de una senal
continua. Como ejemplo se plantea la ecuacién 5.25, en la que se puede
notar que, para obtener el valor de la variable y(k) en un cierto valor
de k, se mantiene una dependencia de; los valores anteriores y(k — 1)
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y de los valores que posee la sefial u en ese instante. A este tipo de
modelos se las conoce como; modelo lineal discreto Auto Regresivo
con variable Exogena (ARX).

y(k) —0,2y(k — 1) = 3v(k) (5.25)

La solucién inmediata de la ecuacién 5.25 corresponde a

y(k) =02y(k — 1)+ 3v(k) Modelo ARX

En sistemas de tiempo discreto el factor y(k — 1) corresponde a
tener y en sistemas de tiempo continuo, por lo que se vuelve sencillo
determinar el valor de la derivada, pues se trata de una muestra de
la senal en un periodo anterior de muestreo.

5.4.2. Etapas para la discretizacién y tratamiento de
una senal.

En sistemas de control, la senal que se obtiene de un sensor es
procesada mediante un controlador, cuyo resultado corresponde a la
senal de control que gobernaré la planta. Cuando se trabaja con con-
troladores discretos es necesario implementar las siguientes etapas:

1. Muestreo de la senal sensada.

2. Procesamiento mediante una técnica de control discre-
to.

3. Retencion de la senal.

La figura 5.15, muestra las etapas para el manejo de una senial conti-
nua mediante procesos digitales.
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=AY // \ -

Figura 5.15: Etapas para el manejo de senales continuas mediante
procesos digitales.

= La primera etapa. Consiste en la discretizacion de la senal

continua x(t), para lo cual se realizard mediante la ecuacion
5.26.

2(kT) = ix(t}é(t — kT) (5.26)
k=0

en donde k corresponde al niimero de muestra realizada, T corres-
ponde al periodo de muestreo y 6(t — kT') corresponde a la senal de
pulso que se utiliza para capturar la kg;me muestra.

= La segunda etapa; Consiste en realizar el tratamiento de la
senal discretizada x(kT'), mediante alguna técnica de control,
por lo que es conveniente usar la transformada Z para su ana-
lisis, y luego de esto se realizara su transformada inversa para
devolverlo al tiempo discreto, como se menciona en [13] .

La transformada Z de una funcion discreta x(kT'), corresponde a la
ecuacion 5.27.

X(z) = ix(k:r)z*k (5.27)
k=0

la correspondencia entre el plano z y el plano de la variable com-
pleja s de acuerdo a la matematica desarrollada para la transformada
Z y la transformada de Laplace, corresponde a la ecuaciéon 5.28, la
misma que se denomina operador en adelanto.

z=eT (5.28)
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5. Diseno y ajuste de controladores.

al despejar la variable compleja s, se tiene la ecuacién 5.29, esta
relacion puede ser usada para convertir el planteamiento de un modelo
en transformada de Laplace a uno en transformada Z.

(5.29)

Para realizar el mapeo de la zona estable del plano de la variable
compleja s al plano de la variable compleja z, se realiza el siguiente
analisis:

Considerando la ecuacién 5.28 se plantea la variable compleja s
con su componente real ¢ y su componente imaginaria w, por tanto

z = el (5.30)
y = eJTeij
z=¢T (cos (wT') + jsin (wT)) (5.31)

donde cos (wT') + jsin (wT') representan una caracteristica osci-
latoria del sistema, por lo tanto, el término e°’ es el que define la
estabilidad del sistema.

Los limites de estabilidad en el plano de la variable compleja s
corresponde todos los valores en que o < 0, lo que demanda que
|z] < eV < 1. La figura 5.16 muestra la grafica del mapeo s a z.

Plano "s” Plano "Z"

Im Im

1
Inestable
Estable Inestable
< > Estable
A

Figura 5.16: Correspondencia entre el plano s y z.

200



5. Diseno y ajuste de controladores.

por lo tanto, cualquier valor de z que esté fuera del rango |z| < 1
provocara que el sistema sea inestable.

Debido a que la correspondencia entre la variable compleja s y la
variable compleja z dependen de una funcion logaritmo planteada en
la ecuacion 5.29 y considerando que dicha funcién resulta compleja
su implementacién en hardware digital, se utilizan distintos métodos
de aproximacion, de acuerdo con [12], uno de ellos es el llamado Inte-
gracion por Diferencias hacia atrés, el cual se plantea en la ecuacién
5.32. El mapeo correspondiente es el que se observa en la figura 5.17,
en el que se puede observar que es valido al estar concentrado dentro
del circulo unitario o regién estable en sistemas discretos.

1—271
s = —7 (5.32)
Plano "Z"
4
‘ LT
- SLLLLELE e

LI,
S
0000‘0.0.0.
S
S
S
A
SL0
oot
N

Figura 5.17: Mapeo Integracion por diferencias hacia atrés.

= La tercera etapa; Consiste en regenerar la sefial discreta en-
viada por el controlador, en una senal continua para poder en-
viarlo como senal de comando del proceso, en este sentido se
emplea diferentes formas de retenedores, los cuales estan carac-
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terizados por la funcién empleada para unir los puntos de las
muestras discretas. Es asi que cuando se emplea una funcion
constante de orden cero, el retenedor se denomina Retenedor de
Orden Cero que por sus siglas en ingles se conoce como ZOH,
cuando se emplea una recta, el retenedor se denomina Retene-
dor de Orden Uno y de esta forma segtin la funciéon se clasifica
el retenedor.

Es importante destacar que, en funcién de la técnica de retencion, la
funcién matemética del proceso se modifica, incorporando el bloque
de funcién de transferencia correspondiente al retenedor. Por ejemplo
cuando se emplea un retenedor de orden cero, el bloque de funcién de
transferencia que se incorpora corresponde a la ecuacion .

1— —1
ZJOH = —~

5.33
- (533)
5.5. Implementacion del controlador PID digi-
tal.
Se procede a obtener la ecuaciéon en diferencias para el controlador

PID de la ecuacién 5.1, por medio del mapeo en diferencias hacia atras
formulada en la ecuaciéon 5.32.

U(z) K; 1—z71
E@)_K;+L?1+Kg< 7 ) (5.34)

T-U(z)(1-271) =
E(Z) (T . Kp =+ Kd + T2K2) — E(Z) (T . Kp + 2Kd) z’l + E(Z)KD272
Aplicando la anti-transformada z, se tiene
Tu(k) —Tu(k —1) =
TKpe(k) + Kpe(k) + T?*K;e(k) — TKpe(k — 1) — 2Kpe(k — 1) + Kpe(k — 2)
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5. Diseno y ajuste de controladores.

Despejando la senal de control se obtiene la ecuaciéon 5.35 en la
que se puede notar que se trata de un modelo ARX que depende de
la variable error e.

u(k) =

u(k — 1) + Kple(k) — e(k — 1)] + 52 [e(k) — 2e(k — 1) + e(k — 2)] + T Kze(k)

(5.35)

Para la implementaciéon del controlador PID discreto, se analizara

el caso préctico de una planta de control Motor Generador de LabVolt,

en la que se pretende controlar la velocidad de eje del motor de CD,

cuya respuesta experimental es la que se muestra en la figura 5.18. La

grafica de color amarillo corresponde a la senial de voltaje aplicado al

motor, mientras que la gréafica de color cyan corresponde a la velocidad
sensada por el tacometro que incorpora la planta.

TR w0, 0005 Stor® M Measure
4 Wimax
1 16.20
.y
Vavg
1: 13.80
2 8.5
e 15 . Frecuencia
- ; 3
CicloTrahoj
2 2
T. Subida
I 2,995
Z 120.0ms
@ 50ws  Rou AC

Figura 5.18: Respuesta al escalén de la planta.

Al tratarse de un sistema de primer orden, se procede a identificar
sus parametros en base a la ecuacion 3.40:

AR =162V
AY = 11,6V
0 = Oseg.
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5. Diseno y ajuste de controladores.

Se proceden a calcular los valores necesarios para poder definir la
funciéon de transferencia de la planta

AY

F=AR "~

0,71

El factor 7 asumido est = 0,06seg, por lo tanto la funcién de
transferencia es:

0,71

Gls) = 0,065 + 1

(5.36)

Mediante la herramienta sisotool, se consigue un compensador pa-
ra nuestra funcién de transferencia.

1-+0,018s
s

C(s) = 36,468 (5.37)

De la ecuacion 5.37 del controlador , se obtienen las constantes
para el controlador PID

kp + % 4 kgs = 36,468 1100185

kp + ki ks = 20458 4 0 6564

k, = 0,6564
k; = 36,468
kg =0

Este sistema de primer orden requiere tnicamente de un contro-
lador PI, al resultar la constante k; = 0.

Usando el software LabView se implementa el controlador PID de
la ecuacion 5.35 y que se puede observar en la figura 5.19.
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B> ONTROLADOR PID PARA UN MOTOR DC
Referencia 2
Kp %
Kd
=2 0 5
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0
lelk-1) [> |e(k]
2] |
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DAQ Assistant2]ee
rr =
@
§ Salida controlads | [
L e >3 H = B
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0 T SEfIAL DE CONTROL
s @
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Figura 5.19: Implementaciéon de un controlador PID en LabView.

Para un mejor manejo del sistema por parte del usuario, que invo-
lucra una adecuada visualizacién de las diferentes sefiales entregadas
por el sistema, es recomendable desarrollar una interfaz grafica pa-
recida a la mostrada en la figura 5.20. En esta figura se observa los
cambios de referencia (color rojo), la senal controlada o senal de sali-
da (blanco) y la sefial de control (color verde), se puede notar que el
sistema sigue adecuadamente la referencia, la respuesta a las pertur-
baciones es posible experimentar sujetando el eje del motor de manera
considerable.

CONTROLADOR PID PARA U MOTOR DC

SEFiAL SENSOR
SEFIAL REFERENCIA

Ampltude

5307 AM
s
Time

o vonage (RN |

o2 '
TARO0303 AM 705303 AM |
L1005 51018

Figura 5.20: Interfaz del PID en LabView.
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5. Diseno y ajuste de controladores.

5.6. Algunas consideraciones para la implemen-
tacién de sistema de control discreto.

El tiempo de muestreo debe ser seleccionado alrededor de la déci-
ma parte del Tao del sistema.

Es importante fijarse en la sefial de control, pues su maxima ampli-
tud esta restringido por las caracteristicas de la tarjeta de adquisicién
de datos.

Si la senal de control se satura, debido a un determinado cambio de
referencia o perturbacion, es probable que el sistema no se recupere,
0 a lo mejor necesita mucho tiempo para retomar su referencia.

La implementacién del PID en LabView de la figura 5.19 puede
ser simplificado usando un script de MATLAB como muestra la figura
en la cual se ha implementado el controlador PID cuya estructura es
la de la ecuacién 5.3 la correspondiente ecuacion en diferencias para
la senal de control es la que se expone en la ecuaciéon 5.38.

u(k) = u(k—l)—l—Kc[e(k)—e(k—l)—l—ie(k)-i—%

T (e(k)—2e(k—1)4e(k—2))]

(5.38)
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Figura 5.21: Interfaz del PID en LabView.

La implementacién en LabView del controlador en espacio de es-
tados, podria ser el que se muestra en la figura 5.22, en donde se
nota claramente el uso de un script de MATLAB. Este implementa el
planteamiento del controlador que posee caracteristicas de seguimien-
to, regulacién y estimacién de estados .
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: 3 .
] F 0 3 )
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Figura 5.22: Implementacién de un controlador en espacio de estados
en LabView.

El presente capitulo concluye con una idea bésica que permitiré al
lector implementar un controlador PID y un controlador en espacio de
estados. Estas propuestas de implementacién han sido desarrolladas
en los laboratorios de la Universidad Politécnica Salesiana, la misma
que dispone de las licencias correspondientes de MATLAB y LabView.

Para la profundizaciéon de los temas abordados en este capitulo,
se recomienda al lector consultar la bibliografia correspondiente al
capitulo.

5.7. Preguntas y ejercicios de repaso.

1. Esquematice la estructura béasica de un sistema de control en
lazo cerrado con una configuracion en cascada del controlador.

2. Esquematice la configuracion interna del controlador PID y
proponga su esquema de implementacion a base de amplificadores
operacionales.

3. Explique el procedimiento para la sintonizacién de un contro-
lador PID, por medio de la herramienta sisotool de MATLAB.
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5. Diseno y ajuste de controladores.

4. Escriba la ecuacién en diferencias para el controlador PID
5. Explique en qué consiste la prueba de un controlador ante cam-
bios de referencia y perturbaciones.

209



(1]

2]

13

4]

[5]
[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

Bibliografia

Ogata K. (2003). Ingenieria de control moderna. Pearson Educa-
cion, (4a ed.).

Kuo B. (2003). Sistemas de control automatico. Prentice Hall,
(Taed.).

Sira, H., Marquez R., Rivas F., Llanes O. (2005). Control de

sistemas no lineales. Pearson Prentice Hall.

Dorf R. y Bishop R. (2005). Sistemas de control moderno. Pear-
son Prentice Hall, (10a ed.).

Hibbeler R. Dinamica. Prentice Hall, (7a ed.).

D. Hayt Kemmerly, Analisis De Circuitos En Ingenieria, McGraw
Hill, Octava Edicién, 2012

http://ingcontclasico-ita-eoyo.blogspot.com /2013 /11 /unidad-2-
modelado-de-sistemas-dinamicos.html

Sira, H., Marquez R., Rivas F., Llanes O. (2005). Control de
sistemas no lineales. Pearson Prentice Hall.

Franklin G., Da Powell J., Emani-Naeini A. (2014). Feedback
Control of Dynamic Systems. Pearson Educacion, (7a ed.).

Gil Nobajas J., Rubio Diaz-Cordovés A., (2004). Ingenieria de
Control. Control de Sistemas Continuos, Unicopia, C.B, (2a ed.).

D’Azzo J., Houpis C., Sheldon S., (2003). Linear Control System
Analysis and Design with Matlab, CRC Taylor&Francis, (5a ed.)

210



BIBLIOGRAFIA

[12]

[13]

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

Ackermann J. Sampled-Data Control Systems, Springer Verlag,
Berlin, Alemania, 1985.

Ogata K. (1996). Sistemas de Control en Tiempo Discreto, Pear-
son Educacion, (2a ed.).

Dorf R. y Bishop R. (2005). Sistemas de control moderno. Pear-
son Prentice Hall, (10a ed.).

Isermann, R. (2006). Fault-Diagnosis Systems, Springer-Verlag.
Minchala I., Valdez, A. (2010, diciembre). Identificacién de Pro-

cesos Usando Minimos Cuadrados por Lotes.

Wang, L. (2009). Model Predictive Control System Design and
Implementation Using MATLAB(®), Springer Verlag.

Chang, K.y Yu, D. (2005, febrero). Fault Tolerant Control of
Multivariable Processes Using Auto-Tuning PID Controller

211



Area de Ciencia y Tecnologia

Carrera de Ingenieria Eléctrica

Introduccion al Andlisis e Implementacion de Sistemas de Control
Automadtico es un libro de texto para estudiantes universitarios y
profesionales interesados en el estudio de los conceptos basicos
de la teoria de control en el dominio del tiempo y de la frecuen-
cia con aplicaciones en el disefio clasico y moderno de los siste-
mas de control automatico.

En esta primera ediciéon, en sus dos primeros capitulos tratan
sobre los fundamentos de los sistemas de control y el modela-
miento de los sistemas eléctricos, mecanicos y electromecanicos.
Los capitulos tres y cuatro cubren el estudio de los conceptos
relacionados con definiciones de parametros y analisis de
respuesta de los sistemas de control en el dominio de tiempo y
frecuencia. Finalmente, en el capitulo cinco, el lector tendra la
posibilidad de estudiar y aplicar las técnicas de disefio de los
controladores mediante el uso del MATLAB o Simulink de tal
manera que podra desarrollar su habilidad en la implementacién,
simulacién y analisis de resultados.

) ) 2 22 edad e ) )
Marco Carpio Aleman. Ingeniero en Electrénica y
Magister en Control y Automatizacion Industriales
por parte de la Universidad Politécnica Salesiana del
Ecuador. Actualmente estudia el doctorado en Auto-
matica y Roboética en la Universidad Politécnica de
Madrid, en Espaiia.

Walter Orozco Tupacyupanqui. Ingeniero Eléctrico
por la Universidad de Cuenca, Master en Ciencias en
Ingenieria Eléctrica y de Sistemas por el New York
Institute of Technology en Estados Unidos. Doctor en
Comunicaciones y Electrénica por el Instituto Politéc-
nico Nacional de México.

ISBN 9784-9978-10-273-2

- °
ABYA | oliécnica SALESANGS
97'789978"102732

YALA [sALESIANA DON BOSCO




	Página en blanco



