
 

UNIVERSIDAD POLITÉCNICA 

SALESIANA  

UNIDAD DE POSGRADOS 

 

MAESTRÍA EN MÉTODOS MATEMÁTICOS Y 

SIMULACIÓN NUMÉRICA EN INGENIERÍA 

Proyecto de investigación y desarrollo 

previo a la obtención del Grado de 

Magister en Métodos Matemáticos y  

Simulación Numérica en Ingeniería 

 MODELADO, DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE UN 

SISTEMA DE ELEVACIÓN MECATRÓNICO DE UN 

GRADO DE LIBERTAD CON CONTROL ÓPTIMO POR 

ESPACIOS DE ESTADO 

Autores: 

Ing. Carlos Jonathan Aguilera Sarria 

Ing. Jorge Bladimir Fariño Cedeño 

Dirigido por: 

PhD. Wilton Edixon Agila Gálvez 



 

 

  



 

 

 

 

 

MODELADO, DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE 

UN SISTEMA DE ELEVACIÓN MECATRÓNICO DE 

UN GRADO DE LIBERTAD CON CONTROL 

ÓPTIMO POR ESPACIOS DE ESTADO 

  



 

 

 
 

 

 

  



MODELADO, DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE 

UN SISTEMA DE ELEVACIÓN MECATRÓNICO DE 

UN GRADO DE LIBERTAD CON CONTROL 

ÓPTIMO POR ESPACIOS DE ESTADO 

CARLOS JONATHAN AGUILERA SARRIA 

Ingeniero en Electricidad 

Máster en Automatización y Control Industrial 

Unidad de Posgrados 

Maestría de Métodos Matemáticos y Simulación Numérica en Ingeniería 

Universidad Politécnica Salesiana 

JORGE BLADIMIR FARIÑO CEDEÑO 

Ingeniero en Electricidad 

Máster en Automatización y Control Industrial 

Unidad de Posgrados 

Maestría de Métodos Matemáticos y Simulación Numérica en Ingeniería 

Universidad Politécnica Salesiana 

Dirigido por: 

Ing. WILTON EDIXON AGILA GÁLVEZ, PhD. 

Ingeniero en Electricidad 

Doctor en Ingeniería Eléctrica, Electrónica, y Automática 

Docente de la Universidad Politécnica Salesiana 

 

 

 
 

 

 

 



Cuenca – Ecuador 

  Datos de catalogación bibliográfica  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Breve reseña de los autores e información de contacto: 

 

CARLOS JONATHAN AGUILERA SARRIA 

Ingeniero en Electricidad con especialización en 

Electrónica y Automatización Industrial. 

Magister en Automatización y Control Industrial. 

caguilera@ups.edu.ec 

 

 

JORGE BLADIMIR FARIÑO CEDEÑO 

Ingeniero en Electricidad con especialización en 

Electrónica y Automatización Industrial. 

Magister en Automatización y Control Industrial. 

jfarino@ups.edu.ec 

Dirigido por: 

 

WILTON EDIXON AGILA GÁLVEZ 

Ingeniero en Electricidad con especialización Electrónica. 

Máster en Tecnologías de la Información en Fabricación. 

Doctor en Ingeniería Eléctrica, Electrónica y Automática. 

wagila@ups.edu.ec 

 

 
Todos los derechos reservados. 

Queda prohibida, salvo excepción prevista en la Ley, cualquier forma de reproducción, distribución, comunicación 

pública y transformación de esta obra para fines comerciales, sin contar con autorización de los titulares de propiedad 
intelectual. La infracción de los derechos mencionados puede ser constitutiva de delito contra la propiedad intelectual. 

Se permite la libre difusión de este texto con fines académicos investigativos por cualquier medio, con la debida 

notificación a los autores. 
DERECHOS RESERVADOS 

©2018 Universidad Politécnica Salesiana. 

CUENCA – ECUADOR – SUDAMERICA 
AGUILERA SARRIA CARLOS JONATHAN Y FARIÑO CEDEÑO JORGE BLADIMIR 

MODELADO, DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE UN SISTEMA DE ELEVACIÓN MECATRÓNICO DE UN 

GRADO DE LIBERTAD CON CONTROL ÓPTIMO POR ESPACIOS DE ESTADO. 
IMPRESO EN ECUADOR – PRINTED IN ECUADOR. 

AGUILERA SARRIA CARLOS y FARIÑO CEDEÑO JORGE 

MODELADO, DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DE UN SISTEMA DE ELEVACIÓN 

MECATRÓNICO DE UN GRADO DE LIBERTAD CON CONTROL ÓPTIMO POR 

ESPACIOS DE ESTADO. 

 

Universidad Politécnica Salesiana, Cuenca - Ecuador, 2018  

MÁSTER EN MÉTODOS MATEMÁTICOS Y SIMULACIÓN NUMÉRICA EN 

INGENIERÍA  

Formato 170x240    Páginas: 188  

 

 

 

 

 



I 

 

ÍNDICE GENERAL 

 
1.- EL PROBLEMA .......................................................................................................1 

1.1 Planteamiento del problema .................................................................................1 

1.2 Antecedentes .........................................................................................................1 

1.3 Objetivos General y Específicos ...........................................................................2 

1.3.1 Objetivo General............................................................................................2 

1.3.2 Objetivos Específicos ....................................................................................2 

1.4 Delimitación del problema ...................................................................................3 

1.4.1 Delimitación física .........................................................................................3 

1.4.2 Delimitación Espacial ....................................................................................4 

1.4.3 Delimitación Temporal ..................................................................................4 

1.5 Estado del arte ......................................................................................................4 

1.5.1 El péndulo ......................................................................................................5 

1.6 Control por Espacio de Estados ..........................................................................12 

1.7 Control Óptimo ...................................................................................................19 

2.- COMPONENTES DE LA PLANTA Y DEL SISTEMA DE CONTROL. ............23 

2.1 Descripción y funcionamiento de la planta ........................................................23 

2.2 Elementos mecánicos .........................................................................................25 

2.3 Dispositivos eléctricos y electrónicos. ................................................................27 

2.4. Elementos de Software ......................................................................................38 

3.- MODELADO MATEMÁTICO DE LA PLANTA.................................................45 

3.1 Introducción ........................................................................................................45 

3.2 Ecuaciones del movimiento por medio de Newton ............................................46 

3.3 Ecuaciones del movimiento por medio de Euler – LaGrange ............................57 

3.4 Función de transferencia por medio del modelado matemático. ........................65 

3.5 Identificación de sistemas. ..................................................................................71 

3.5.1 Identificación del Sistema en equilibrio. .....................................................73 

3.6 Función de transferencia por medio de Identificación de sistemas. ...................73 



II 

 

4.- DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DEL CONTROLADOR DEL SISTEMA Y SU 

CONTROL ÓPTIMO ...................................................................................................79 

4.1 Introducción ........................................................................................................79 

4.2 Sistema de control por variable de estado ..........................................................79 

4.3 Arquitectura del Controlador por espacio de estado ...........................................81 

4.4 Control Óptimo LQR ..........................................................................................87 

5.- PRUEBAS DEL SISTEMA DE CONTROL EN LA PLANTA Y SU 

OPTIMIZACIÓN. ........................................................................................................93 

5.1 Introducción ........................................................................................................93 

5.2 Prueba experimental de control por reubicación de polos ..................................94 

5.3 Prueba experimental de control con optimización ..............................................98 

6.- Resultados .............................................................................................................103 

6.1 Introducción ......................................................................................................103 

6.2 Resultados de la prueba experimental del controlador por reubicación de polos.

 ................................................................................................................................103 

6.3 Resultados de la prueba experimental de control con optimización .................104 

CONCLUSIONES ......................................................................................................105 

Futuros trabajos ..........................................................................................................109 

GLOSARIO ................................................................................................................111 

APÉNDICES ..............................................................................................................115 

BIBLIOGRAFIA ........................................................................................................185 

 

 

  



III 

 

INDICE DE FIGURAS 

 

Figura 1. 1 Péndulo invertido sobre base móvil (Fuente: Sánchez, 2007) ....................6 

Figura 1. 2 Cinemática del péndulo invertido (Fuente: Sánchez, 2007) .......................6 

Figura 1. 3 Representación del sistema dinámico del péndulo invertido(Fuente: 

Montoya 2013) ...............................................................................................................7 

Figura 1. 4 Aplicación robótica del péndulo(Fuente: Hurbain’s, 2007) ........................8 

Figura 1. 5 Gráfica del péndulo de Furuta (Fuente: Gonzalo, 2016) .............................8 

Figura 1. 6 Gráfica del péndulo de Furuta en 3-D(Fuente: Gonzalo, 2016) ..................9 

Figura 1. 7 Gráfica del péndulo de Furuta (Fuente: Machleidt, 2007) ....................... 10 

Figura 1. 8 Sistema MIMO Rotor Gemelo (TRMS) (Fuente: Feedback, 2006) ......... 11 

Figura 1. 9 Sistema MIMO Rotor Gemelo (TRMS) (Patel A. ,2015) ........................ 11 

Figura 1. 10 Sistema de control de un balancín .......................................................... 12 

Figura 1. 11 Diagrama de Fuerzas del balancín ......................................................... 12 

Figura 1. 12 Representación de Sistema SISO (Fuente: Kuo B. 2007) ...................... 13 

Figura 1. 13 Representación de minimización de tiempo .......................................... 21 

Figura 1. 14 Función de desempeño ........................................................................... 21 

Figura 2. 1 Planta Real ................................................................................................24 

Figura 2. 2 Diagrama de bloques del sistema y señales ..............................................25 

Figura 2. 3 Representación de la estructura de la planta .............................................26 

Figura 2. 4 Rodamiento ...............................................................................................26 

Figura 2. 5 Conexión entre motor-microcontrolador y PC ..........................................28 

Figura 2. 6 Encoder HEDS9000 ..................................................................................28 

Figura 2. 7 Sentido o Dirección en el Sensor ..............................................................29 

Figura 2. 8 Hewlett Packard DPS-1200FB ..................................................................30 

Figura 2. 9 Hewlett Packard DPS-1200FB con resistencia 1000 ohms ......................31 

Figura 2. 10 Diagrama electrónico de tarjeta convertidora .........................................32 

Figura 2. 11 Foto de tarjeta convertidora ....................................................................33 

file:///C:/Users/jfarino/Google%20Drive/PERSONAL/TESIS%20MATE/Libro%20de%20Tesis/Tesis_Aguilera_Fariño_Olena_v4a.docx%23_Toc506890629


IV 

 

Figura 2. 12 Motor DC Brushless................................................................................33 

Figura 2. 13 Diagrama interno del motor DC Brushless .............................................35 

Figura 2. 14 Controlador electrónico de velocidad .....................................................35 

Figura 2. 15 Señal de control PWM ............................................................................36 

Figura 2. 16 Señal PWM observadas con osciloscopio ...............................................37 

Figura 2. 17 Controlador NI-DAQmx .........................................................................38 

Figura 2. 18 Ícono de Matlab ......................................................................................39 

Figura 2. 19 IDE de Matlab .........................................................................................41 

Figura 2. 20 Librería de Simulink ...............................................................................41 

Figura 2. 21 Diagrama de tiempo de Modelos físicos de Mathwork...........................43 

Figura 2. 22 Librería de Simscape – Simmechanics ...................................................43 

Figura 2. 23 Componentes de Simscape ......................................................................44 

Figura 2. 24 Diagrama de control de Simmechanics (Ejemplo en Matlab) .................44 

Figura 3. 1 Esquema del sistema a analizar .................................................................46 

Figura 3. 2 Fuerzas que actúan sobre la estructura ......................................................47 

Figura 3. 3 Diagrama de fuerzas (Serway, 2008) ........................................................50 

Figura 3. 4 Diagrama de fuerza en dirección radial ....................................................51 

Figura 3. 5 Diagrama de objeto rígido giratorio (Serway, 2008) ................................52 

Figura 3. 6 Diagrama de barra rígida  de longitud L ...................................................54 

Figura 3. 7 Momentos de Inercia de objetos rígidos (Fuente: Serway, 2008) .............56 

Figura 3. 8 Diagrama de movimiento de partícula en 3D ...........................................59 

Figura 3. 9 Diagrama de péndulo simple .....................................................................61 

Figura 3. 10 Diagrama de barra rígida uniforme con centro O ...................................61 

Figura 3. 11 Masa de cuerpos de la planta ..................................................................67 

Figura 3. 12 Experimento de la planta real para obtener coeficiente b .......................68 

Figura 3. 13 Simulación de la planta lineal y no lineal en Simulink ...........................69 

Figura 3. 14 Gráficas de la planta simulada vs. planta real .........................................70 

Figura 3. 15 Diagrama de bloques del sistema ............................................................71 

Figura 3. 16 Diagrama del command window de Matlab ...........................................73 



V 

 

Figura 3. 17 Diagrama de la Identificación de Sistema de Matlab ..............................74 

Figura 3. 19 Diagrama de señal de excitación para identificar el sistema ...................75 

Figura 3. 20 Señal de excitación para identificar el sistema .......................................76 

Figura 3. 21 Salida en grados en respuesta a la señal de excitación ............................77 

Figura 3. 22 Curvas de la Identificación del modelo ...................................................78 

Figura 4. 1 Diagrama de Bloques del Sistema y del Observador ................................79 

Figura 4. 2 Polos obtenidos de la función de Transferencia en Matlab .......................82 

Figura 4. 3 Ceros obtenidos de la función de Transferencia en Matlab ......................82 

Figura 4. 4 Función de Transferencia por medio de Matlab .......................................82 

Figura 4. 5 Matrices del Sistema de Control ...............................................................83 

Figura 4. 6 Ganancias del Observador ........................................................................84 

Figura 4. 7 Diagrama de bloques del sistema de control con observador_ Planta 

Simulada .......................................................................................................................85 

Figura 4. 8 Diagrama de Bloques de Controlador por Espacio de Estados con 

Reubicación de Polos_Planta Real ...............................................................................86 

Figura 4. 9 Sistema en lazo cerrado con LQR .............................................................87 

Figura 4. 10 Diagrama de bloques del sistema con LQR_ Planta Simulada ...............89 

Figura 4. 11 Diagrama de Bloques del sistema con LQR_ Planta real........................90 

  

 

 

 

 

 

 



VI 

 

INDICE DE TABLAS 

 

Tabla 6. 1 Índice de desempeño de controlador por Reubicación de Polos ..............103 

Tabla 6. 2 Índice de desempeño de LQR ...................................................................104 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



VII 

 

DEDICATORIA 

 

Dedico este trabajo, producto de constancia, esfuerzo y paciencia, a Dios, a mi madre, 

a mi esposa, a mi hijo y a todos mis familiares y amigos que de una u otra forma me 

ayudaron, me alentaron a continuar y finalizar este proyecto. 

  



VIII 

 

  



IX 

 

DEDICATORIA 

 

El presente trabajo es el resultado de esfuerzo, dedicación, perseverancia y ganas de 

superación; se lo dedico a mi esposa, mi madre, mis hijos: Jean, Helen y Aileen quienes 

me dan fuerzas para seguir adelante. 

 

  



X 

 

  



XI 

 

PREFACIO 

Los modelos matemáticos de sistemas físicos, su identificación, simulación, diseño de 

control y optimización es lo que conforma la ingeniería de control.  

 

Este proyecto contiene conceptos físicos, matemáticos, de software de adquisición de 

datos, de simulación y de diseño de control en donde se utilizó el software MATLAB, 

cuyo manejo o cualquier información de este software, se lo puede obtener en 

https://www.mathworks.com/ 

 

Este proyecto ofrece una perspectiva acerca del modelado matemático y del control por 

espacio de estado, su diseño e implementación con la optimización por medio del 

método del Regulador Lineal Cuadrático. Comenzando con una breve descripción 

acerca de otros proyectos parecidos. 

 

Luego se ingresará al modelado matemático del mismo, para continuar con la 

identificación del sistema por medio de Simulink para luego realizar el control de la 

planta por medio de Espacios de Estado tanto en simulación y luego así lograr su 

experimentación, su afinación y finalmente optimizar el sistema por medio de un índice 

de desempeño o función objetivo, utilizando para todo este trabajo la interacción 

hombre – máquina por medio de Simscape. 
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PRÓLOGO 

Este trabajo inicia con el planteamiento del Modelado Matemático de un sistema 

mecatrónico de elevación de un grado de libertad para luego continuar con la 

Identificación del modelo del comportamiento dinámico de este sistema físico, después, 

se diseña una técnica de control, que, en este caso, es Espacios de Estados para finalizar 

con la Optimización del Sistema por medio de un Regulador Lineal Cuadrático tanto en 

simulación como su implementación. 

 

Este trabajo contiene seis capítulos, entre los que se explica todo el trabajo realizado en 

un año acerca de la implementación, control y optimización del sistema mecatrónico, a 

continuación, un breve resumen de los capítulos: 

 

En el capítulo 1, se plantea el problema del sistema mecánico a controlar, donde se 

encuentran el antecedente, los objetivos, además se hace una breve revisión del estado del 

arte de algunas investigaciones realizadas acerca de sistemas similares, el método de 

control y el regulador óptimo con sus características principales. 

 

En el capítulo 2, se establecen los componentes físicos de la planta, su funcionamiento 

como elementos mecánicos, eléctricos, electrónicos, informáticos, de comunicación e 

interacción hombre – máquina. 

 

En el capítulo 3, se detalla el modelamiento matemático de la planta, con sus respectivas 

características cinemáticas y dinámicas. Se obtienen las relaciones dinámicas para 

formular las ecuaciones no lineales mediante el método Newton, el método de Euler-

LaGrange y como oscilador armónico forzado. Finalmente, se realiza la identificación de 

la planta por medio de Matlab – Simulink.  

 

En el Capítulo 4, se realiza el diseño y la implementación del Controlador del sistema 
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por Espacios de Estado con sus respectivas ecuaciones y comandos en Matlab y el 

control y sus gráficas en Simulik, para obtener los valores de las constantes (ganancias) 

de los controladores. Luego, se aplica el control óptimo LQR con diferentes parámetros. 

 

En el Capítulo 5, se encuentran las pruebas experimentales, tanto del sistema de control 

por variables de estado y la optimización del mismo. 

 

En el Capítulo 6, se encuentran los resultados de las pruebas experimentales del sistema 

de control y de la optimización. 
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INTRODUCCIÓN 

El tipo de proyecto elaborado en esta tesis, es un problema no lineal, que es muy 

interesante para los ingenieros en forma general, porque intervienen muchas materias 

en forma transversal como modelos matemáticos, simulación, identificación de sistemas 

y además con su implementación de tal forma que se logre verificar una teoría de control 

moderna con aplicaciones, especialmente en el campo aeroespacial.  

 

Este proyecto se ha elaborado de la siguiente manera: Primero se debe formular un 

modelo matemático del sistema físico a realizar para luego obtener la correspondiente 

función de transferencia. Luego, se comparará este modelo con la función que se 

obtendrá después de realizar la identificación del modelo en forma experimental por 

medio de las mediciones de entrada y salida, con la utilización del software Matlab – 

Simulink. A continuación, se debe implementar una estructura de control por medio de 

simulink con el sistema físico y se realizarán las pruebas correspondientes. 

 

Finalmente, se añadirá un control óptimo LQR que será utilizada para optimizar la 

sumatoria ponderada de los índices cuadráticos de energía o entrada de control y su 

rendimiento. Y así, por medio del ajuste de los pesos en la función de desempeño, el 

regulador LQR cumple un requisito específico, como por ejemplo, minimizar el tiempo 

de estabilización. Además, es muy importante el enfoque del regulador LQR para  

requisitos como la atenuación del efecto de las perturbaciones lo más rápido posible y 

mantener la estabilidad. 
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1.- EL PROBLEMA 
1.1 Planteamiento del problema 

En teoría de control, la posición angular es un escenario que se presenta en muchas 

aplicaciones de la ingeniería. En este proyecto se plantea realizar el modelo matemático, 

por medio de la dinámica de Newton y de la dinámica de Euler – LaGrange 

(Lagrangiano), de un sistema que permite desplazar de manera angular la posición de 

una barra acoplada a un eje cuyo movimiento lo realiza la fuerza de empuje generada 

por medio de un motor que hace rotar una hélice, además de su correspondiente 

algoritmo de control con variables de estado para sintonizar y finalmente optimizar el 

tiempo de crecimiento, tiempo de establecimiento. 

 

Los sistemas dinámicos son en su mayoría sistemas no lineales y requieren de diferentes 

técnicas de control para mejorar su desempeño. Por lo tanto, la construcción de 

prototipos que describan estos sistemas son ampliamente aceptados para implementar 

nuevas técnicas de control que permitan optimizar el rendimiento de este tipo de 

sistemas. 

 

Además, se utilizará una interfaz para realizar el control de posición del sistema. El 

propósito de este interfaz es lograr cambiar los valores angulares de su posición. El 

interfaz se realizó por medio del software de programación gráfica Matlab. 

 

 

1.2 Antecedentes 

Una realidad que se observa con bastante regularidad en el medio ingenieril es el 

control de posición angular, ya que existen muchas aplicaciones por ejemplo en el 

ámbito de la robótica, de la automatización y de la mecatrónica. En la actualidad, una 

manera de probar el control de la posición angular es por medio de un balancín con 

motor y hélice, que es la idea de este proyecto, que tiene una similitud al control de la 
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hélice de un helicóptero que es mecánicamente inestable por lo que es importante 

investigar varias formas de algoritmos de control para lograr el equilibrio. El control 

de posición de este sistema se consigue por el giro de la hélice por medio del rotor del 

motor, generando aire gracias al principio de Bernoulli. Es así que por medio de los 

principios físicos obtenemos las ecuaciones para modelar este sistema y así obtener el 

algoritmo de control con su respectiva optimización. 

Considerando la necesidad de diseñar un módulo didáctico de control angular que emule 

la dinámica de elevación de un helicóptero, se propone diseñar e implementar un sistema 

de elevación impulsado por un motor brushless con un sistema de control óptimo basado 

en Espacios de Estado en tiempo real, satisfaciendo un índice de desempeño, que para 

este caso será el tiempo mínimo que le tome al sistema desplazarse desde un punto o 

ángulo inicial a uno deseado y manteniéndose estable ante perturbaciones externas. 

 

 

1.3 Objetivos General y Específicos 

1.3.1 Objetivo General 

Desarrollar el modelo matemático de un sistema mecánico de elevación de un grado de 

libertad, diseñar, simular el controlador por variables de estado cuando existen cambios 

de posición o perturbación en el sistema y optimizar el mismo. Y finalmente 

implementar tanto la ley de control como la optimización para garantizar un alto 

desempeño y estabilidad ante perturbaciones o cambios de referencia. 

 

1.3.2 Objetivos Específicos 

- Determinar el modelo matemático del sistema, utilizando las leyes físicas 

para el movimiento de rotación de una barra. 

 

- Registrar simulaciones sobre el modelo matemático obtenido. 
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- Establecer el algoritmo de control utilizando el software indicado (Matlab). 

 

- Minimizar la respuesta temporal, permitiendo al sistema alcanzar la posición 

deseada rápidamente. 

 

- Diseñar un sistema de elevación de un grado de libertad compuesto por una 

estructura mecánica y componentes electrónicos idóneos que permitan analizar 

la dinámica de un sistema en tiempo real. 

 

- Diseñar e implementar un controlador óptimo por Espacios de Estado que 

permita garantizar la estabilidad del sistema ante perturbaciones o cambios de 

referencia. 

 

- Comparar y evaluar las respuestas a los cambios de referencia de la variable de 

control o perturbaciones externas, entre el sistema de control y  el óptimo. 

 

1.4 Delimitación del problema 

1.4.1 Delimitación física 

Este proyecto tiene como propósito diseñar, simular y construir un sistema mecatrónico 

para la práctica experimental de control que puede ser utilizado en laboratorios de 

matemáticas, física, de control automático, automatización, etc., esto constituye un 

modelo con el cual se puede desarrollar varias prácticas necesarias en un laboratorio y 

al mismo tiempo provee al alumno acostumbrarse con el modelo, la simulación y la 

comunicación entre el computador y la planta. El sistema que se va a construir se lo 

modelará de tres maneras, una primera forma, utilizando la segunda ley de Newton, una 

segunda forma utilizando el Lagrangiano y una tercera forma por medio de 

identificación de sistemas. Luego por medio de control se podrá colocar un ángulo en 

que se desea mantener, este ángulo puede estar entre -70° y -20°. 
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1.4.2 Delimitación Espacial 

Este proyecto se ha desarrollado en dos lugares: 

1.- En el taller “Aníbal”, ubicado en Lizardo García y Argentina, para realizar la 

construcción de cada una de las partes del sistema mecánico, como la unión de las 

mismas. 

 

2.- En los laboratorios de la Universidad Politécnica Salesiana – Guayaquil, ubicada en 

Chambers, donde se realizaron las pruebas de simulación y de control del sistema 

diseñado en Matlab. 

  

1.4.3 Delimitación Temporal 

Este proyecto de maestría se ha desarrollado desde el mes de Diciembre del 2016 donde 

se logró elaborar un Sistema mecatrónico que corresponda con la dinámica demandada 

por el modelo matemático para realizar el control de posición angular del mismo, hasta 

el mes Diciembre de 2017. 

 

1.5 Estado del arte 

El proyecto del sistema mecatrónico que se presenta en esta tesis, se halla regularmente 

relacionado al ambiente investigativo académico. Son muchos sistemas que están 

relacionados al tema propuesto, que se han realizado en diferentes empresas, 

universidades. Es realmente muy llamativo este tema, ya que para poder resolver este 

tema se necesita emplear la integración de varias materias vistas en la maestría, por lo 

que se requiere modelar matemáticamente el movimiento físico de la planta, saber 

situar, conocer y dominar el funcionamiento de los dispositivos electrónicos de 

medición, de control, el proceso de comunicación, de señales y finalmente la 

programación de ciertos softwares para lograr el diseño global del sistema de control de 

la planta. 
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Este proyecto, básicamente es un sistema pendular, es decir, esta planta es en rasgos 

generales un estudio del péndulo físico o también denominado péndulo compuesto, que 

no es más que un cuerpo rígido que rota alrededor de eje fijo y añadiéndole una fuerza 

externa para controlar su posición. 

 

Han sido variados los proyectos de este tipo de sistema mecatrónico, y que se han 

trabajado en muchos institutos de aprendizaje como universidades tanto en pregrado 

como en postgrado. Este tipo de sistemas de control pendular o balancín tienen un efecto 

muy importante en la investigación académica. 

 

Sin embargo, aunque son muchos los proyectos de este tipo, son muy pocos a la vez, ya 

que son muchos los proyectos que son solo estudiados desde el punto de vista teórico y 

a lo mucho un estudio con simulación del mismo y pocos los que son experimentales o 

implementados. En este proyecto, se considera no sólo realizar el modelado matemático, 

simulación, sino también, ser parte de esos poquísimos proyectos, y realizar la parte de 

implementación de la planta y del control de la misma. En lo que respecta a estos 

proyectos se ha dividido en dos partes que son: Péndulo y TRMS (Twin Rotor MIMO 

System)  

 

1.5.1 El péndulo 

Es así que el estudio del péndulo tiene varios siglos, desde Galileo Galilei, pasando por 

Christian Huygens, León Foucault, Newton, entre otros y varias aplicaciones desde 

medición de tiempo hasta sistemas de control. Además, se tiene varios estudios de 

sistemas, como, por ejemplo: péndulo simple, físico o compuesto, doble, esférico, 

invertido, etc. 

 

El péndulo es un dispositivo clásico muy analizado en la rama de la mecánica. El estudio 

de este dispositivo es de mucha utilidad en la parte académica, ya que da la oportunidad 

de tener un aprendizaje acerca del movimiento armónico y de los sistemas lineales y no 
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lineales, además de tener diversas aplicaciones como en la ingeniería, mecatrónica, 

robótica, etc. Para el análisis de estos dispositivos se utilizan técnicas Newtonianas, 

Lagrangianas, Hamiltonianas, etc.  

 

También consta el estudio del péndulo invertido que es una parte del gran conjunto de 

procedimientos pendulares que se han estudiado desde los años 1960 -1970. En el año 

2007, un grupo de robótica de la Universidad Autónoma de Puebla hace un estudio de 

un péndulo invertido (Sánchez, 2007) sobre una base móvil como se muestra en la figura 

1.1: 

 
Figura 1. 1 Péndulo invertido sobre base móvil (Fuente: Sánchez, 2007) 

 

Y luego se puede observar el movimiento o cinemática del mismo sistema en la figura 

1.2    

 
Figura 1. 2 Cinemática del péndulo invertido (Fuente: Sánchez, 2007) 
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En el año 2013, se realizó en la Universidad Tecnológica de Pereira en Colombia, la 

simulación de un controlador de péndulo invertido por medio de redes neuronales 

(Montoya 2013) como se muestra en la figura 1.3. 

 

 
Figura 1. 3 Representación del sistema dinámico del péndulo invertido(Fuente: Montoya 2013) 

 

En la actualidad, el mejor estudio del control del péndulo invertido es en la aplicación 

en la transportación, como, por ejemplo, un sistema vehicular que se encuentra 

compuesto de una plataforma fija con dos ruedas utilizadas para el movimiento y con 

un grupo de sensores para poder hacer un control del equilibrio del vehículo. 

 

Por ejemplo, una aplicación robótica de un péndulo invertido, en la figura se puede 

observar a Watanabe (2007) en Japón que es un prototipo de la Universidad de Waseda, 

(Hurbain’s, 2007) el cual se puede balancear y también se puede desplazar por medio 

de un control remoto como se puede observar en la figura 1.4: 

 

 



8 

 

 
Figura 1. 4 Aplicación robótica del péndulo(Fuente: Hurbain’s, 2007) 

 

Existen varios estudios del modelado y control, uno es con el péndulo de furuta, como 

se observa en la figura 1.5 y figura 1.6, que fue un péndulo inventado alrededor de 1992 

por Katsuhisa Furuta y con sus compañeros del Instituto de Tecnologías de Japón y que 

de allí en adelante ha sido mejorado en los años posteriores por él y otros estudiantes e 

investigadores (Gonzalo, 2016). 

 

 
Figura 1. 5 Gráfica del péndulo de Furuta (Fuente: Gonzalo, 2016) 

  

 



9 

 

 
Figura 1. 6 Gráfica del péndulo de Furuta en 3-D(Fuente: Gonzalo, 2016) 

 

Después en el año 2002 surge una propuesta de control basado en la teoría de Hamilton 

(Universidad de Sevilla, 2002).  

Luego en el año 2004, con el objetivo de abrir un nuevo mundo en las habilidades de 

control en los sistemas físicos aplicados en transporte y en la telecomunicación se 

estudia una planta netamente académica del péndulo de Furuta en la Universidad 

Tecnológica de Pereira (De la Torre, 2004). 

 

En al año 2007, se desarrolla un control basado en teoría de LaGrange; por lo que  

Machleidt, Kroneis, y Liu consiguen estabilizar el péndulo de Furuta por medio de 

control no lineal, como se observa en la figura 1.7(Machleidt, 2007). 
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Figura 1. 7 Gráfica del péndulo de Furuta (Fuente: Machleidt, 2007) 

 

Finalmente, con respecto a péndulos físicos, tenemos otros grupos de investigación 

acerca de este tipo péndulos, como, por ejemplo, uno de los primeros controles 

pendulares fue el mimo TRMS que es un equipo educacional de la empresa Feedback 

(Feedback, 2006) que realizó varios experimentos con control Proporcional, Integral y 

Derivativo (PID) con este equipo en el año 2006 como se muestra en la figura 1.8: 
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Figura 1. 8 Sistema MIMO Rotor Gemelo (TRMS) (Fuente: Feedback, 2006) 

 

Utilizando este equipo educacional surgieron varios tipos de investigaciones del mismo 

controlador y que fueron publicados en la página de la IEEE en la conferencia National 

Conference on Emerging Trends in Computer (NCETC) con el grupo de investigadores 

Patel, Kannad y Pithadiya como vemos en la figura 1.9 (Patel A. ,2015):  

 

Figura 1. 9 Sistema MIMO Rotor Gemelo (TRMS) (Patel A. ,2015) 

 

Otro ejemplo es el control de posición de un balancín por medio de un PID de la 

Universidad UPC de Colombia en la carrera de mecatrónica 2015 (Prieto E. ,2015) 

como se muestra en las figuras 1.10:    
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Figura 1. 10 Sistema de control de un balancín 

 

 

 
Figura 1. 11 Diagrama de Fuerzas del balancín 

 

 

1.6 Control por Espacio de Estados 

La teoría de control moderno, se fundamenta en la representación de sistemas de 

ecuaciones o matriciales de los sistemas físicos dinámicos utilizando el concepto de 
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espacio de estados, no como la teoría clásica de control, que es por medio de la relación 

que existe entre la entrada y la salida correspondiente. (Domínguez S. (2006)) 

 

Es importante saber que el estado es la más pequeña información en un instante y al 

mismo tiempo sabiendo la entrada en ese instante, se logre establecer una variable del 

sistema en un instante siguiente que nos da el comportamiento del sistema.  

 

Esta pequeña información viene constituida por un conjunto de variables xi(t) cuyos 

valores están en función del instante de tiempo t en que ocurre, y estas variables se 

llaman variables de estado. Estas de variables, es lo que se denomina vector de estado.  

 

Por medio del espacio de estado se puede saber y controlar la dinámica de un sistema y 

la respuesta de la misma. Puede haber muchas representaciones del espacio de estado 

para un mismo sistema como se observa en la figura 1.12 y con sus respectivas 

ecuaciones (Ecuaciones 1.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑢(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
𝑢 1
𝑢2

⋮
𝑢𝑛

]
 
 
 
 
 

  𝑥(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
𝑥 1
𝑥2

⋮
𝑥𝑛

]
 
 
 
 
 

  𝑦(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
𝑦 1
𝑦2

⋮
𝑦𝑛

]
 
 
 
 
 

  (1.1) 

 

Examinar el comportamiento del sistema radica en predecir la salida, al existir una 

excitación de entrada; y la salida es función de las entradas y de las variables de estado. 

x(t) 

u(t) y(t) 

Figura 1. 12 Representación de Sistema SISO (Fuente: Kuo B. 2007) 
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Una descripción matemática del sistema debe estar en términos de un conjunto mínimo 

de variables xi(t), donde i = 1, 2, 3,…n; esto unido al conocimiento de esas variables en 

un momento inicial t0 y las entradas del sistema para el tiempo t ≥ t0, son suficientes 

para predecir el futuro sistema y salidas para todo el tiempo t> t0. 

 

Con respecto a la dinámica del sistema, por medio del estudio físico y por medio de las 

matemáticas se obtiene una ecuación diferencial que representa la variación de las 

variables de estado en función del tiempo que tiene la forma (Ecuaciones 1.2): 

 

 

�̇�1 = 𝑓1(𝑥, 𝑢, 𝑡) 

�̇�2 = 𝑓2(𝑥, 𝑢, 𝑡) 

          (1.2) 

⋮ 

 

�̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥, 𝑢, 𝑡) 

 

Esta es una forma estándar para las ecuaciones de estado a lo largo de la dinámica del 

sistema, que permite la descripción matemática del sistema y esta se puede expresar 

como un conjunto de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, conocidas 

con el nombre de ecuaciones de estado, en las que la derivada de tiempo de cada variable 

de estado se expresa en términos de las variables de estado (Domínguez, 2006). 

 

La descripción de los sistemas por medio de ecuaciones diferenciales lineales con 

coeficientes constantes. Se convierten en un conjunto de n ecuaciones diferenciales 

lineales de primer orden (Ecuaciones 1.3): 

 

 

�̇�1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑏11𝑢1 + ⋯+ 𝑏1𝑟𝑢𝑟 
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�̇�2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 + 𝑏21𝑢1 + ⋯+ 𝑏2𝑟𝑢𝑟 

           (1.3) 

⋮ 

 

�̇�𝑛 = 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 + 𝑏𝑛1𝑢1 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑟𝑢𝑟 

 

  

Donde los coeficientes aij y bij son valores constantes que describen el sistema. Este 

conjunto de n ecuaciones define las derivadas de las variables de estado como una suma 

relacionada del estado variables y las entradas u del sistema.  

Convirtiendo este sistema de ecuaciones en un sistema matricial tenemos: 

 

 

𝑑

𝑑𝑡

[
 
 
 
 
 
𝑥 1
𝑥2

⋮
𝑥𝑛

]
 
 
 
 
 

= [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

]

[
 
 
 
 
 
𝑥 1
𝑥2

⋮
𝑥𝑛

]
 
 
 
 
 

+ [
𝑏11 ⋯ 𝑏1𝑟

⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑛1 ⋯ 𝑏𝑛𝑟

]

[
 
 
 
 
 
𝑢 1
𝑢2

⋮
𝑢𝑟

]
 
 
 
 
 

           (1.4) 

 

Que podemos condensar en la siguiente ecuación 1.5: 

 

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢   (1.5) 

 

 

Donde el vector de estado x es un vector columna de longitud n, el vector de entrada u 

es un vector columna de longitud r, A es una matriz cuadrada n × n de los coeficientes 

constantes aij, y B es un n × r matriz de los coeficientes bij que relacionan las entradas. 

 

 

De la misma forma una descripción física de las variables de salida del sistema en 

términos de un conjunto de variables de estado es una combinación lineal de las 

variables de estado xi y la entrada del sistema ui. Esto es: 
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𝑦1 = 𝑐11𝑥1 + 𝑐12𝑥2 + ⋯+ 𝑐1𝑛𝑥𝑛 + 𝑑11𝑢1 + ⋯+ 𝑑1𝑟𝑢𝑟 

𝑦2 = 𝑐21𝑥1 + 𝑐22𝑥2 + ⋯+ 𝑐2𝑛𝑥𝑛 + 𝑑21𝑢1 + ⋯+ 𝑑2𝑟𝑢𝑟 

          (1.6) 

 

⋮ 

 

𝑦𝑚 = 𝑐𝑚1𝑥1 + 𝑐𝑚2𝑥2 + ⋯+ 𝑐𝑚𝑛𝑥𝑛 + 𝑑𝑚1𝑢1 + ⋯+ 𝑑𝑚𝑟𝑢𝑟 

 

 

 

Convirtiendo este sistema de ecuaciones en un sistema matricial tenemos: 

 

 

[
 
 
 
 
 
𝑦 1
𝑦2

⋮
𝑦𝑚

]
 
 
 
 
 

= [

𝑐11 ⋯ 𝑐1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑚1 ⋯ 𝑐𝑚𝑛

]

[
 
 
 
 
 
𝑥 1
𝑥2

⋮
𝑥𝑛

]
 
 
 
 
 

+ [
𝑑11 ⋯ 𝑑1𝑟

⋮ ⋱ ⋮
𝑑𝑚1 ⋯ 𝑑𝑚𝑟

]

[
 
 
 
 
 
𝑢 1
𝑢2

⋮
𝑢𝑟

]
 
 
 
 
 

     (1.7) 

 

 

 

Que podemos condensar en la siguiente ecuación: 

 

 

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢  (1.8) 

 

 

Donde y es un vector de columna de las variables de salida yi (t), C es una matriz m × n 

de los coeficientes cij que relacionan las variables de estado, y D es una matriz m × r de 

los coeficientes dij que relacionan las entradas del sistema. Para la gran mayoría de los 

sistemas físicos existentes, la matriz D es una matriz nula, y por lo tanto la ecuación de 

salida se reduce a una combinación ponderada simple de las variables de estado: 
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𝒚 = 𝐶𝑥    (1.9) 

 

Se debe añadir, además, los conceptos de Kalman acerca de controlabilidad y 

observabilidad, que son propiedades de la representación en el espacio de estados.  

La controlabilidad es una característica del sistema al ser modelado por variables en el 

espacio de estado, que nos muestra el cambio de uno o varios estados dependiendo de 

las entradas del sistema. (Kuo, 2007) 

 

El Criterio de Controlabilidad, indica que si los estados de un sistema son controlables, 

y para esto se debe tener en cuenta las matrices A y B del sistema., representado por:  

 

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)     (1.10) 

 

Si y solo si la matriz de controlabilidad C tiene un rango igual al valor de filas de matriz 

A que es n. No hay que olvidar que el rango de una matriz, no es más que el número de 

vectores linealmente independientes.  

 

Matriz de Controlabilidad 

 

C = [𝐵   𝐴𝐵    𝐴2𝐵 ⋯  𝐴𝑛−1𝐵]  (1.11) 

 

La observabilidad es una característica del sistema que indica la manera de poder 

estimar los valores de un estado conociendo las variables de salida y de entrada del 

sistema durante un tiempo determinado. 

 

El criterio de observabilidad, indica que, si los estados de un sistema son observables, 

y para esto se debe tener en cuenta las matrices A y C del sistema, representado por:  
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�̇�(t) = 𝐀𝐱(t) + 𝐁𝐮(t)   (1.12) 

 

𝒚 = 𝑪𝒙        (1.13) 

 

 

Si y solo si la matriz de observabilidad O tiene un rango igual al valor de filas de matriz 

A que es n.  

 

Matriz de Observabilidad 

𝑂 =

[
 
 
 
 
 
 

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

⋮
𝐶𝐴𝑛−1

]
 
 
 
 
 
 

           (1.14) 
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1.7 Control Óptimo 

El procedimiento de control por espacio de estado, utilizando observadores son 

instrumentos en la teoría de control de sistemas. No obstante, tiene desventajas: 

 

1. La mejor configuración de polos no es tan fácil de hallar para ciertos detalles. 

2. En varios sistemas SISO, las ganancias no son únicas y es complicado hallar el mejor 

valor. 

3. Existe problema en tratar de encontrar los auto-valores del observador porque estos 

deben ser más rápidos que los del controlador en lazo cerrado.  

 

En lo que se refiere a optimización de un sistema, hay que definir muy claramente esta 

optimización, ya que por ejemplo si se tiene un sistema no complejo, que sea no tan 

preciso, pero no complicado, y que sea fácil de realizar, se podría pensar que es óptimo. 

Así mismo, si se tiene un sistema complejo muy exacto en el control pero muy 

complicado, se podría pensar que no es óptimo por lo difícil de realizar. 

 

En lo que respecta a los problemas de optimización de control, es muy importante 

indicar una función objetivo o también denominada función de costo o igualmente 

índice de desempeño. Esta función objetivo, que se simboliza con la letra J, no es más 

que una medida de la manera de proceder del sistema. El procedimiento con respecto a 

esta función es la de minimizar o maximizar este índice por medio de la elección de la 

entrada de control con respecto algún criterio. (Jiménez, 2016)  

 

Uno de los criterios es minimizar el área del error entre un tiempo inicial t0 y t1 

 

𝐽 = ∫ 𝑒(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 

        (1.15) 
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Aunque este índice no es el mejor a seleccionar, porque esta integral daría como 

resultado la eliminación del área bajo la curva del error y por lo tanto parece un buen 

desempeño. Para no tener este problema de la eliminación de errores lo que se hace es 

utilizar el valor absoluto de esta función como podemos ver en la siguiente fórmula: 

 

  

𝐽 = ∫|𝑒(𝑡)|𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

 

                (1.16) 

 

Otro método es por medio de la entrada de control, por cada entrada de control u(t) que 

se escoge para las limitaciones del sistema, existe una trayectoria. (Kirk, 1970) 

 

Uno de los criterios utilizado en el índice de desempeño es minimizar el tiempo para así 

poder hallar la entrada u(t) que logre obtener una trayectoria con el que el tiempo en 

conseguir el punto deseado sea el más pequeño posible, como se observa en la figura 

1.13. (Kirk, 1970) 
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Figura 1. 13 Representación de minimización de tiempo 

Sin embargo, otra manera de reducir al mínimo es con el área debajo de la curva de 

entrada cuadrático, como otro modo de escoger el control para utilizar el mínimo 

esfuerzo de control, como se observa en la figura 1.14. 

 

 
Figura 1. 14 Función de desempeño 

 

 

Finalmente, una mejor forma de lograr un mejor índice de desempeño es por medio de 

la combinación de los dos procedimientos anteriores, que resulta el índice de desempeño 

cuadrático o también conocido como LQR, Control Óptimo Cuadrático o Regulador 
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Cuadrático Lineal (Moore, 1990), que es uno de los métodos de control óptimo basados 

en el espacio de estado, cuya función objetivo, se expresa así: 

 

 

𝐽 = 𝑥𝑇(𝑇) ∙ 𝑆 ∙ 𝑥(𝑇) + ∫[𝑥𝑇(𝑡) ∙ 𝑄 ∙ 𝑥(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡) ∙ 𝑅 ∙ 𝑢(𝑡) ]𝑑𝑡

𝑇

0

  

          (1.17) 

 

Las matrices S y Q son matrices simétricas y no definidas negativas mientras que la 

matriz R es también una matriz simétrica pero definida positiva, que tienen un peso 

estadístico para optimizar, tanto la entrada como el error. (Ghoreishi, 2011) 

 

Considerando la función de desempeño se tiene la ecuación de Riccati en forma 

matricial es: 

 

𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0   (1.18) 

 

Al resolver la ecuación de Riccati anterior, la matriz positiva definida por P se obtiene, 

así la ganancia óptima y el controlador se calculan como: 

 

𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃    (1.19) 

 

𝑢 = −𝐾𝑥     (1.20) 

 

En lo que respecta al método de optimización LQR, las matrices de ponderación Q y R 

tienen un efecto profundo en la actuación del controlador. Por otro lado, encontrar el 

mejor Q  y R, necesita gran procesamiento en simulación por computadora.  
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2.- COMPONENTES DE LA PLANTA Y DEL 

SISTEMA DE CONTROL. 

Para lograr efectuar la técnica de control sobre la planta es forzoso tener un sensor y un 

actuador que dejen operar con un buen nivel de exactitud y precisión. Con los datos de 

los sensores de las mediciones del ángulo el controlador puede enviar una señal al motor 

para que éste a su vez transmita por medio de la hélice una fuerza de empuje, que 

mantenga la posición que se desee. 

 

En este capítulo, se precisará acerca de los componentes del sistema mecatrónico de 

posición angular, la parte de elementos mecánicos y electrónicos como de la 

programación y software utilizado. Se explicará de manera concisa tanto el 

funcionamiento y particularidades más importantes del mismo. 

 

2.1 Descripción y funcionamiento de la planta 

El conjunto que existe entre los sistemas mecánicos, eléctricos, electrónicos y distintos 

tipos de comunicación y de programación hace que existan los denominados sistemas 

mecatrónicos. Este conjunto de sistemas es muy importante para lograr alcanzar un 

control que se desea sobre los actuadores que forman parte de la planta como son 

motores. 

 

La planta consta de un sistema mecatrónico compuesto por dos barras, un motor una 

hélice un soporte y una caja donde están el resto de componentes físicos electrónicos 

como se observa en la figura 2.1. 
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Figura 2. 1 Planta Real 

 

El sistema mecatrónico que se va a diseñar y a construir está compuesto por un soporte 

en la base, que tiene ciertos elementos electrónicos, unida a una barra fija y esta a su 

vez articulada a una barra móvil, es decir, una barra que tiene un grado de libertad que 

es la rotación alrededor del eje horizontal, obteniéndose un movimiento comprendido 

en el plano vertical. Este movimiento lo provoca una fuerza de empuje que es originado 

al girar una hélice que se encuentra acoplada a un motor DC sin escobillas, que se 

localiza en un extremo de la barra. El cambio de velocidad angular de la hélice es lo que 

habilita el control de la fuerza de empuje, por medio de una señal PWM, en otras 

palabras, a medida que esta señal varíe se logrará aumentar la velocidad de la hélice y 

así mover la barra hacia la posición requerida con ayuda del software a través del teclado 

del computador. Esta posición se establece por medio de la medida del ángulo que forma 

el movimiento de la barra con respecto de la barra vertical fija. El diagrama de bloques 

de este sistema se puede ver en la figura 2.2. Para obtener la medición del ángulo 

requerido o la posición de la barra se utilizará un encoder con efecto Hall. 

 



25 

 

 
Figura 2. 2 Diagrama de bloques del sistema y señales 

 

En la caja, se encuentra el circuito electrónico formado por una fuente hp de 24 voltios, 

que alimenta el motor y al microcontrolador y al sensor que hará de interfaz entre el 

sistema y el computador. 

 

Finalmente, para la comunicación entre los datos de entrada, de salida y el control del 

sistema se utilizará el software Matlab, que por medio de un computador, se controlará 

la velocidad del giro del motor brushless y con la medición del ángulo se hará el control 

el sistema. 

 

 

2.2 Elementos mecánicos  

Los componentes mecánicos de la planta, como se puede observar en la figura 2.3, está 

constituida por dos barras de acero, la estática con una altura de 80 cm sujetada a una 

base y la barra móvil cuya extensión es de 60 cm que rota en el plano vertical de forma 

parecida a un péndulo, ambas barras están unidas entre sí por medio de rodamientos que 

logran  el movimiento de rotación, en uno de sus extremos existe un soporte en la cual 

se encuentra el motor unido a la hélice, el motor es sin escobillas (Especificaciones en 

el apéndice). 
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Figura 2. 3 Representación de la estructura de la planta 

 

Profundizando, en la parte móvil, esta se encuentra realizada por una barra de sección 

circular de acero inoxidable, además de un apoyo que une el motor y hélice con la barra 

y un segmento circular que permite aumentar el peso del conjunto para evitar, que al 

existir la fuerza de empuje para dar movimiento a la barra, el sistema rote y se vuelque. 

En el extremo posterior de la barra con movimiento rotacional, está sujeto el encoder 

que se mueve con el rodamiento que se observa en la Figura 2.4. En este lugar, es donde 

se ensambla la pieza móvil logrando así, el giro, como se observa en la figura 2.3. 

 

Figura 2. 4 Rodamiento de bola de contacto angular 

Parte Fija 

Parte 

Móvil 

 

Motor  

Hélice 

 

Eje de   

giro 
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El otro extremo de la barra está unido al eje de rotación, que es perpendicular a la barra, 

logrando que la barra móvil gire en el plano vertical.  

 

Además, tiene un graduador entre -70° a 0° para así poder observar la medida del ángulo 

y poder comparar con el valor medido vía software.  

 

 

2.3 Dispositivos eléctricos y electrónicos. 

Además de los elementos estructurales, es preciso la utilización de diferentes 

dispositivos eléctricos y electrónicos. Uno de estos dispositivos como es el motor DC 

brushless es que necesita de un circuito de control electrónico para que funcione. Este 

circuito de control electrónico se denomina controlador electrónico de velocidad o en 

sus siglas en inglés ESC (Electronic Speed Controller), que trabaja enviando una señal 

PWM (Pulse Width Modulation), es decir, modulación por ancho de pulso, y con esta 

variación del pulso controlar la velocidad de giro del motor DC realizado a través del 

ESC que se encuentra conectado al motor por medio de tres cables como se puede 

observar en la figura 2.4. Así mismo, el ESC está conectado por el otro lado a la fuente 

de voltaje y al mismo tiempo al conector que le provee la señal de PWM de control de 

velocidad (en este caso, el dispositivo que genera la señal PWM es el microcontrolador). 

Es importante, hacer notar que como es un motor DC tipo brushless, la fuente de voltaje 

va interconectada al ESC y no directamente al motor DC brushless, de manera que el 

dispositivo ESC es el que proporciona la potencia eléctrica al motor, dependiendo de la 

señal de control recibida. El diagrama de conexión se observa en la figura 2.5. 
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Figura 2. 5 Conexión entre motor-microcontrolador y PC 

 

Para poder medir el ángulo que se mueve la barra se utiliza un encoder HEDS9000 

(Apéndice B.2) véase la figura 2.6, que nos ayuda a medir con una muy buena precisión 

este ángulo y además nos indica el sentido de giro de la barra. 

 

 
Figura 2. 6 Encoder HEDS9000 

 

Fundamentalmente, este tipo de sensor funciona de la siguiente forma, existe un haz de 

luz que pasa a través de los agujeros que tiene la rueda, y que estas producen una especie 

de onda cuadrada o tren de pulsos que tiene ancho variable que depende de la velocidad 

de giro de la misma. Después, es suficiente saber si la señal baja o sube para así lograr 

determinar la posición, asimismo, la dirección o sentido de giro se puede saber por 

medio de las dos señales desfasadas en noventa grados, o sea en cuadratura, ya que en 

función de que canal adelanta o atrasa en fase se determina el sentido de giro, como se 

muestra en la figura 2.7. 
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Figura 2. 7 Sentido o Dirección en el Sensor 

 

El sistema de control se va a ejecutar con la ayuda de la programación en un computador 

con el software de MatLab, se utilizará el entorno Simulink de MatLab. Utilizando este 

software, se comunica con el sistema de manera que se recepta la señal que proviene 

del encoder que mide la posición angular y se procesa esta información en el sistema de 

control y este emite la señal que da movimiento al motor a una velocidad establecida. 

Hasta ahora, se ha hablado, de un sistema de control y de un sistema mecánico 

controlado y de la comunicación entre ellos, justamente para esta comunicación se 

necesitará un dispositivo electrónico que logre esta comunicación. Este dispositivo es 

el microcontrolador, que tiene pines de entrada y de salida para interconectarse con los 

sensores y el ESC. El microcontrolador posibilita el manejo y la visualización de los 

datos de entrada y de control desde el computador por medio de un interfaz con el 

sistema realizado con MatLab. 

 

Para proporcionar al motor DC sin escobillas la potencia eléctrica para funcionar 

correctamente se necesita una fuente de corriente continua o una batería que será 

conectada al ESC. 

 

Como la planta se va a utilizar para fines investigativos, muchas veces en distintos 

lugares se utilizará una fuente de corriente continua en vez de una batería. 

Conjuntamente, la fuente de corriente continua, tiene la ventaja de proporcionar un valor 
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de corriente continua constante y estable todo el tiempo que se necesite, con esto se 

regula el voltaje que se le proporciona y necesite al controlador ESC por medio de un 

interruptor. 

 

En las especificaciones del motor se informa que para que el motor trabaje de forma 

óptima se debe alimentar con un voltaje de 24 Voltios DC y que proporcione una 

intensidad de corriente de por lo menos 5 amperios. Por lo que se decidió utilizar la 

fuente de alimentación Hewlett Packard DPS-1200FB que nos da estas prestaciones 

como podemos observar en la figura 2.8. 

 

 
Figura 2. 8 Hewlett Packard DPS-1200FB 

 

Esta fuente de alimentación Hewlett Packard DPS-1200FB, tiene las siguientes 

especificaciones: 1,5 plg x 7,75 plg x 3 1/2 plg y tiene un peso de alrededor de 1 Kg. 

con una capacidad de potencia para suministrar 900W, o sea, un amperaje de 75A a 

12V. 
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Se debe recordar que esta es una fuente de alimentación para servidores. Por lo que hay 

que hacer unos ligeros cambios en esta fuente como colocar un interruptor de encendido 

y además de proporcionar la salida requerida. Al observar la placa del circuito impreso 

de la fuente en el extremo posterior se debe notar lo siguiente: 

 

Observando la fuente de izquierda a derecha se tiene: 

 

1. Seis terminales delgados rotulados 33 a 38. 

2. Dos terminales anchos etiquetados 51 y 64 los cuales son los terminales de salida de 

retorno (-) y (+), respectivamente. 

 

Al no conectar los terminales delgados correctamente, el suministro nunca 

proporcionará la potencia de salida y esto es indicado por medio del LED verde y por 

el ventilador que se enciende. La razón de esto, es que cuando estos suministros están 

conectados a un gran grupo de servidores, estas placas de circuito se conectan a un 

conjunto de terminales que permiten que el suministro funcione correctamente. Dado 

que no se tiene ese grupo de servidores, tenemos que agregar una resistencia adecuada 

entre esos terminales. Por lo tanto, lo que se tiene que hacer es soldar una resistencia 

entre un valor de 330 a 1000 ohmios, de alrededor de 1 W, entre los terminales 33 y 36, 

como se muestra en la figura 2.9.  

 

 

 

 
Figura 2. 9 Hewlett Packard DPS-1200FB con resistencia 1000 ohms 
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Una vez realizado esto, se prueba el suministro y se comprueba que el ventilador 

funcione, que el LED verde se encienda y finalmente se mide aproximadamente 12V 

entre los dos terminales anchos en la placa de circuito de salida. 

 

Sin embargo, los motores requieren 7,8 VDC, por lo tanto, hubo la necesidad de agregar 

una tarjeta convertidora de 12 V a 7,8 V por lo que se necesitaron 4 transistores de 

poder, un regulador de voltaje con sus respectivos capacitores y por el hecho de la 

elevación de la temperatura en los transistores por manejar varios amperios se colocaron 

disipadores de calor y dos ventiladores (coolers), su circuito se puede observar en la 

figura 2.10 y en la figura 2.11. 

 

 

 

Figura 2. 10 Diagrama electrónico de tarjeta convertidora 
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Figura 2. 11 Foto de tarjeta convertidora 

 

Otro elemento que se utiliza, como ya se ha mencionado, es el motor DC brushless o 

motor DC sin escobillas, como se muestra en la figura 2.12,  

 

 
Figura 2. 12 Motor DC Brushless 

 

En la actualidad, este tipo de motores se utilizan en muchas empresas industriales como 

en los  automóviles, en la industria aeroespacial, en la medicina en equipos de 

automatización, en dispositivos de instrumentación, etc. 

 

Una de las características más importante de este tipo motor DC es que como su nombre 

indica es que no tiene escobillas para cambiar la polaridad, sino que para hacerlo utiliza 

un circuito de control electrónico que se denomina variado de velocidad electrónico se 
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sus siglas en inglés ESC (Electronic Speed Controller).  En estos motores, una de sus 

partes son los imanes permanentes (que son de neodimio generalmente), que se 

localizan en el rotor, o sea, en la parte móvil del motor, mientras que en el estator que 

es la parte fija del motor se encuentra el bobinado se encuentra. Al no tener escobillas, 

hace que no exista la fricción entre el rotor y el estator, de manera que se reduce el 

consumo de la potencia y aumenta la eficiencia del motor, porque se minimiza la pérdida 

de calor, permitiendo un mayor rango de velocidad al no estar limitado mecánicamente.  

 

Además, los motores BLDC, disminuye el mantenimiento, mayor vida útil, menor 

ruido, mayor respuesta dinámica y mayor durabilidad pero no todo es ventaja, también 

tienen ciertos puntos desfavorables como tiene un mayor costo por la necesidad del 

control y funcionamiento de su ESC y además su circuito de control es bastante 

complejo.  

 

Como este tipo de motores es muy frecuentemente utilizado en lo que se refiere al 

control por radio en el aeromodelismo como por ejemplo en los drones, por lo tanto, se 

tiene una gran gama en este tipo de motores y de controladores electrónicos para los 

mismos con gran variedad de precios y características para realizar cualquier proyecto. 

 

En lo que respecta al funcionamiento de los motores sin escobillas, es muy importante 

conocer cada uno de sus componentes. Estos motores BLDC, tienen dos partes, una 

parte que es móvil, es decir, que gira, conocida como rotor, constituida por imanes 

permanentes; y la otra parte que es fija, llamada estator, que es donde están ubicadas las 

bobinas por las que circula la corriente eléctrica. En función de la posición relativa entre 

estos elementos, el estator y rotor, pueden existir dos tipos de motores sin escobillas: 

los motores inrunner y los motores outrunner. En el caso del primer tipo, el bobinado 

fijo está en la parte externa, encerrando al rotor, que está en la parte interna contiguo a 

los imanes permanentes, mientras que en el segundo tipo se tiene al rotor en la parte 

externa, que tiene a los imanes permanentes, y en la parte interna es en donde se 
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encuentra el estator en donde se encuentran las bobinas conductoras como se observa 

en la figura 2.13.  

 

 
Figura 2. 13 Diagrama interno del motor DC Brushless 

 

Una vez que se ha referido acerca de los motores DC sin escobillas (BLDC), estos 

motores necesitan un controlador electrónico de velocidad como se ve en la figura 2.14, 

que proporciona al motor una señal de potencia y cuyo funcionamiento es el transformar 

el voltaje de corriente continua en un voltaje alterno que se aplica al motor para así por 

medio de esta señal ajustar el número de revoluciones o el número de vueltas del eje del 

motor para así poder controlar la velocidad del motor. 

 

 
Figura 2. 14 Controlador electrónico de velocidad 

 

El controlador de velocidad electrónico cuenta con varias conexiones que son 

indispensables para el funcionamiento del motor DC sin escobillas, tres conexiones que 
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salen directamente al motor y estos proveen la señal de control, dos conexiones que dan 

la alimentación y que se conectan a la fuente de alimentación, además de una conexión 

para la señal de información por donde se recibe la señal de modulación por ancho de 

pulso (PWM) para el control de velocidad del motor y una conexión para la referencia 

a tierra. 

 

La señal de control tipo PWM, que es la señal que recibe el ESC para que se logre el 

movimiento del motor DC se fundamenta en tener un pulso con un tiempo de duración 

que se encuentra entre 1 y 2 milisegundos y una amplitud entre 0 a 5 Voltios. El cambio 

en el ancho de pulso en este rango de tiempo es lo que controla electrónicamente la 

velocidad del motor, obteniendo mayor o menor potencia. Cuando la duración del ancho 

de pulso es menor o igual a 1ms el motor permanece inmóvil ya que corresponde a la 

velocidad mínima del motor, y conforme aumenta la duración del pulso aumenta la 

velocidad de giro del motor, hasta un máximo cuando alcanza los 2ms. Esta señal PWM 

la genera el microcontrolador por medio de su programación y esta señal se muestra en 

las figuras 2.15 y 2.16. 

 

 

 

Figura 2. 15 Señal de control PWM 
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Figura 2. 16 Señal PWM observadas con osciloscopio 

 

Hay que tener en cuenta que la señal PWM es la que recibe el ESC desde el 

microcontrolador y no directamente el motor. La señal que permite que sea mayor o 

menor la potencia para el motor está en función de la señal PWM y también del voltaje 

de la fuente de alimentación a la que está conectado al controlador ESC. 

 

El USB-6009 es un dispositivo DAQ multifunción de bajo costo, como se observa en la 

figura 2.17. Ofrece E/S analógicas, E/S digitales y un contador de 32 bits. El USB-6009 

brinda funcionalidad básica para aplicaciones como registro de datos simple, medidas 

portátiles y experimentos académicos de laboratorio. El dispositivo tiene una cubierta 

mecánica ligera y es energizado por bus para fácil portabilidad. Puede conectar 

fácilmente sensores y señales al USB-6009 con conectividad de terminal de tornillo. El 

controlador NI-DAQmx y la utilidad de configuración incluidos simplifican la 

configuración y las medidas. 

 



38 

 

 

Figura 2. 17 Controlador NI-DAQmx 

 

2.4. Elementos de Software 

MATLAB es un entorno de lenguaje técnico computacional de gran utilidad en lo que 

corresponde al cálculo numérico y visualización. Observar la figura 2.18 y figura 2.19. 

Este entorno tiene:  

 Cálculo Diferencial e Integral 

 Cálculo Vectorial y Matricial  

 Análisis Numérico  

 Gráficos 

 Tratamiento de señales  
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Figura 2. 18 Ícono de Matlab 

 

Es un software fácil de usar, cuyos problemas tanto matemáticos como físicos y sus 

respectivas soluciones son expresados de forma matemática, sin una programación tan 

exhaustiva. El nombre del software procede de “MATrix LABoratory” (Laboratorio de 

Matrices). MATLAB fue creado para obtener una solución y programación sencilla al 

cálculo matricial. MATLAB es un sistema interactivo que como se dijo anteriormente 

la parte más básica de recolección o ingreso de datos es una matriz la cual no necesita 

dimensionamiento, lo que permite resolver problemas numéricos como ecuaciones 

diferenciales o métodos de elementos finitos en muy poco tiempo y en menor tiempo 

con respecto a lo que demoraría en resolver por medio de otros lenguajes de 

programación matemática como COBOL o FORTRAN o lenguajes de programación 

como C o BASIC. 

 

Esta herramienta de software matemático, se ha desarrollado en los últimos años por 

medio de muchos usuarios. Ya que en lo que respecta a la parte de investigación 

académica realizada en instituciones universitarias, éste software es la herramienta de 

enseñanza para variados cursos como álgebra lineal, cálculo, métodos numéricos y para 

otros cursos avanzados en áreas como robótica, dinámica, mecánica, electrónica, etc. Y 

en la parte industrial, MATLAB se usa para tanto la investigación como la resolución 
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de problemas netamente prácticos relacionados a la ingeniería y las matemáticas sin 

olvidar el procesamiento de señales y de las aplicaciones los sistemas de control 

continuo y discreto por medio de programación o utilizando elementos específicos que 

son los llamados TOOLBOX. Los TOOLBOX son simplemente librerías de funciones 

que se encuentran relacionadas a las diversas aplicaciones que extienden el entorno 

MATLAB para resolver problemas como:  

 

 Tratamiento de señales  

 Sistemas de control  

 Financiero 

 Simulación y control de sistemas dinámicos  

 Identificación de sistemas  

 Mapeo y procesamiento de imágenes 

 Redes neuronales 

 Instrumentación y adquisición de datos 

 

La principal particularidad de este software es posiblemente su capacidad de evolución, 

creando sus propias aplicaciones, por medio de la escritura de scripts en lenguaje 

matemático, implementación de aritmética compleja por medio de matrices y realizando 

funciones con archivos. Ver figura 2.19. 
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Figura 2. 19 IDE de Matlab 

 

Para la parte de control se utilizará Simulink que es un paquete de software para 

modelar, simular y analizar sistemas dinámicos. Además, puede soportar sistemas 

lineales y no lineales, modelos en tiempo continuo, tiempo discreto, o un híbrido de los 

dos. Simulink genera archivos con extensión.mdl (de modelo). Ver figura 2.20: 

 

 
Figura 2. 20 Librería de Simulink 

 

Algunas de sus características: 

 

 Editor gráfico para crear y gestionar diagramas de bloques jerárquicos 
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 Bibliotecas de bloques predefinidos para modelar sistemas continuos y 

discretos 

 Motor de simulación con solvers de ecuaciones diferenciales ordinarias de paso 

fijo y paso variable 

 Scopes y data displays para ver los resultados de la simulación 

 Herramientas de gestión de proyectos y datos para administrar los archivos y 

los datos del modelo 

 Herramientas de análisis de modelos para perfeccionar la arquitectura del 

modelo y aumentar la velocidad de simulación 

 Bloque MATLAB Function para importar algoritmos de MATLAB en 

modelos. 

 

En lo que respecta a la simulación en el entorno de Simulink, tiene varios métodos de 

integración como puede ser lineal, Runge-Kutta de tercer o quinto orden, etc. Al estar 

efectuando la simulación no es posible cambiar los parámetros generales, pero si es 

posible realizar cambios en los valores específicos de cada bloque, permitiendo que 

Simulink tenga mayor ventaja interactiva para la ejecución de pruebas.  

 

Si a lo anterior, añadimos a la simulación, que se puede conseguir un modelo del control 

del sistema con respecto a perturbaciones, se puede decir que Matlab es un software 

muy interesante en varias ramas de la ingeniería para el análisis de datos o para el 

análisis y diseño de modelos matemáticos lineales y no lineales. 

 

Además de la parte de control, se realiza una comunicación entre la planta y el sistema 

mecánico virtual, es decir la interacción hombre máquina por medio de un pequeño 

Scada. Para esto utilizamos el mismo software MATLAB, pero la parte denominada 

SimMechanics que es un modelado físico ver figuras 2.21. 
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Figura 2. 21 Diagrama de tiempo de modelos físicos de Mathwork 

 

 

 

 

Ahora bien, SimMechanics, es un modelo de diagrama de bloques para la ingeniería de 

diseño y simulación de máquinas de cuerpo rígido y sus movimientos, con dinámica 

newtoniana estándar de fuerzas y pares. Con SimMechanics, se puede modelar y simular 

sistemas mecánicos por medio de un conjunto de herramientas para especificar los 

cuerpos y sus propiedades de masa, su posible movimiento, restricciones cinemáticas y 

sistemas de coordenadas, y poder medir los movimientos del cuerpo, ver figura 2.22. 

 

 

 
Figura 2. 22 Librería de Simscape – Simmechanics 
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SimMechanics está basado en Simscape, que es la plataforma para la simulación de 

modelos físicos, que abarca la modelización y el diseño de sistemas, Según los 

principios físicos básicos. Simscape se ejecuta dentro del entorno Simulink y 

MATLAB. A diferencia de los bloques de Simulink que representan operaciones u 

operan sobre señales, los bloques de Simscape representan componentes Ver figura 2.23 

y figura 2.24.  

 

 
Figura 2. 23 Componentes de Simscape 

 

 
Figura 2. 24 Diagrama de control de Simmechanics (Ejemplo en Matlab) 
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3.- MODELADO MATEMÁTICO DE LA 

PLANTA 

3.1 Introducción 

Para desarrollar este proyecto es muy importante elaborar el modelo matemático de la 

planta para esto se necesita tener un completo dominio sobre la planta y de las leyes 

físicas que rigen a la misma. 

 

Ahora, como la planta es prácticamente, un péndulo físico, se debe obtener su función 

de transferencia para lo cual se puede partir utilizando las siguientes herramientas: 

 

1.- Por medio de la ecuación de Newton, ya que al tomar en cuenta las características 

rotacionales de la planta, se puede utilizar la teoría y las ecuaciones de Newton acerca 

del momento angular que actúa en un sólido rígido, que es un estudio de la mecánica en 

medios continuos. 

 

2.- Por medio de la ecuación de Euler - LaGrange, como los modelos matemáticos de 

sistemas físicos, se pueden obtener de las ecuaciones de energía sin necesidad de utilizar 

las leyes físicas de Newton, por lo tanto para obtener las ecuaciones del movimiento de 

ciertos sistemas mecánicos, se debe tener un buen conocimiento de la energía cinética 

y energía potencial de la misma y para esto se debe tener un conocimiento previo del 

Lagrangiano, coordenadas generalizadas y el principio de Hamilton. 

 

Luego de obtenidas estas ecuaciones se debe linealizar la función de transferencia y así 

obtiene un modelo matemático de la planta no lineal y lineal. 
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3.- Como se hablaba al principio, para que todo esto se cumpla a cabalidad debemos 

tener pleno conocimiento de todas las variables que rigen el movimiento, por lo tanto, 

utilizamos para comparar la parte teórica, una forma experimental que no es más que la 

identificación del modelo del sistema de la planta por medio de métodos numéricos con 

simulink de Matlab y obteniéndose así una función de transferencia experimental. 

 

Es así que, conociendo el modelo matemático, se puede pronosticar el movimiento del 

sistema y así estudiar su comportamiento, observar e investigar el efecto de la variación 

de los parámetros sobre el movimiento y analizar el efecto de las entradas sobre las 

salidas del sistema. 

 

3.2 Ecuaciones del movimiento por medio de Newton 

Para obtener las ecuaciones del movimiento, se tiene que analizar el sistema físico, el 

cual está constituido como se ha visto anteriormente por una barra fija y por otra barra 

móvil que gira respecto a la fija en el plano vertical como se observa en la figura 3.1. 

La barra fija no necesita un análisis dinámico. Por lo que el análisis debe ser en la barra 

que gira como de las fuerzas que intervienen sobre esta y de los momentos que actúan 

en la misma para poder conseguir un modelo matemático dinámico.  

 

 
Figura 3. 1 Esquema del sistema a analizar 
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Por lo tanto, sobre la barra móvil intervienen diferentes fuerzas que son aquellas que 

causan el movimiento de esta. Se puede observar en la figura 3.2. Estas fuerzas actuantes 

son: 

 

 

Figura 3. 2 Fuerzas que actúan sobre la estructura 

 

La fuerza que realiza la hélice por medio del motor DC sin escobillas denominada fuerza 

de empuje (FHélice). 

La fuerza de la barra por influencia de la aceleración de la gravedad que es en si el peso 

de la barra y que se coloca en el centro de gravedad de la misma. 

La posición angular denominada θ 

Finalmente, la reacción R, que se encuentra en el otro extremo de la barra en la parte 

articulada, la velocidad en este punto es cero en cualquier tiempo y el eje de giro va a 

pasar por él. Físicamente, esto se da, en el punto de articulación, y en este punto se 

realiza una fuerza de reacción en la barra que evita que la barra se separe o salga 

disparada. 

 

Ahora bien, al existir un movimiento relativo entre la barra fija y la móvil, se coloca un 

eje de referencia para poder comprender las fuerzas que trabajan en el sistema físico. 

En la Figura 3.2, se puede observar esta referencia.  

 

El sistema de referencia XY es inercial y el sistema de referencia X’Y’ es el que está 

relacionado con la barra móvil.  

FHélic

e 

Centro de 

gravedad  

R 
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La fuerza que provoca la gravedad sobre cada dispositivo de la estructura se consigue 

formular como el peso de cada dispositivo que no es más que el producto de la masa 

por la gravedad, la fuerza procedente por el peso se representará como W de cada 

elemento de la estructura. La fuerza que provoca el movimiento de la hélice que se 

denomina fuerza de empuje tiene una dirección perpendicular a la barra móvil y su 

sentido dependerá del movimiento de la hélice. Como en ese sitio la barra puede girar 

en sentido horario o antihorario pero no moverse o desplazarse, surge la fuerza de 

reacción (Tercera ley de Newton) la cual se opone al movimiento o deslizamiento pero 

no a la rotación.  

Por lo tanto, como se observó al principio las fuerzas que permiten precisar la posición 

angular denominada θ serán el peso de la barra, el peso del conjunto motor - hélice y la 

fuerza que origina la hélice que es una fuerza variable dependiente de las revoluciones 

del eje del motor. 

 

De estas observaciones obtenemos las siguientes ecuaciones de fuerza: 

 

Fbarra = mg   (3.1) 

 

Fempuje = Fhélice = f(ω)   (3.2) 

 

R = Rx + Ry   (3.3) 

 

 

Con estas ecuaciones, se puede analizar que el peso al ser una constante, lo único que 

permite modificar el ángulo de la barra móvil es el cambio de la fuerza de empuje que 

genera la hélice que es controlada o que se encuentra en función de la velocidad de giro 
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del eje del motor DC. Se debe tomar muy en cuenta que al modificar la fuerza de empuje 

también cambiará la dirección de la fuerza debido al cambio de posición angular; sin 

embargo, la dirección del peso es siempre la misma desde el marco de referencia 

inercial.  

 

Sin embargo, si observamos las ecuaciones anteriormente descritas, uno se dará cuenta 

que no existe relación entre estas fuerzas y la posición angular, además no hay que 

olvidar que el movimiento a controlar en esta planta es el de rotación de la barra. La 

razón de cambio de la rotación de un cuerpo sólido está establecida por la variación de 

su velocidad angular, por lo que se deben encontrar otras ecuaciones que describan las 

fuerzas y se relacionen con el ángulo de rotación, entonces, como el propósito es 

controlar la posición de la planta, se debe encontrar en la ecuación la relación entre el 

ángulo θ y la fuerza de empuje de la hélice. 

 

Para lograr encontrar esta ecuación, hay que basarse en la teoría de mecánica que estudia 

la dinámica de los cuerpos con la interacción de fuerzas, así como su variación con 

respecto al tiempo. Para esto, se utilizará la teoría mecánica del sólido rígido no 

deformable de Newton, cuya definición en física es muy importante para obtener una 

ecuación de movimiento efectiva.  De esta conceptualización se aplica la ley de 

conservación del torque o momento, con la que se logra tener una ecuación de 

movimiento que consigue relacionar la posición angular de la barra móvil, θ, con cada 

una de las fuerzas que interactúan en el sistema.  

 

Para comprender la obtención de la ecuación se puede utilizar el estudio de este sistema 

como el de un péndulo físico o compuesto, que no es más que un péndulo real que utiliza 

un cuerpo de tamaño finito, a diferencia que el modelo matemático idealizado de un 

péndulo simple en donde toda la masa se considera puntual, es decir, que se centraliza 

en un solo punto, como se observa en la figura 3.3.  
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Aunque es importante indicar que si las oscilaciones son pequeñas, el análisis del 

movimiento de un péndulo real es similar y tan sencillo como el de uno simple.  

 

 

Figura 3. 3 Diagrama de fuerzas (Serway, 2008) 

 

La figura permite observar un cuerpo que puede girar alrededor de un eje que pasa por 

el punto de origen O. Al estar en la posición de equilibrio, el centro de gravedad está 

directamente abajo del eje, el cuerpo está movido del equilibrio un ángulo θ, que se 

usará como elemento de coordenada para todo el sistema. La distancia de punto rotación 

o giro hasta el centro de gravedad es l, por lo que el momento de inercia de este cuerpo 

en torno a el eje de rotación es I y la masa de esta es m. Cuando el cuerpo se mueve 

como se logra observar en la figura 3.3, el peso causa un torque de reposición o también 

llamado de reacción. En otras palabras, este torque es en sentido horario, o si es del lado 

contrario este movimiento sería en sentido antihoriario. (Giancolli, 2008) 
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El movimiento a controlar en esta planta es el de rotación de un sólido alrededor de su 

eje central de inercia. La variación del ciclo de rotación de la barra está dada por la 

variación de su velocidad angular, es decir, la ecuación de desplazamiento angular de 

rotación de la barra, es igualar los torques al momento de inercia del cuerpo por la 

aceleración angular que es semejante a la segunda ley de Newton lineal y esta será la 

que se utilice para plantear la ecuación que relacione la posición angular con las fuerzas 

actuantes en el sistema. (Vallejo. 2002) 

 

Para tener estas ecuaciones partimos de que una fuerza neta o la sumatoria de todas las 

fuerzas que se actúan sobre un objeto causa la aceleración del objeto y que dicha aceleración 

es proporcional a la fuerza neta. Estas observaciones son el fundamento del modelo de 

una partícula en dependencia de una fuerza neta, donde su representación matemática 

es la segunda ley de Newton.  

 

Sin embargo, para el estudio del sistema analizado se necesita el equivalente rotacional 

de la segunda ley de Newton, donde la aceleración angular de una barra rígida giratoria 

que se encuentra fija a un eje es proporcional al momento de torsión neto que gira en 

torno a este eje, como se observa en la figura 3.4.  

 

Figura 3. 4 Diagrama de fuerza en dirección radial 

 

Si se considera una partícula como se muestra en la figura 3.4, de masa m que se 

encuentra rotando con una trayectoria circular de radio r con el predominio de una fuerza 

neta tangencial y radial. Esta fuerza neta radial que actúa sobre la partícula hace que se 

mueva en una trayectoria circular como se habló anteriormente, con una aceleración 
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centrípeta y la Ft fuerza tangencial neta provee una at aceleración tangencial. (Tippens. 

2001) y se representa en la siguiente ecuación: 

 

 

∑Ft  = mat  (3.4) 

 

Ahora bien, la magnitud del momento de torsión neto o también llamado torque que 

está en función de la fuerza neta en la partícula alrededor a un eje a través del centro 

del círculo como se ve en la siguiente figura 3.5. 

 

 

Figura 3. 5 Diagrama de objeto rígido giratorio (Serway, 2008) 

 

 

 

∑τ = ∑Ftr  = matr   (3.5) 

Ya que la aceleración tangencial se relaciona con la aceleración angular a través de 

 

at = αr     (3.6) 
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∑τ = m(αr)r    (3.7.a) 

 

∑τ = mr2α    (3.7.b) 

 

∑τ = Iα    (3.8) 

 

De manera vectorial tenemos: 

 

∑𝑟  �⃗�𝑒𝑥𝑡 = 𝐼⃗⃗⃗    (3.9) 

 

En el caso del sistema, se tiene dos dispositivos que contribuyen con momento de 

inercia, uno es la masa total de la barra móvil y el otro es la masa del motor DC. Estos 

momentos de inercia deben calcularse de forma diferente e independiente y finalmente 

sumarse para obtener el momento de inercia total del sistema en forma general.  

 

El momento de inercia de un objeto rígido se calcula al suponer al objeto dividido en 

numerosos elementos pequeños y cada uno de estos tiene masa m y se utiliza la 

siguiente definición: 

 

I = ∑ ri
2∆mii     (3.10) 
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Al tomar el límite de esta sumatoria a medida que m tienda a cero, como es continua, 

esta se convierte en una integral sobre el volumen del objeto y queda de la siguiente 

manera: 

𝐼 = lim
∆𝑚𝑖→0 

∑ 𝑟𝑖
2∆𝑚𝑖𝑖 = ∫𝑟2𝑑𝑚  (3.11) 

 

Como en la planta se tiene una barra rígida uniforme de longitud L, y con masa M, como 

se puede observar en la figura 3.6.  

 

Figura 3. 6 Diagrama de barra rígida  de longitud L 

 

Para el cálculo de momentos de inercia normalmente se deja en términos del volumen 

de los objetos, en lugar de su masa y la ecuación para relacionar el volumen V con la 

masa m, es: 

ρ =
M

V
 

        (3.12) 

Donde  es la densidad del objeto y por lo tanto el diferencial de masa equivale a: 
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dm = ρdV     (3.13) 

 

dm = ρAdx     (3.14) 

 

Al sustituir la ecuación 3.12 en la ecuación 3.15, queda: 

 

I = ∫ρAx2 dx  

        (3.15) 

I = ∫
M

V
Ax2 dx   

        (3.16) 

I =
M

L
∫ x2 dx

L/2

−L/2

 

        (3.17) 

I =
M

L
(
x3

3
)

−L/2

L/2

 

        (3.18) 

I =
1

12
ML2 

        (3.19) 

Y de esta manera se puede calcular el momento de inercia de cualquier objeto, como se 

puede ver en la siguiente figura 3.7 (Serway, 2008): 
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Figura 3. 7 Momentos de Inercia de objetos rígidos (Fuente: Serway, 2008) 

Para finalizar este análisis, debemos tomar en cuenta que la entrada al sistema es la 

fuerza de empuje realizada por la hélice en función del motor DC sin escobillas y la 

salida del sistema es el ángulo que forma la barra móvil con la referencia que es la barra 

estática vertical.  

Iα =  ∑τ 

        (3.20) 
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La ecuación, simboliza una ecuación ideal del desplazamiento de la barra a analizar. Sin 

embargo, se debe añadir un término que representará la fuerza de fricción o de 

rozamiento existente por que el sistema se encuentra inmerso en un fluido como es en 

este caso el aire, además también se tiene  un rozamiento por el eje de giro, ya que este 

tiene un rodamiento con un rozamiento pequeño, estos dos elementos de fricción se 

pueden establecer como una sola fuerza de fricción que es proporcional a la velocidad 

angular, , este término está simbolizado por θ̇̇ y nos queda: 

I
d2θ

dt2
= −kl2

dθ

dt
− 𝑚𝑔𝑙senθ + lFempuje 

        (3.21) 

Iθ̈ = −kl2θ̇ − 𝑚𝑔𝑙senθ + lFempuje 

        (3.22) 

Iθ̈ + kl2θ̇ + 𝑚𝑔𝑙senθ = lFempuje 

        (3.23) 

Donde I es el momento de inercia del sistema, es la sumatoria del producto vectorial de 

la posición donde se aplica la fuerza respecto del eje de giro por la fuerza aplicada, y k 

es una constante que representa al coeficiente de rozamiento que existe en el eje de giro 

de la estructura. 

θ̈ +
kl2

I
θ̇ +

mgl

I
senθ =

l

I
Fempuje 

        (3.24) 

3.3 Ecuaciones del movimiento por medio de Euler – LaGrange 

Los modelos matemáticos de cada uno de los sistemas físicos pueden resultar del 

análisis de la conservación de la energía sin necesidad de aplicar las leyes de Newton. 
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Ahora, se presenta un método para encontrar la ecuación de movimiento de este sistema 

mecatrónico, por medio de la utilización de las energías cinética y potencial, a través de 

Lagrange, para obtener el modelo matemático. 

 

Al obtener las ecuaciones de movimiento para un sistema mecánico complejo, es mejor 

realizarlo utilizando dos o más métodos, uno podría ser basado en la segunda ley de 

Newton como se lo hizo anteriormente, otro podría ser por medio del método Euler - 

Lagrange para así verificar que sea correcto el modelo que se obtenga. Por esta razón, 

el método de Lagrange es un muy apropiado para obtener las ecuaciones del 

sistema. Para conseguir las ecuaciones de movimiento por Euler - Lagrange, es preciso 

definir lo que se denomina coordenadas generalizadas y el Lagrangiano, para constituir 

el principio de Hamilton y obtener así el modelo matemático. 

 

Para realizar este análisis debemos tener en cuenta ciertos conceptos. 

Las coordenadas generalizadas de un sistema son un grupo de coordenadas 

independientes que se utilizan para representar el movimiento del sistema. El número 

de estas coordenadas generalizadas preciso para representar el movimiento es igual al 

número de grados de libertad del sistema. Si un sistema que se esté analizando necesita 

n coordenadas generalizadas 𝑞1,  𝑞2,  𝑞3, … . , 𝑞𝑛  , necesitará considerar a estas n 

coordenadas generalizadas como coordenadas de un sistema coordenado de dimensión 

n en un espacio de dimensión n. Por lo tanto, en cualquier instante de tiempo, el sistema 

se determina por medio de un punto en este espacio de dimensión n. Al ocurrir y pasar 

el tiempo, el punto del sistema en este espacio de dimensión n, se mueve y representa 

una curva en el espacio. Esta curva constituye el movimiento del punto en el sistema, 

como se puede observar en la figura 3.8. 
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Figura 3. 8 Diagrama de movimiento de partícula en 3D 

 

El Lagrangiano, que se simboliza con la letra L, de un sistema, se define como: 

 

 

L = Ec − Ep     (3.25) 

 

 

Donde Ec es la energía cinética del sistema y Ep es la energía potencial del sistema. El 

Lagrangiano en forma general es una función de 𝑞𝑖, �̇�𝑖, [1,. (í = l, 2, . . ., n)] y del tiempo 

t, es decir: 

 

L(𝑞𝑖, �̇�𝑖, t)     (3.26) 

 

El principio de Hamilton indica que el movimiento del punto del sistema en el espacio 

de dimensión n desde un tiempo t = t1 a t = t2, es tal que se puede observar en la siguiente  

integral. 

 

I = ∫ L(𝑞𝑖, �̇�𝑖, t)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡    𝑖 = 1,2,3,… . 𝑛 

        (3.27) 



60 

 

Y esta integral es un valor extremo (máximo o mínimo) de la trayectoria del 

movimiento. 

La demostración de las ecuaciones de movimiento de LaGrange se puede observar en 

el apéndice C. Sin embargo, la ecuación que queda es la siguiente: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0 

        (3.28) 

A esta ecuación se le denomina ecuación de Euler – LaGrange. Por lo tanto, también se 

le llama ecuación de movimiento de LaGrange para el sistema conservativo. 

Si el Lagrangiano depende de las n coordenadas generalizadas, de sus correspondientes 

derivadas, es decir, de sus n velocidades generalizadas y además del tiempo t, entonces 

tenemos: 

 

L = L(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, … , 𝑞𝑛;  �̇�1, �̇�2, �̇�3, … . , �̇�𝑛; t)  

      (3.29) 

Y las ecuaciones se Euler – LaGrange son: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0   (𝑖 = 1,2,3, . . , 𝑛) 

        (3.30) 

Las n ecuaciones que se obtienen son las ecuaciones de movimiento de LaGrange para 

el sistema conservativo. 

Ahora, para el sistema que se está estudiando, al comportarse como un péndulo, ver 

figura 3.9, se realizará el análisis del mismo: 
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Figura 3. 9 Diagrama de péndulo simple 

Este sistema planteado tiene un grado de libertad y el ángulo que se puede observar en 

la figura 3.9 y la figura 3.10,   que es la única coordenada generalizada. 

 

Figura 3. 10 Diagrama de barra rígida uniforme con centro O 

La energía cinética del sistema es: 

EC =
1

2
m(lθ̇)2 

        (3.31) 

Si se supone que la posición de la masa cuando el ángulo  es igual a cero, la energía 

potencial se puede describir con la ecuación: 
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Ep = mgl(1 − cosθ) 

        (3.32) 

Entonces al aplicar el Lagrangiano, tenemos: 

L = Ec − Ep  

      (3.33) 

 

L =
1

2
𝑚(𝑙𝜃)̇2 − 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

        (3.34) 

 

Por lo tanto, al aplicar la ecuación del movimiento de Euler – LaGrange tenemos: 

 

 

d

dt
(
∂L

∂θ̇
) −

∂L

∂θ
= 0 

        (3.35) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕

𝜕�̇�
(
1

2
𝑚(𝑙𝜃)̇2 − 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃))) −

𝜕

𝜕𝜃
(
1

2
𝑚(𝑙𝜃)̇2 − 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)) = 0 

          (3.36) 

d

dt
(ml2θ̇) + mglsen(θ) = 0 

        (3.37) 

ml2θ̈ + mglsen(θ) = 0 

        (3.38) 
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Luego, que ya tenemos la ecuación diferencial del péndulo simple por medio de la 

ecuación Euler – Lagrange, se debe convertir este péndulo ideal al péndulo compuesto 

y forzado, para esto hay que recordar que se tomará en cuenta el torque que se da por la 

fuerza de rozamiento y esta fuerza se supone es proporcional a la velocidad angular, y 

finalmente se agrega el torque de la fuerza que es realizada por las hélices esto queda 

de la siguiente manera:  

 

ml2θ̈ + cθ̇ + mgl senθ = Fempuje l 

        (3.39) 

Luego se debe recordar que: I = ml2 , 𝑐 = kl2 y dividiendo la ecuación para I, se tiene 

lo siguiente: 

 

θ̈ +
kl2

I
θ̇ +

mgl

I
senθ =

l

I
Fempuje 

        (3.40) 

Una manera más de obtener el modelo matemático es partiendo directamente del hecho 

de que la planta es un sistema oscilador armónico forzado y con amortiguamiento, ahora 

este amortiguamiento es una fuerza no conservativa y se la puede asumir como una 

función proporcional a la velocidad, al considerar esta manera las fuerzas generalizadas 

para el amortiguamiento se pueden obtener  

𝐹 =
1

2
𝑏�̇�2 

        (3.41) 

𝑄𝑖 = −
𝜕𝐹

𝜕�̇�𝑖
 (𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛) 
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        (3.42) 

Y la ecuación del movimiento será 

L = Ec − Ep + 𝐸𝑓𝑜𝑟𝑧𝑎𝑑𝑜 

        (3.43) 

L =
1

2
𝑚(𝑙𝜃)̇2 − 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) + 𝑙𝜃𝐹𝑒𝑚𝑝𝑢𝑗𝑒 

        (3.44) 

 

d

dt
(
∂L

∂θ̇
) −

∂L

∂θ
= Q 

        (3.45) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕

𝜕�̇�
(
1

2
𝑚(𝑙𝜃)̇2 − 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃)))

−
𝜕

𝜕𝜃
(
1

2
𝑚(𝑙𝜃)̇2 − 𝑚𝑔𝑙(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃) + 𝑙𝜃𝐹𝑒𝑚𝑝𝑢𝑗𝑒) = −𝑏�̇� 

        (3.46) 

ml2θ̈ + cθ̇ + mgl senθ = Fempuje l 

        (3.47) 

Luego se debe recordar que: I = ml2 , 𝑐 = kl2 y dividiendo la ecuación para I, se tiene 

lo siguiente: 

 

θ̈ +
kl2

I
θ̇ +

mgl

I
senθ =

l

I
Fempuje 

        (3.48) 
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Por medio de esta ecuación, se puede observar que en el sistema se relaciona la fuerza 

de empuje que produce la hélice por medio del motor, con el ángulo 𝜃 que se forma con 

respecto a la barra con la horizontal, logrando así saber la posición en cualquier instante. 

Ahora, se puede ver que en la ecuación anterior es una ecuación diferencial no lineal de 

segundo orden.  En esta ecuación se ha denominado lc a la distancia desde el eje de 

rotación al centro de gravedad del conjunto de elementos y l la distancia desde el eje de 

giro hasta la hélice y el motor. 

 

Y que tiene ciertos valores los cuales no pueden ser obtenidos exactamente, por ejemplo: 

la constante de amortiguamiento del aire o el centro de masa total, por lo tanto estos 

valores se aproximarán. Sin embargo, si se desea obtener una mejor ecuación se podría 

utilizar otro método como es la identificación de sistemas. 

 

3.4 Función de transferencia por medio del modelado 

matemático.  

Una vez que se tienen los datos de la masa y longitud e inercia, etc., se colocan los datos 

en la fórmula y se obtiene la función de transferencia y se emplean las siguientes 

variables: 

 

m: masa de la barra de péndulo 

M: masa del peso del extremo del péndulo (Motor) 

l: longitud al peso final centro de masa 

: ángulo de péndulo de vertical (abajo) 

 

De la ecuación que se obtuvo en el apartado anterior se tiene en función de las variables 

anteriormente expuestas y variables en función de los momentos de inercia: 
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θ̈ +
b

I𝑜
θ̇ +

(M + m)gl𝐺
I𝑜

senθ =
l

I𝑜
Fempuje 

        (3.49) 

Suponiendo que la masa del péndulo se concentra en su masa final, el momento de 

inercia de la masa es: 

Io ≈ (M + m)l2 

        (3.50) 

Un enfoque más preciso sería considerar explícitamente la varilla y la masa final. En 

ese caso, el peso del sistema podría considerarse ubicado en el centro de masa del 

sistema: 

l𝐺 = (Ml + 0.5ml)/(M + m) 

        (3.51) 

 

En ese caso, el momento de inercia de la masa es: 

 

Io =
ml2

3
+ Ml2 

        (3.52) 

 

Dependiendo de los parámetros, se puede evaluar con los datos, ver la figura 3.11. 
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Figura 3. 11 Masa de cuerpos de la planta 

 

 

Datos: 

m: 0.061 Kg 

M: 0.280 Kg 

l: 0.415 m 

 

 

Io =
ml2

3
+ Ml2 

 

Io = 0.0610 𝐾𝑔 − 𝑚2 

 

l𝐺 = (Ml + 0.5ml)/(M + m) 

 

l𝐺 = 0.410 𝑚 

 

θ̈ +
b

I𝑜
θ̇ +

(M + m)gl𝐺
I𝑜

senθ =
l

I𝑜
Fempuje 
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Para la obtención del valor de b, se realizó un experimento como se observa en la figura 

3.12, la figura 3.13 y la figura 3.14. 

 

θ̈ +
0.003

0.061 
θ̇ +

(0.341)(9.8)(0.410)

0.061 
senθ =

0.450

0.061 
Fempuje 

θ̈ + 0.0492 ∙ θ̇ + 22.4612 ∙ senθ = 7.3771 ∙ Fempuje 

 

θ̈ + 0.0492 ∙ θ̇ + 22.4612 ∙ θ = 7.3771 ∙ Fempuje 

 

 

 

Figura 3. 12 Experimento de la planta real para obtener coeficiente b 
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Figura 3. 13 Simulación de la planta lineal y no lineal en Simulink 
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Figura 3. 14 Gráficas de la planta simulada vs. planta real 

 

Existen ocasiones, en que el momento de fricción no es linealmente proporcional a la 

velocidad angular y no es fácil su modelamiento, por esta razón, se utilizará lo que se 

denomina identificación de sistemas. 
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3.5 Identificación de sistemas.  

Para identificar un sistema dinámico es muy importante seguir los pasos que se observan 

en la figura 3.15: 

 

Figura 3. 15 Diagrama de bloques del sistema 
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El modelo identificado, podría ser utilizado para el control, la predicción, detección de 

errores o simulación, por esta razón, es muy importante al propósito del modelo como 

el primer paso en el procedimiento de la identificación del sistema. 

 

En ciertos sistemas es posible obtener un modelo matemático, directamente de las leyes 

físicas. Otras veces, por contener parámetros desconocidos deben ser estimados. Si no 

se tiene conocimiento de los parámetros del Sistema, se los estima y se utiliza el término 

Identificación de caja negra. 

 

Luego se realiza la parte experimental. La información obtenida de los experimentos 

preliminares proporcionará los datos que para la identificación del sistema. 

 

Luego que se ha realizado el experimento y que tenemos una secuencia de entrada y una 

salida, representados como vectores en Matlab. Y se recogen los datos para lograr 

establecer el modelo, estos datos se registran de los valores obtenidos de las entradas y 

de las salidas tomadas del sistema con un tiempo determinado de muestreo. Es adecuado 

dividir los datos en dos conjuntos, uno para la identificación y otro para la validación. 

A menudo es una buena idea filtrar las señales de entrada con un filtro de paso bajo o 

de paso de banda ya que así se reduce el efecto de la medición de ruido. 

 

La selección de la estructura del modelo determina el conjunto en el que se realiza la 

estimación del modelo. 

 

La estimación de modelo es el procedimiento de ajuste de un modelo con una estructura 

de modelo específico. Se tienen modelos lineales y modelos paramétricos, por ejemplo, 

modelos físicos, ARMA, etc. 

 



73 

 

Los modelos que se obtienen pueden ser validados en una variedad de maneras, como 

el criterio de validez de modelo, polo-cero y diagramas de Bode, análisis residual y 

simulación o validación cruzada. 

 

Por medio de la identificación de sistemas con el software Matlab se obtiene finalmente 

un modelo dinámico matemático del sistema para luego realizar el diseño de control. 

 

3.5.1 Identificación del Sistema en equilibrio. 

La identificación del sistema en el punto de equilibrio, es una dependencia que se 

obtiene entre dos variables dinámicas, cuando han alcanzado su valor estable. Esta regla 

de correspondencia se la logra conseguir empleando diferentes valores (en este caso 

ángulos) en la entrada y aguardando que el valor en la salida se fije para cada valor 

utilizado en la entrada. Después, se efectúa una correlación con los valores tanto de 

entrada como de salida que se han recopilado en un determinado tiempo, con lo que se 

obtiene una gráfica, por medio de estos valores que se han adquirido. 

 
 

3.6 Función de transferencia por medio de Identificación de 

sistemas.  

Una vez obtenidos los datos se utiliza el interfaz gráfico del software Matlab para la 

identificación de sistemas el cual se ejecuta por medio del comando ident, esto se puede 

observar en la siguiente figura 3.16: 

 

Figura 3. 16 Diagrama del command window de Matlab 



74 

 

Luego, se ingresa al interfaz, se deben cargar los datos obtenidos del sistema por medio 

de la opción de importar datos y su tiempo y luego se rellena los valores que se muestran 

en la ventana del sistema de identificación para importar los datos. En esta ventana, se 

puede incluir más información como son los nombres de las variables, unidades, entre 

otros como se observa en la figura 3.17.  

 

Figura 3. 17 Diagrama de la Identificación de Sistema de Matlab 

Ahora, para realizar la identificación de un sistema físico, se puede tener una diversidad 

de señales de excitación, en este caso, se implementó un diagrama de bloques (observar 

la figura 3.19) para generar una señal de excitación de características de secuencia 

binaria PRBS (Pseudorandom Binary Sequence), se puede observar en la figura 3.20. 

La señal de salida obtenida como resultado de la excitación del modelo se la puede 

observar en la figura 3.21. 
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Figura 3. 18 Diagrama de señal de excitación para identificar el sistema 
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Figura 3. 19 Señal de excitación para identificar el sistema 
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Figura 3. 20 Salida en grados en respuesta a la señal de excitación 



78 

 

Finalmente, se obtienen los porcentajes de los modelos que mejor representan y se 

ajustan a los datos de entrada y salida de la planta real.  Se escoge el que tenga el mejor 

índice. Sin embargo, en muchos casos, se recomienda un modelo sencillo con un índice 

de ajuste alto. 

Se seleccionó el modelo tf3 que tiene el índice de 79.68%, como se observa en la figura 

3.22; el mismo que   

 

 

Figura 3. 21 Curvas de la Identificación del modelo 
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4.- DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DEL 

CONTROLADOR DEL SISTEMA Y SU 

CONTROL ÓPTIMO 

4.1 Introducción 

La finalidad de este capítulo es diseñar e implementar el controlador para el modelo 

matemático del sistema que se ha conseguido en el capítulo anterior. El control que se 

desarrollará y que luego se implementará es el de espacio de estados. Para 

posteriormente, desarrollar e implementar el control óptimo. 

 

4.2 Sistema de control por variable de estado 

En el sistema de control por espacio de estados, se consiguen un grupo de ganancias (K) 

que harán trasponer los valores de los polos del sistema en lazo cerrado en las posiciones 

que se desean para el control. Además, ya que es posible medir sólo el ángulo de 

elevación; también se debe diseñar los observadores de estado, como el que se observa 

en la figura.4.1. 

 
Figura 4. 1 Diagrama de bloques del sistema y del observador 
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Las ecuaciones para el observador de la figura 4.1 se muestran a continuación: 

 

�̇̃� = 𝐴�̃� + 𝐵𝑢 + 𝐾𝑒(𝑦 − 𝐶�̃�) 

        (4.1) 

�̇̃� = (𝐴 − 𝐾𝑒𝐶)�̃� + 𝐵𝑢 + 𝐾𝑒𝑦 

        (4.2) 

A es la matriz de coeficientes constantes n x n 

B es la matriz de coeficientes constantes n x 1 

C es la matriz de coeficientes constantes 1 x n 

𝑲𝒆 es la matriz de ganancia del observador  

 

En el análisis que sigue de los observadores de estado, se utilizará la notación �̃� para 

designar el vector de estado observado. En muchos casos prácticos, el vector de estado 

observado se usa en la realimentación del estado para generar el vector de control 

deseado. 

El observador es un subsistema para reconstruir el vector de estado de la planta. El 

modelo matemático del observador es básicamente el mismo que el de la planta, salvo 

que se incluye un término adicional que contiene el error de estimación para compensar 

las imprecisiones en las matrices A y B y la falta del error inicial. El error de estimación 

o error de observación es la diferencia entre la salida medida y la salida estimada. El 

error inicial es la diferencia entre el estado inicial y el estado estimado inicial 

 

Además, se requiere que el error de la planta con el sistema de control sea cero. 

Entonces, las ecuaciones para obtener las ganancias del controlador son: 

 

𝜀̇ = 𝑟 − 𝐶𝑥 

        (4.3) 

𝑢 = 𝐾1𝜀 − 𝐾2𝑥 

        (4.4) 
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�̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵(𝐾1𝜀 − 𝐾2𝑥) 

        (4.5) 

 

Las ecuaciones anteriores, pueden ser escritas como una ecuación de forma matricial de 

la siguiente manera: 

 

[
𝜀̇
�̇�

] = [
0 −𝐶
0 𝐴

] [
𝜀
𝑥

] − [
0
𝐵

] [−𝐾1     𝐾2 ] [
𝜀
𝑥

] + [
1
0

] 𝑟  (4.6) 

 

 

4.3 Arquitectura del Controlador por espacio de estado 

En lo que respecta a la arquitectura del controlador por espacio de estados se deben 

seguir los siguientes pasos: 

 

1. Calcular el valor de los ceros y polos del sistema en lazo abierto. 

2. Obtener por medio de los comandos en Matlab, el modelo en espacio de estado 

por medio de la función de transferencia que se consiguió en el momento de la 

identificación. 

3. Elaborar el modelo de matriz aumentada para poder efectuar el servocontrol 

4. Seleccionar los valores de los polos en lazo cerrado del sistema. 

5. Calcular el valor de las ganancias K del controlador. 

6. Calcular el valor de las ganancias Ke del observador. 

7. Finalmente, construir el diagrama de bloques por medio de Simulink. 

 

 

Por lo tanto, siguiendo los pasos tenemos, de la función de transferencia dada por medio 

de la identificación del sistema: 
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Los polos obtenidos de la función de transferencia G son: 

 

Figura 4. 2 Polos obtenidos de la función de Transferencia en Matlab 

 

Los ceros de G están ubicados en: 

 

 

Figura 4. 3 Ceros obtenidos de la función de Transferencia en Matlab 

 

Luego, para adquirir el modelo en espacio de estados se utilizó Matlab por medio del 

comando ss(), que nos presentó el siguiente resultado: 

 

 

Figura 4. 4 Función de Transferencia por medio de Matlab 

 

Y, por ende, el modelo matricial aumentado del sistema estudiado es: 
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Figura 4. 5 Matrices del Sistema de Control 

 

Para calcular cada una de las ganancias del controlador se utilizará la función place(), 

esta función necesita como argumentos, la matriz aumentada tanto de A como de B y 

además los valores de los polos que se desean en el lazo cerrado. 
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Continuando con el algoritmo del proceso de adquisición de la arquitectura del 

controlador se calculará los valores de las ganancias del observador. 

 

 

Figura 4. 6 Ganancias del Observador 

 

Al controlador en Espacio de Estado que se ha calculado para la planta se lo representa 

en el siguiente diagrama de bloques de la figura 4.7 y figura 4.8: 
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Figura 4. 7 Diagrama de bloques del sistema de control con observador_ Planta Simulada 
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Figura 4. 8 Diagrama de Bloques de Controlador por Espacio de Estados con Reubicación de Polos_Planta 
Real 
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Los bloques en color celeste representan los elementos del controlador y los bloques de 

color naranja representan al observador del sistema. En color amarillo, se resaltan los 

bloques correspondientes a: la salida de control que actúa sobre el motor y la señal de 

lectura del ángulo. En la parte inferior, se pueden observar en color verde: el bloque de 

entradas analógicas de la tarjeta de adquisición de datos National Instruments USB6009 

y el bloque de salidas analógicas de la misma DAQ. 

 

4.4 Control Óptimo LQR 

Para obtener el control óptimo denominado Regulador Lineal Cuadrático, ver figura 4.9, 

utilizaremos el comando lqr (lqr(A,B,Q,R)) de Matlab cuyos parámetros necesarios son 

las matrices A y B del sistema que se encontró anteriormente, esta función devuelve los 

valores de las ganancias óptimas del controlador suponiendo que es una planta lineal, 

una función de desempeño cuadrático y una referencia igual a cero. 

 

 

Figura 4. 9 Sistema en lazo cerrado con LQR 
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Por lo tanto, como se verificó que el sistema es controlable, debería ser posible diseñar 

un controlador óptimo que cumpla con los requisitos establecidos. Como se dijo 

anteriormente, se utilizará el método de regulación lineal cuadrática para determinar la 

matriz de ganancia de control de realimentación de estado K. La función lqr de 

MATLAB necesitará tener dos parámetros, que son R y Q, que equilibrarán la 

importancia relativa del esfuerzo de control  u  y el error, respectivamente, entonces la 

función objetivo o índice de desempeño que se va a trabajar para optimizar, se utilizará 

el caso más simple, el cual es suponer: 

 

𝑅 =  1  

    (4.13) 

𝑄 = 𝐶𝑇𝐶 

      (4.14) 

 

La función de desempeño correspondiente a los valores de R y Q para lograr la 

optimización da un peso de mucha importancia a la variable de salida (el ángulo 

deseado). Básicamente, el regulador óptimo LQR, permite el control de la salida. En 

este caso, para lograr el ajuste del controlador, este debe hacerse realizando un cambio 

en los elementos, o sea, los pesos de la diagonal en la matriz Q para así poder obtener 

la respuesta deseable.  

 

El elemento en la posición Q11 representará el peso en la posición del ángulo y el 

elemento en la posición Q22 representará el peso en la velocidad del ángulo de la planta. 

La ponderación de entrada en el parámetro R se conservará y será igual a 1.  

Además, es importante indicar que, es lo que interesa mucho el valor relativo de Q y R 

y no su valor absoluto. Por lo tanto, sabiendo cómo se pueden variar dichos pesos, se 

podrá descifrar la matriz Q, es ahí en donde se debe y se puede notar que se puede variar 

dichos valores para así poder encontrar los valores de las ganancias que dará un óptimo 

controlador como se observa en la figura 4.10 y figura 4.11.  
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Figura 4. 10 Diagrama de bloques del sistema con LQR_ Planta Simulada 
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 Figura 4. 11 Diagrama de Bloques del sistema con LQR_ Planta real  
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Luego de esto, se debe encontrar los valores de las ganancias y por medio de la 

simulación se graficará la respuesta al paso que se ingresa la entrada para observar los 

cambios que se pueden realizar en el control.  

 

Así, después de varias pruebas, se ha encontrado que el aumento/disminución de los 

valores de los elementos Q11 y Q33 hace que los tiempos de asentamiento y elevación 

varíen variando también el ángulo en que se mueve la planta. Es decir, se está colocando 

más peso en los errores por hacer un mayor esfuerzo de control en la entrada u. A partir 

de esto, se hará variar los valores de los elementos Q11 y Q33 hasta alcanzar un valor de 

5000 y 100 respectivamente, para así lograr tener los siguientes valores de ganancia y 

la respuesta al escalón o paso en la entrada en la simulación por medio de Simulink y 

esto se logra observar a continuación: 

 

En donde se observa que, si se aumentan los valores de cada uno de los elementos de la 

diagonal principal de la matriz Q, se mejora la respuesta. El motivo por el que se optó 

estos cambios es porque cumple con los requisitos del diseño.  

 

Los bloques en color celeste representan los elementos del controlador y los bloques de 

color naranja representan al observador del sistema. En color amarillo, se resaltan los 

bloques correspondientes a: la salida de control que actúa sobre el motor y la señal de 

lectura del ángulo. Se pueden observar en color verde: el bloque de entradas analógicas 

de la tarjeta de adquisición de datos National Instruments USB6009 y el bloque de 

salidas analógicas de la misma DAQ. 
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5.- PRUEBAS DEL SISTEMA DE CONTROL 

EN LA PLANTA Y SU OPTIMIZACIÓN. 

5.1 Introducción 

Para este sistema de control de la planta, las pruebas más rigurosas fueron los cambios 

de la posición del ángulo, en otras palabras, el cambio de referencia  utilizando señales 

de tipo paso o escalón para el sistema de control. Adicionalmente, también se realizaron 

pruebas de perturbación al mover por medio de una fuerza desconocida en cualquier 

instante de tiempo (para el control por reubicación de polos se lo realizò en el segundo 

16 y en el de LQR en el segundo 14) que traten de alejar del estado estable al haber 

alcanzado en el ángulo deseado. 
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5.2 Prueba experimental de control por reubicación de polos 

 

Figura 5. 1 Respuesta al cambio de referencia tipo escalón de la planta Simulada con 
Reubicación de Polos. Gráfica Ángulo  vs. Tiempo (s) 
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Figura 5. 2 Índice de Desempeño ante Respuesta al cambio de referencia tipo escalón de la Planta 
Simulada con Reubicación de Polos. Gráfica  Índice vs. tiempo 
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Figura 5. 3 Respuesta al Cambio Tipo Escalón de la Planta Real con Reubicación de Polos 

 Gráfica  Ángulo  vs. Tiempo (s) 
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Figura 5. 4 Índice de Desempeño ante Respuesta al Cambio de Referencia Tipo Escalón de la Planta Real 
Gráfica  Índice vs. tiempo 
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5.3 Prueba experimental de control con optimización 

 

Figura 5. 5 Respuesta al Cambio de referencia Tipo Escalón de la Planrta Simulada con LQR Gráfica  
Ángulo  vs. Tiempo (s) 
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Figura 5. 6 Índice de Desempeño ante Respuesta al Cambio de Referencia Tipo Escalón de la Planta 
Simulada Gráfica  Índice vs. tiempo 
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Figura 5. 7 Respuesta al Cambio de Referencia Tipo Escalón de la Planta Real con LQR. Gráfica Ángulo  
vs. Tiempo (s) 
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Figura 5. 8 Índice de Desempeño ante Respuesta al cambio de Referencia Tipo Escalón de la Planta Real 
con LQR Gráfica  Índice vs. tiempo 
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6.- Resultados 

6.1 Introducción 

En el presente capítulo, se muestran algunos resultados de pruebas experimentales 

utilizando la planta. Estos resultados están generados por medio de las simulaciones 

realizadas por medio del software Matlab- Simulink, utilizando el modelo teórico y el 

modelo experimental. 

 

En las tablas que se encuentran más adelante, se muestran dichos resultados obtenidos 

con el ensamblaje descrito en los capítulos anteriores. 

  

 

6.2 Resultados de la prueba experimental del controlador por 

reubicación de polos. 

El resultado del índice seleccionado para optimización, en este caso fue 10,5. Como se 

observa en la Tabla 6.1 

 

TIPO DE 

CONTROLADOR 

CAMBIO DE 

REFERENCIA  

INDICE DE 

DESEMPEÑO 
ERROR 

ESTACIONARIO 
TS 

[S] 
SP[%] ÌNDICE 

REUBICACIÓN DE 

POLOS (PLANTA 

SIMULADA) 

1.42 22.3 88.64 0 

REUBICACIÓN DE 

POLOS (PLANTA 

REAL) 

0.86 
No 

medible 
103.9 6%(Aprox.) 

Tabla 6. 1 Índice de desempeño de controlador por Reubicación de Polos 

Se puede apreciar que el sistema real se lo puede considerar estable en un tiempo menor 

que el que se obtuvo en el sistema modelado. Sin embargo, el sobrenivel porcentual en 
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el sistema real, no es medible porque existen muchas perturbaciones que generan 

pequeñas oscilaciones en su respuesta, que además incrementan el índice de desempeño 

seleccionado y generan un error apreciable cuando al sistema se lo considera estable. 

 

6.3 Resultados de la prueba experimental de control con 

optimización 

El resultado del índice seleccionado para optimización, en este caso fue 1,5. Como se 

observa en la Tabla 6.2 

 

TIPO DE 

CONTROLADOR 

CAMBIO DE 

REFERENCIA  

INDICE DE 

DESEMPEÑO 
ERROR 

ESTACIONARIO 
TS 

[S] 
SP[%] INDICE 

LQR  

(PLANTA 

SIMULADA) 

0.72 2.5 87.59 0 

LQR 

(PLANTA REAL) 
1.03 

No 

medible 
91.4 15%(Aprox.) 

Tabla 6. 2 Índice de desempeño de LQR 

 

Se puede apreciar que el sistema real se lo puede considerar estable en un tiempo mayor 

que el que se obtuvo en el sistema modelado. Sin embargo, el sobrenivel porcentual en 

el sistema real, no es medible porque existen muchas perturbaciones que generan 

pequeñas oscilaciones en su respuesta, que además incrementan el índice de desempeño 

seleccionado y generan un error apreciable cuando al sistema se lo considera estable. 
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CONCLUSIONES 
 

La vivencia de haber trabajado en el modelado, diseño e implementación de un sistema 

de elevación mecatrónico, ha sido una gran experiencia ya que se ha recorrido varios 

conocimientos como son la matemática en el modelado y en el diseño de mismo por 

medio de la simulación y finalmente demostrar todo esto mediante la implementación 

del mismo. Además, de hacer una retrospectiva y repaso de un problema clásico de 

control automático como es el de un sistema pendular con fuerza externa. 

 

Es un prototipo ideal, ya que por medio de lo práctico puede ayudar a entender mejor y 

ampliar una visión acerca dela relación entre las matemáticas, la simulación numérica 

y el diseño de sistemas de control SISO. 

 

El sistema mecatrónico implementado se lo puede representar como un péndulo físico 

forzado, que es un sistema físico inestable, donde se puede observar que tiene elementos 

difíciles de modelar, como por ejemplo la fricción que es no uniforme, entre otros. A 

pesar de este pequeño y gran detalle, los objetivos del proyecto se cumplieron, ya que 

se consiguió implementar un control de espacio de estado que mantiene al sistema en 

una posición muy cercana al punto deseado diseñado mediante el modelado, la 

simulación y la identificación de la planta.  

 

Para la arquitectura del sistema mecatrónico se planteó su dibujo en AutoCAD, un 

sistema que habilite la rotación de una viga que se encuentra pivoteada en el centro de 

manera vertical. Esta rotación tiene límite dada por una traba mecánica. Después, es 

muy necesario verificar que cuando esté funcionando la planta que el ángulo de rotación 

sea el real por lo que se instaló un graduador con una escala de grados con un puntero 

mecánico. 
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Como al estar trabajando en la lectura de las señales, que ingresan y salen del 

computador, que son  producidas por el sensor (encoder) y la señal que va al 

microcontrolador hacia el motor que controla las hélices,  agotaban muchos recursos del 

computador al ser tratados por Matlab, desde el puerto serial (USB) se requirió a la 

incorporación de un microcontrolador para así convertir las señales digitales a 

analógicas para su lectura y así mismo para tomar las señales analógicas dadas por 

Simulink y cambiarlas a señales PWM que cumplen con las detalles requeridos para el 

controlador de velocidad del motor. 

 

Para efectuar tanto la simulación como el control y la interacción hombre – máquina se 

utilizó una computadora personal y como comunicación entre la Pc y la planta se empleó 

un microcontrolador y una tarjeta de adquisición de datos USB – 6009 como interfaz 

para controlar la planta, la programación se realizó en Matlab – Simulilnk y Simscape.  

 

Con respecto al modelamiento matemático físico de la planta, se puede indicar que esta 

es simplemente una aproximación porque existen variables que son cambiantes que no 

se pueden calcular, por lo que es ahí que se precisa utilizar una identificación del sistema 

en forma dinámica, por medio de Matlab. 

 

Al trabajar con los motores brushless, se puede indicar que aunque es un poco 

complicada la manera de manipularlos y configurarlos, se logran llevar a un 

funcionamiento y trabajo se ahorra trabajo en el mantenimiento. Es así también, como 

la tarjeta de potencia diseñada para la alimentación del motor cumple con los detalles 

de poder; sin embargo, genera una mayor temperatura en los transistores de potencia, 

por lo que, se construyeron radiadores metálicos o disipadores de calor para mantener 

la temperatura baja y añadiéndoles dos coolers o ventiladores para lograr una mejor 

disipación de calor. 
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En este proyecto el diseño de control del sistema físico logró resultados muy buenos y 

con una excelente Controlabilidad entre ángulos de -70° a 0°. 

 

Al realizar la identidad del sistema físico se utilizaron varios métodos de identificación 

para luego desarrollar el controlador adecuado, esas técnicas se utilizan para identificar 

la dinámica del sistema. Se utilizaron distintas distribuciones de parámetros de 

identificación de modelos como por ejemplo: ARX, ARMAX, OE, BJ, etc., y estas 

fueron evaluadas para identifica la mejor aproximación al sistema real. Es muy 

importante indicar que en el transcurso de la identificación del sistema, al obtener los 

distintos modelos, se tiene que seleccionar un modelo el cual sea el más aproximado a 

la actuación del sistema conforme a la señal de entrada, y que al mismo tiempo no sea 

un modelo muy confuso o complicado ya que esto representaría un proceso muy 

complejo en lo que respecta al diseño del controlador. 

 

Por otro lado, la tarjeta de adquisición de datos NI DAQ 6009, mostró un muy buen 

funcionamiento, con lo que se alcanzó tener una comunicación segura con el software 

Matlab – Simulink, con una tasa de tiempo de muestro de 3ms y con esto se logró 

establecer una muy óptima lectura de las mediciones del sensor, además del envío de 

los datos y su recepción, sin pérdidas de comunicación ni de datos. 

 

Es muy importante recalcar que al plantear y adecuar el control por modelos de espacio 

de estado requiere un menor tiempo que otros tipos de controladores como P.I.D., entre 

otros, porque el controlador por espacio de estados se basa en la descripción de la 

actuación de los sistemas dinámicos utilizando un sistema de ecuaciones diferenciales 

de orden uno, es decir se basa en una teoría netamente matemática, mientras que por 

ejemplo un controlador P.I.D. requiere la experiencia en la sintonización de las 

constantes de control proporcional, integral y derivativo para obtener un control 

adecuado. 
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Conforme a los objetivos específicos del proyecto se puede indicar que: 

 

1. Se logró implementar el sistema mecánico y eléctrico de la planta.  

 

2. Se adquirió por medio de las leyes físicas para el movimiento de rotación de la planta, 

un modelo matemático con el cual, luego, se alcanzó ejecutar el control del sistema 

mecatrónico con espacio de estados y luego optimizar el mismo por medio de un 

regulador óptimo cuadrático (LQR).  

 

3. Se logró comprobar que por medio del algoritmo de control que en este proyecto fue 

realizado con el método de espacio de estados y con el cual se logró controlar el sistema, 

es decir, que el sistema es controlable y observable y que es viable fijar la posición 

angular de la planta por medio del control. 

 

4. También se demostró que se mejoró el tiempo con el regulador óptimo cuadrático, 

con los pesos de las matrices que corresponden a la función de costo o índice de 

desempeño J. 

 

5. Se realizó las comparaciones y evaluaciones de las respuestas del sistema a los 

cambios de referencia y/o perturbaciones. 

 

 

Se puede mejorar la seguridad en el manejo del sistema, instalando una malla protectora 

para evitar contacto alguno con la hélice.   ́
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Futuros trabajos  
 

El trabajo presentado ofrece un análisis del control por espacio de estados y una 

optimización por medio del control óptimo cuadrático. Es muy importante mencionar 

que este tipo de control y optimización pueden realizarse como trabajo en el futuro por 

medio de otros métodos de control, como puede ser un control difuso o lógica difusa 

(Fuzzy Logic) y optimizando el sistema por medio de algoritmos genéticos o 

neuronales, para mejorar actuación.  

 

Las leyes de control discutidas anteriormente pueden implementarse en una unidad 

completamente en sistemas como Raspberry Pi, para que el sistema sea embebido. 

En lugar del dominio de la frecuencia (S), se puede utilizar por medio del dominio 

discreto (Z) para así diseñar por medio de controladores digitales para muy 

posiblemente reducir el tiempo y aumentar la velocidad de operación. 

 

En adición a lo anterior, como trabajo en el futuro, se puede realizar la ejecución de los 

comandos necesarios tanto para el control como para la optimización en Programación 

en Paralelo por medio de Matlab o de otros lenguajes de programación como en C o por 

medio de Lab  – View y ejecutar  la programación “normal” por medio del acceso a una 

gran cantidad de hilos de ejecución que muy posiblemente facilitaría aún más el trabajo 

de monitoreo y de tiempo de muestreo. 

 

Finalmente, este sistema mecatrónico, puede ser utilizado en cualquier aplicación de 

similares condiciones en tiempo real. 
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GLOSARIO 
 

Ajustar: Es modificar el flujo de información o datos (masa, energía, etc.) por medio 

de loa elementos de control. 

 

Algoritmo: Es una secuencia de instrucciones o conjunto de instrucciones que por 

medio de una serie de datos y pasos lógicos se llega a la solución de un problema. 

 

Control: Es un conjunto de acciones realizadas en un proceso de tal manera que las 

variables consigan y conserven  un valor deseado. 

 

Control en lazo abierto: Es un tipo de control en el que la salida del sistema no afecta 

la acción de control. Sin embargo, no tiene un correcto funcionamiento cuando existen 

perturbaciones y el control depende de su calibración. 

 

Control en lazo cerrado: Es un control donde existe una dependencia entre la salida 

del sistema y la entrada de referencia y contrastando esta diferencia y utilizando este 

valor como una forma de control.  

 

Controlador: Es el conjunto de elementos (mecánico, software, electrónico) que es 

consecuencia de aplicar el control a un problema en un sistema. La función del 

controlador es que alcance y hacer permanecer la variable de control en un valor 

deseado, y esto lo hace calcula calculando el error. 

 

Diagrama de bloques: Al tener un sistema, el diagrama de bloques, es una 

representación gráfica de cada una de las funciones que tiene cada componente, y su 

respectivo flujo de señales.  

 

Error: Es la diferencia entre la señal de referencia y la señal de salida real. 
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Espacio de estados: En sistema dinámico, el espacio de n dimensiones cuyos ejes de 

coordenadas están formados por las variables de estado y vectores de estado, se 

denomina espacio de estados.  

 

Función de transferencia: La función de transferencia de un sistema representado por 

medio de una o varias ecuaciones diferenciales lineales y que no varían en el tiempo se 

conceptúa como simplemente la razón entre la función de salida o también llamada 

función de respuesta y la función de entrada o denominada también función de 

excitación, previamente linealizadas por medio de series de Taylor o por el método de 

Laplace, tomando en cuenta que se deben tener  condiciones iniciales iguales a cero.  

 

Modelo matemático: Es una representación precisa de un sistema y por medio de leyes 

físicas se obtienen un conjunto de ecuaciones que representan la dinámica de dicho 

sistema. Un sistema dinámico, podría ser representado de diversas formas, por lo que 

obtendrían diferentes representaciones.  

 

Optimización: Es un conjunto de reglas para alcanzar mediante específicas 

condiciones, se consigan, cada uno de los estados del proceso de control conforme con 

la función de desempeño o índice de costo o eficiencia, ya sea que se alcancen los 

valores máximos o mínimos requeridos. 

 

Planta: Es un conjunto de elementos físicos que se desean controlar. La planta puede 

ser un motor, un avión, sistemas neumáticos, etc.  

 

Perturbación: Es todo un conjunto de señales o actuaciones internas o externas que 

tienden a modificar el valor deseado de la salida del sistema. 
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Referencia: Se define como referencia de un sistema de control, a la variable que se 

coloca desde el exterior del sistema y que no varía o no es influida por el mismo.  

 

Sensor: Se define como un dispositivo para medir una variable física, y que por medio 

de un transductor, transforma una variable física, por ejemplo la fuerza, temperatura, 

etc., en otra señal más apropiada para el procesamiento de información. 

 

Señal de salida: Es una variable la cual se quiere controlar, también se la denomina 

variable controlada. Estas variables pueden ser de posición, de velocidad, de presión, 

etc. 

 

Sistema: Es la composición de elementos o dispositivos que actúan en conjunto para 

alcanzar un objetivo determinado. 

 

Sistema dinámico: Es un sistema cuyo valor de salida en el tiempo actual depende del 

valor de la entrada en el pasado. 

 

Sistema lineal Es un sistema que su comportamiento físico se lo puede representar 

como un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales (EDO) de primer 

orden. 

 

Tiempo de muestreo: Es el tiempo que ocurre entre dos momentos en los que se toman 

valores o muestras en el sistema de control. 

 

Variables de estado: Al referirnos a sistema dinámico, sus variables de estado, son las 

que forman un grupo más pequeño de variables que establecen el estado del sistema 

dinámico. 
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Vector de estado: Al trabajar con un sistema dinámico, se necesitan n variables de 

estado para representar totalmente el comportamiento de un sistema dinámico 

específico, es así como, estas n variables de estado se suponen como los n componentes 

de un vector, el cual se denomina vector de estado.  
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APÉNDICE A 

PROGRAMACIÓN EN MATLAB 
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%% CONTROLADOR EN VARIABLES DE ESTADO PLANO VERTICAL 

clear all; clc; close all; 

% Planta 

G= tf([-0.001368507897150 -0.478539324119779 

2.547259148910152]*1e4,... 

    [0.01 0.107208767320212 0.300140961655740 

1.396489218076727]*100);%Gm planta en Continuo del 

Motor 

sys = ss(G) 

% sys = canon(sys,'companion') 

[A,B,C,D] = ssdata(sys); 

  

%% LQR SIN MANIPULACION DE PESOS  

% Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx 

Q = 0.05*C'*C; %Q=0.01 y R=10 y k1=15.169/1000 

R = 50;        %Q=0.08 y R=50 y k1=32.0975/1000 

K = lqr(A,B,Q,R) 

  

p = [-1 -1+j -1-j]*2.5; 

polos=8*p 

ke=place(A',C',polos) 

ke=ke' 

  

%% LLAMADO DEL PROGRAMA SIMULACION Y GRAFICA SALIDA 

% Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx 

% sim('Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx'); 

tim2=ScopeData2(:,1); 

yref=ScopeData2(:,2); 

yout=ScopeData2(:,3); 

figure(1); 

plot(tim2,yref,'m',tim2,yout,'b') 

%title('Respuesta al cambio de referencia tipo 

escalón de la planta real con LQR') 

title('Respuesta al cambio de referencia tipo escalón 

de la planta simulada con LQR') 

legend('Referencia','Salida') 

grid on 

  

%% GRAFICO DE INDICE DE DESEMPEÑO CUADRATICO LINEAL 

CON PLANTA REAL 

% Observador_Planta_Real_Indice_v1.slx 
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tim1=ScopeData1(:,1); 

iout=ScopeData1(:,2); 

figure(2); 

plot(tim1,iout) 

title('Indice de Desempeño Cuadratico Lineal ante 

respuesta al cambio de referencia tipo escalón de la 

planta real con Reubicacion de Polos') 

grid on 

  

%% GRAFICO DE INDICE DE DESEMPEÑO CUADRATICO LINEAL 

CON PLANTA SIMULADA 

% Observador_Planta_Simu_v2_pregain.slx 

% Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx 

time1=ScopeData1.time; 

ind1=squeeze(ScopeData1.signals.values) 

figure(2); 

plot(time1,ind1) 

title('Indice de Desempeño Cuadratico Lineal ante 

respuesta al cambio de referencia tipo escalón de la 

planta simulada con LQR') 

grid on 

  

%% % ANALISIS DE CONTROLABILIDAD 

sys = ss(G) 

co = ctrb(sys); 

controllability = rank(co) 

  

%% % ANALISIS DE OBSERVABILIDAD 

ob = obsv(sys); 

observability = rank(ob) %% CONTROLADORES POR ESPACIO 

DE ESTADO CON REUBICACION DE POLOS Y OPTIMIZACION LQR 

clear all; clc; 

% Planta 

G= tf([-0.001368507897150 -0.478539324119779 

2.547259148910152]*1e4,... 

    [0.01 0.107208767320212 0.300140961655740 

1.396489218076727]*100);%Gm planta en Continuo del 

Main Motor 

% sys = canon(G,'companion') 

[num,den] = tfdata(G,'v') 
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% FORMA CANONICA OBSERVABLE 

A = [eye(2); zeros(1,2)];  

A = [-den(2:4)' A] 

B = num(2:4)' 

C = [1 0 0 ] 

% [A,C,B,D] = ssdata(G); 

D = 0 

% Reubicación de polos 

p = [-5 -1+2j -1-2j]*2; 

k2 = place(A,B,p) 

% Observador 

polos=20*[-1 -1+1j -1-1j] 

ke=place(A',C',polos); 

ke=ke' 

  

%% LQR 

Q = C'*C; %Q=0.01 y R=10 y k1=15.169/1000 

Q(1,1) = 1e-1; 

Q(2,2) = 1e-5; 

Q(3,3) = 0; 

Q 

R = 500;        %Q=0.08 y R=50 y k1=32.0975/1000 

K = lqr(A,B,Q,R) 

  

%% CALCULO DEL INDICE DE DESEMPEÑO 

% Observador_Planta_Simu_v2_pregain.slx 

% Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx 

% Observador_Planta_Real_Indice_v1.slx       

data_indice_RUP_2017_12_28_2212 

% Observador_Planta_Real_Indice_LQR_v1.slx   

data_indice_LQR_2017_12_28_2209 

  

%% LLAMADO DEL PROGRAMA SIMULACION Y GRAFICA SALIDA 

% Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx 

% sim('Observador_Planta_Simu_v1_lqr_pregain.slx'); 

tim2=ScopeData2(:,1); 

yref=ScopeData2(:,2); 

yout=ScopeData2(:,3); 

figure(1); 

plot(tim2,yref,'m',tim2,yout,'b') 
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title('Respuesta al cambio de referencia tipo escalón 

de la planta simulada con LQR') 

%title('Respuesta al cambio de referencia tipo 

escalón de la planta simulada con Reubicacion de 

Polos') 

legend('Referencia','Salida') 

grid on 

  

%% GRAFICO DE INDICE DE DESEMPEÑO CUADRATICO LINEAL 

CON PLANTA REAL 

% Observador_Planta_Real_Indice_v1.slx 

tim1=ScopeData1(:,1); 

Uout=ScopeData1(:,2); 

figure(2); 

plot(tim1,Uout) 

title('Indice de Desempeño Cuadratico Lineal ante 

respuesta al cambio de referencia tipo escalón de la 

planta real con LQR') 

grid on 

  

%% GRAFICO DE SEÑAL DE CONTROL  

tim0=ScopeData(:,1); 

Uout=ScopeData(:,2); 

figure(2); 

plot(tim0,Uout) 

title('Señal de Control ante respuesta al cambio de 

referencia tipo escalón de la planta simulada con 

LQR') 

grid on 
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APÉNDICE B 

HOJA DE DATOS DE LOS PRINCIPALES 

COMPONENTES 

ELECTRÓNICOS DEL SISTEMA 

 

B.1. Hoja de datos del motor sin escobillas 

Graupner 

 

Genius Race 80R con controlador electrónico de 

velocidad (ESC) 
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B.2. Sensor de ángulo o encoder incremental 

óptico AVAGO HEDS-9100 
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B.3. Disco de código AVAGO HEDS-5120 
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B.4. Tarjeta de adquisición de datos NI 6009 
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B.5. Microcontrolador Microchip 16F887 
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APÉNDICE C 

ECUACIÓN EULER – LAGRANGE 
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Se parte de que las fuerzas conservativas se obtienen del gradiente de un campo de 

energía escalar, es decir: 

𝐹 = −∇E𝑝 

 

Principio de Hamilton: 

La idea que Hamilton utilizó fue minimizar la acción “s” de todos los sistemas de 

partículas, definida como la integral de una función Lagrangiana “L” desconocida entre 

dos instantes de tiempo dados: 

 

S = ∫ Ldt

t2

t1

 

 

Esta ecuación, con unidades de Joules por segundo, simbolizaría la magnitud de la 

mecánica clásica, en lugar de la 2ª Ley de Newton. El Lagrangiano “L”, con unidad de 

energía (en Joules), y así está en función de las coordenadas de posición de las partículas 

de las derivadas temporales, y del tiempo, sin conocer previamente las aceleraciones en 

el sistema, que en realidad es lo que buscamos con este principio. Si representamos las 

derivadas temporales con un punto encima, sería: 

S = ∫ L(q, �̇�, 𝑡)dt

t2

t1

 

 

Donde la letra q, simboliza a las coordenadas de posición que se desconocen su 

variación con respecto al tiempo. Si se piensa en la trayectoria de una partícula en un 

determinado recorrido, esta puede ser medida, según la teoría de curvas por el tiempo. 
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Ahora, si se requiere hallar cada una de los posibles recorridos que puede tener una 

partícula en un intervalo de tiempo, según el principio de Hamilton podría ser medida 

utilizando un nuevo valor denominado α y este valor de α será aquel cuya trayectoria 

minimice la acción, como: 

S = ∫ L(q(α), �̇�(α), 𝑡)dt

t2

t1

 

𝑑𝑆

𝑑α
= 0 

 

Al expresar esto nos queda: 

𝑑𝑆

𝑑α
=

𝑑 ∫ L(q(α), �̇�(α), 𝑡)dt
t2
t1

𝑑α
 

 

𝑑 ∫ Ldt
t2
t1

𝑑α
= ∫

𝑑𝐿

𝑑α
dt = 0

t2

t1

 

 

Ahora si analizamos la derivada del Lagrangiano: 

𝑑𝐿

𝑑α
=

𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕𝑞
+

𝑑�̇�

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�
+

𝑑𝑡

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕𝑡
 

Como el tiempo no depende de la variable , es como la derivada de una constante y 

por lo tanto, es cero: 

𝑑𝐿

𝑑α
=

𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕𝑞
+

𝑑�̇�

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�
 

Y luego se utiliza el siguiente artificio: 

(
𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�

̇
) =

𝑑�̇�

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�
+

𝑑𝑞

𝑑α
(
𝜕�̇�

𝜕�̇�
) 
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(
𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�

̇
) −

𝑑𝑞

𝑑α
(
𝜕�̇�

𝜕�̇�
) =

𝑑�̇�

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�
 

Reemplazando en el Lagrangiano obtenemos: 

𝑑𝐿

𝑑α
=

𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕𝑞
+ (

𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�

̇
) −

𝑑𝑞

𝑑α
(
𝜕�̇�

𝜕�̇�
) 

 

 

Es importante darse cuenta que en los límites de la integral, la derivada de q con respecto 

a la variable α se anulará y por lo tanto el principio de Hamilton nos indica que: 

∫
𝑑𝐿

𝑑α
dt

t2

t1

= ∫ [
𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕𝑞
+ (

𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�

̇
) −

𝑑𝑞

𝑑α
(
𝜕�̇�

𝜕�̇�
)]𝑑𝑡

t2

t1

= 0 

 

∫
𝑑𝑞

𝑑α
[
𝜕𝐿

𝜕𝑞
− (

𝜕�̇�

𝜕�̇�
)] 𝑑𝑡 + ∫ [(

𝑑𝑞

𝑑α

𝜕𝐿

𝜕�̇�

̇
)] 𝑑𝑡

t2

t1

t2

t1

= 0 

 

∫
𝑑𝑞

𝑑α
[
𝜕𝐿

𝜕𝑞
− (

𝜕�̇�

𝜕�̇�
)] 𝑑𝑡

t2

t1

= 0 

Entonces, para que se cumpla la ecuación anterior, ocurre que: 

𝜕𝐿

𝜕𝑞
− (

𝜕�̇�

𝜕�̇�
) = 0 

Por lo tanto, esta ecuación es la ecuación Euler – Lagrange. 
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APÉNDICE D 

LQR 
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En este apartado, se analizará el criterio de desempeño cuadrático. Se utilizará en esta 

parte la utilización de la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman como una manera de 

Dar una solución al problema del regulador lineal cuadrático. 

El sistema que se controlará está representado por medio del conjunto de ecuaciones de 

espacio de estado: 

 

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) 

𝑥(𝑡0) = 𝑥0 

Y el índice de costo que debe ser minimizado es: 

𝐽 =
1

2
 𝑥𝑇(𝑡𝑓) ∙ 𝑆 ∙ 𝑥(𝑡𝑓) + 

1

2
 ∫[𝑥𝑇(𝑡) ∙ 𝑄 ∙ 𝑥(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡) ∙ 𝑅 ∙ 𝑢(𝑡) ]𝑑𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

  

 

Donde las matrices Q, R y S son simétricas, definidas positivas y t0 es el estado inicial 

y tf es el estado final. 

Ahora se escribe el Hamiltoniano: 

𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝐽𝑥
∗, 𝑡) =

1

2
 [𝑥𝑇(𝑡) ∙ 𝑄 ∙ 𝑥(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡) ∙ 𝑅 ∙ 𝑢(𝑡)] + 𝐽𝑥

∗(𝑥(𝑡), 𝑡)[𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)] 

Para minimizar H(t) con respecto a la entrada de control u(t) es: 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0, con lo que se 

obtiene: 

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝐽
𝑥
∗ , 𝑡)

𝜕𝑢
= 𝑅 ∙ 𝑢(𝑡) + 𝐽𝑥

∗(𝑥(𝑡), 𝑡)𝐵𝑇 = 0 

Y luego 
𝜕2𝐻

𝜕𝑢2 > 0; y obtenemos: 
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𝜕2𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝐽
𝑥
∗ , 𝑡)

𝜕𝑢2
= 𝑅 

 

Y como R es definida positiva y además H posee forma cuadrática en u. 

 

Por lo que tomando la ecuación: 

𝑅 ∙ 𝑢∗(𝑡) + 𝐽𝑥
∗(𝑥(𝑡), 𝑡)𝐵𝑇  = 0 

Tenemos: 

𝑢∗(𝑡) = −𝑅−1𝐽𝑥
∗(𝑥(𝑡), 𝑡)𝐵𝑇  

Reemplazando 𝑢∗ en la ecuación: 

 

𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝐽𝑥
∗, 𝑡) =

1

2
 𝑥𝑇𝑄 𝑥 +

1

2
 𝐽𝑥

∗𝑇𝐵𝑅−1 𝐵𝑇𝐽𝑥
∗ + 𝐽𝑥

∗𝑇𝐴𝑥 − 𝐽𝑥
∗𝑇𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝐽𝑥

∗ 

 

𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢∗(𝑡), 𝐽𝑥
∗, 𝑡) =

1

2
 𝑥𝑇𝑄 𝑥 −

1

2
 𝐽𝑥

∗𝑇𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝐽𝑥
∗ + 𝐽𝑥

∗𝑇𝐴𝑥 

La ecuación se H-J-B se reduce a: 

0 = 𝐽𝑡
∗ + 

1

2
 𝑥𝑇𝑄 𝑥 −

1

2
 𝐽𝑥

∗𝑇𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝐽𝑥
∗ + 𝐽𝑥

∗𝑇𝐴𝑥 

De la ecuación se tiene: 

𝐽𝑡
∗ = 

1

2
 𝑥𝑇𝑆 𝑥 
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Ahora, debe haber una función de Lyapunov, que indica que existe la estabilidad 

asintótica en lazo cerrado, por lo que debe existir una matriz positiva P(t) y la derivada 

de V con respecto al tiempo 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
 es definida negativa.  

𝑉(𝑡) =   𝑥𝑇(𝑡) 𝑃(𝑡) 𝑥(𝑡) 

 

Asumiendo que: 

𝐽∗(𝑥(𝑡), 𝑡) =  
1

2
 𝑥𝑇(𝑡) 𝑃(𝑡)  𝑥(𝑡)  

Ahora hay que determinar la matriz P. 

Sustituyendo quedaría: 

0 =
1

2
𝑥𝑇 �̇� 𝑥 + 

1

2
 𝑥𝑇𝑄 𝑥 −

1

2
 𝑥𝑇𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝐴𝑥 

 

El producto de las matrices PA, se puede escribir por propiedad de las matrices como 

una suma de una parte simétrica y anti-simétrica.  

𝑃𝐴 =
1

2
[𝑃𝐴 + (𝑃𝐴)𝑇] +

1

2
[𝑃𝐴 − (𝑃𝐴)𝑇] 

Y recordando que: 

(𝑃𝐴)𝑇 = 𝐴𝑇𝑃𝑇 

Tenemos: 

0 =
1

2
𝑥𝑇  �̇� 𝑥 + 

1

2
 𝑥𝑇𝑄 𝑥 −

1

2
 𝑥𝑇𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑥 +

1

2
𝑥𝑇𝑃𝐴𝑥 +

1

2
𝑥𝑇𝐴𝑇𝑃𝑥 

Y tenemos: 

0 =  �̇� + 𝑄 −  𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 
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Y esta ecuación es la ecuación diferencial matricial de Riccati. 

Por lo tanto, de la condición de las ecuaciones  

𝑃 = 𝑆 

Una vez que P ha sido hallada, la ley de control óptima es: 

𝑢∗(𝑡) = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑥(𝑡) 

 

𝑢∗(𝑡) = −𝐾𝑥(𝑡) 

 

Donde: 

𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃 

 

 

 

El valor del índice de costo puede ser evaluado en base a la solución de la ecuación de 

Riccati. 

𝐽(𝑢∗) =
1

2
 𝑥𝑇(𝑡𝑓)𝑆 𝑥(𝑡𝑓) + 

1

2
 ∫[𝑥𝑇(𝑡) ∙ 𝑄 ∙ 𝑥(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡) ∙ 𝑅 ∙ 𝑢(𝑡) ]𝑑𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

  

 

La parte de la integral tiende a cero y recordando que S = P, esto queda: 

 

𝐽𝑚𝑖𝑛 =
1

2
 𝑥𝑇(𝑡0)𝑃 𝑥(𝑡0) 
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