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PREFACIO 
 
 

Dentro de las múltiples innovaciones que se presentan en diversas aplicaciones 
de carácter industrial y doméstico, se tiene la tecnología de calentamiento por 
inducción, la misma que ha logrado surgir como una tecnología avanzada y 
eficiente, permitiendo sustituir convencionales sistemas eléctricos. Tanto es su 
apogeo que actualmente se cuenta con familias que utilizan las cocinas de 
inducción sobre todo en países de Europa y Asia, esto debido a que han 
demostrado ser dispositivos seguros y prácticos con un preciso control.  
 
 
En nuestro medio se ha visto desarrollado el uso de cocinas de inducción por 
iniciativa del cambio de la matriz productiva impulsado por los últimos 
gobiernos, esto ha despertado el interés de múltiples investigadores y analistas 
en estudiar las ventajas que ofrece este tipo de calentamiento por inducción, no 
sólo en la aplicación doméstica de una cocina de inducción sino también en 
aplicaciones relacionadas con la industria de metales.  
 
 
Este interés ha generado la necesidad de establecer cada vez adaptaciones que 
ayuden a mejorar la eficiencia en el uso de dichos dispositivos, para de esta 
manera implantar una gestión inteligente de la energía. 
 
 
En el desarrollo de este proyecto de investigación se pretende realizar un análisis 
de una bobina plana de calentamiento por inducción considerando varios 
parámetros de tipo físico, eléctrico y magnético, que afectan de una forma u otra 
a la eficiencia de la misma. Para lo cual se realiza una revisión conceptual de los 
fundamentos que soportan el estudio a realizar, así como el desarrollo del modelo 
matemático que proporciona de manera teórica la eficiencia de inducción en base 
a parámetros como frecuencia de operación, radio de la hebra que conforma el 
cable de la bobina, volumen de cobre utilizado, espacio entre vueltas. Cabe 
mencionar que existen algunos factores que no se consideran dentro de este 
análisis ya que demandan de un mayor tiempo de estudio e investigación y 
pueden quedar como alternativas para proyectos futuros. 
 
 
La parte principal del trabajo de investigación se localiza en establecer un 
modelo matemático para la eficiencia de inducción, el mismo que será trabajado 

XI 
 



en el entorno de simulación que ofrece Matlab para de esa manera optimizarlo 
mediante el uso de una herramienta como es el algoritmo genético. Cabe 
mencionar que, se utiliza un programa de análisis mediante elementos finitos 
para magnetismo como es el programa FEMM, el mismo que servirá para 
elaborar la geometría de estudio, realizar el pre procesamiento y post 
procesamiento, de esa manera al ser enlazado con Matlab permitirá tomar 
parámetros que serán utilizados para la optimización de la eficiencia. 
 
 
Por último, se realiza un contraste de la información obtenida entre el modelo 
obtenido con los datos que ofrece el simulador, así como los datos obtenidos de 
un prototipo de prueba. 
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PRÓLOGO 

 
 

Dentro de las ventajas que ofrece el calentamiento por inducción están el ser un 
método rápido, limpio, eficiente energéticamente hablando, es controlable y se 
puede repetir las veces que sea necesario. Además su uso se ha generalizado a 
no sólo aplicaciones de carácter industrial, sino de carácter doméstico. 
 
 
Como elemento principal de este proceso de calentamiento se encuentra la 
bobina de inducción, también denominada inductor, y podría decirse que son 
muchos los factores que contribuyen a la efectividad de una bobina de 
calentamiento por inducción, entre ellos podemos mencionar calidad de 
materiales con los cuales se construye, la forma, el mantenimiento que se le 
realice, el modo de fabricación, la forma de adaptar a la fuente de alimentación 
entre otras.  
 
 
Es así que una bobina de inducción correctamente diseñada y fabricada es 
esencial para la eficacia de las diversas aplicaciones de calentamiento por 
inducción. Se debe considerar que la inducción es un método de calentamiento 
en el que no se necesita contacto ni llama para calentar en pocos segundos 
determinado objeto, para esto una corriente alterna que fluye a través de la 
bobina genera un campo magnético, y ese campo se concentra en un área 
determinada que es la que se desea calentar. 
 
 
Dentro del desarrollo del trabajo de investigación se contemplan los siguientes 
pasos: 

• Determinación del modelo matemático que indique el comportamiento 
de la eficiencia de la bobina, para esto se analizan diversos factores como 
son frecuencia de operación, número de vueltas que conforman la bobina, 
número es hebras que conforman una vuelta, longitud promedio de una 
vuelta, corriente y tensión, espacio disponible para colocar la bobina. 
Aunque en este trabajo se toman en consideración sólo los parámetros de 
radio de hebra, frecuencia de operación y espacio disponible. 

• Utilizando un software que realiza análisis de elemento finito (FEMM) 
se realiza la geometría del problema de la bobina tanto sin carga como 
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con carga, además de establecer condiciones de frontera y definir las 
etapas de pre procesamiento y post procesamiento.  

• Con la  información obtenida del programa de elementos finitos, se 
establece un enlace con Matlab para realizar cálculo de eficiencia y su 
posterior optimización mediante la respectiva función objetivo y 
restricciones, para esto se utilizará algoritmo genético. 

• Finalmente se analizan los resultados obtenidos y las curvas elaboradas 
de eficiencia versus la frecuencia de operación para establecer el 
comportamiento y el punto óptimo de operación para una eficiencia 
deseada, respetando las limitaciones del modelo desde el punto de vista 
físico, eléctrico y magnético. 

• Conclusiones y recomendaciones 
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INTRODUCCIÓN 
 
 
 

1.1 Técnicas numéricas aplicadas a la Ingeniería 
 
Dentro del planteamiento del problema se debe considerar la utilización de 
variables inmersas en el modelo matemático, esto  dará como resultado una 
expresión conformada por ecuaciones que tratan de describir el comportamiento 
natural del sistema, y en muchos casos estas ecuaciones son diferenciales. De 
esta manera se quiere enlazar efectos derivados de las fronteras del modelo y de 
los aspectos internos producidos por las diversas reacciones derivados del 
funcionamiento. Cabe mencionar  que, la respuesta obtenida de la simulación 
ofrece una vía para establecer criterios de funcionamiento del sistema que es 
objeto de estudio, y permite realizar una evaluación para determinar la 
funcionalidad del modelo a desarrollar. 
 
 
1.1.1 Pre proceso 

 
Para el problema dado se debe tener definido un medio de trabajo en el cual 
deben interactuar los diversos componentes que son responsables de producir 
efectos tanto externos como internos. Además se considerará que, el material se 
encuentra distribuido de manera continua en todo su volumen.  
Haciendo uso de herramientas asistidas por computador se genera una buena 
aproximación entre el medio geométrico real y el medio geométrico de estudio. 
Las condiciones externas e internas estarán definidas en el modelo matemático 
como variables conocidas, y pueden ser manipuladas por el investigador. Es 
importante indicar que se deberá definir las propiedades del modelo geométrico 
según el medio que lo constituya y las especificaciones del mismo. 
 
 
1.1.2 Módulo de cálculo 
 
Una vez que se ha establecido el modelo en la etapa de pre proceso, se procede 
a discretizar el modelo, para esto se genera una estructura de porciones que sean 
disjuntas entre sí denominados elementos finitos. La idea es que, dentro de los 
elementos finitos se interpolen las variables logrando expresar matemáticamente 
el comportamiento del problema mediante una cantidad finita de parámetros. Se 
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tendrá una serie de nodos, y cada nodo de la discretización geométrica mantiene 
un equilibrio entre los efectos internos producto de las reacciones a los efectos 
externos causados por las condiciones de frontera que se establezcan en la 
simulación. Basado en esto se puede expresar ecuaciones de equilibrio, 
generando de esta manera un número finito de ecuaciones que depende de la 
cantidad de nodos que se registre en el mallado del modelo matemático. 
 
 
Estas ecuaciones que, en muchos casos son diferenciales y que describen el 
comportamiento del modelo físico se pueden resolver mediante varios métodos, 
como los variacionales o métodos de residuos ponderados. Se pueden obtener 
matrices que se denominan de rigidez, cuyo significado dependerá del problema 
que se esté estudiando. 
 
 
Una vez que se resuelve el sistema general de ecuaciones resultantes, se hallan 
las incógnitas que estarán relacionadas con las demás variables que se desean 
analizar. 
 
 
1.1.3 Etapa de post proceso 
 
Una vez que se han obtenido resultados numéricos, se procede a interpretar 
dichos resultados y realizar la presentación de los mismos mediante el uso de 
técnicas gráficas que faciliten la comprensión de ellos. Estos resultados e 
interpretaciones son analizados para realizar las modificaciones dentro del 
proceso de simulación. 
 
 
1.1.4 Esquema general de solución mediante técnicas numéricas 
 
Dentro del esquema general de la solución que se pueda brindar a un problema 
haciendo uso de técnicas numéricas, se tiene la elaboración del modelo 
geométrico en el cual intervienen programas destinados a diseñar y diagramar 
dicha geometría, planteamiento del modelo matemático, el mismo que tiene 
como fin emular el comportamiento del sistema real, la discretización del 
modelo diseñado, dar solución a las ecuaciones que se plantean una vez definidas 
las variables y los datos del problema, mediante la ayuda del ordenador y con 
algoritmos de optimización determinar soluciones óptimas del problema 
planteado, una vez que se ha obtenido resultados proceder a realizar la 
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interpretación de los mismos para verificar o refutar las hipótesis planteadas al 
inicio del estudio, finalmente en base a las interpretaciones realizadas de los 
resultados obtenidos se procederá a realizar las modificaciones del caso, ya sea 
en nivel de precisión, en la geometría del modelo, en el modelo matemático, en 
las especificaciones de simulación, etc. 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 1.1  Esquema de solución a través de técnicas numéricas 

Modelo 
Geométrico 

Modelo 
Matemático 

Discretización 

Solución de las 
ecuaciones 

Implementación 
en ordenador 

Interpretación y 
presentación de 
resultados 

Modificaciones 
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1.2 Antecedentes 
 
En el Ecuador el objetivo 11.1 del Plan Nacional para el Buen Vivir 2013 – 2017 
define políticas y lineamientos para reestructurar la matriz energética buscando 
incentivar el uso eficiente y el ahorro de energía.  Es por esto que desde agosto 
del 2014 en el Ecuador se implementó el programa de eficiencia energética para 
cocción por inducción en el cual se prevé que los usuarios residenciales efectúen 
progresivamente el cambio del uso de una cocina de gas por una cocina de 
inducción recibiendo varios incentivos para este efecto. 
 
 
De esta manera el país podrá ahorrar recursos al disminuir la cantidad de 
importación de GLP que sirve de combustible para la cocina de gas, disminuye 
también gastos por subsidios a este combustible y por otro lado aporta a la 
disminución de la contaminación del ambiente puesto que se dejan de emanar 
CO2 por la combustión del GLP. 
 
 
Los productores locales de cocinas de inducción han presentado al mercado 
varios modelos de estas cocinas que van desde pequeñas de un solo calentador 
hasta grandes de 4 calentadores que incluyen horno eléctrico y que en general 
consumen una potencia eléctrica que va desde los 1000 watts-hora hasta los 8000 
watts-hora. 
 
 
1.3 Justificación 
 
Por lo expuesto anteriormente, este trabajo de investigación pretende ser un 
aporte a la industria local de tecnologías de calentamiento por inducción, 
específicamente cocinas de inducción, para que el producto tenga la certeza de 
que la bobina de inducción cuente con las características y eficiencia óptimas de 
diseño, garantizando un producto que cumpla con los estándares de eficiencia 
energética, calidad, seguridad y a la vez su precio sea competitivo en el mercado. 
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
 
 

2.1 Tecnologías de calentamiento por inducción 

Dentro de las aplicaciones que se puede dar al calentamiento por inducción se 
tiene, endurecer, unir o ablandar metales, así como materiales conductivos. En 
la actualidad se ha tornado un proceso eficiente ya que establece una 
combinación entre consistencia, velocidad, control y optimización energética. 
En un esquema básico de calentamiento por inducción una fuente de 
alimentación genera una corriente alterna, la misma que atraviesa un inductor el 
cual tiene dentro de sí al elemento que se desea calentar. Realizando la analogía 
con un transformador, se podría decir que el inductor actúa como el primario del 
transformador y el elemento a calentar hace las veces de secundario, esta pieza 
a calentar al ser atravesada por el campo magnético, experimentará corrientes 
inducidas las cuales son denominadas de Foucault, dichas corrientes fluirán en 
dirección contraria a la resistividad eléctrica del material provocando un calor 
sin contacto alguno entre el elemento y el inductor (EFD Induction). La 
tecnología del calentamiento por inducción provee ventajas sobre las técnicas 
convencionales de generación de calor, algunas se presentan en la Tabla 2.1: 

Tabla 2.1  Ventajas del calentamiento por inducción 
Eficiencia 
energética 

Convirtiendo un alto porcentaje de energía consumida en 
energía útil, ya que las pérdidas de calor en los tiempos de 
para se reducen a valores mínimos. 

Control sobre 
procesos 
automatizados 

A través de  lazos de control de temperatura los sistemas 
de calentamientos por inducción permiten realizar 
mediciones de temperatura de cada elemento por 
individual, así mismo la velocidad, de esta manera valores 
de temperatura y datos de almacenamiento pueden 
establecerse con mayor facilidad. 

Energía limpia No se consumen combustibles fósiles convencionales, 
evitando la contaminación y protegiendo el 
medioambiente.  
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Detallando algunas de las tecnologías y aplicaciones del calentamiento por 
inducción se tiene: 

• Temple: se utiliza calor inducido y enfriamiento rápido también 
denominado ducha, de esta manera se consigue incrementar dureza y 
durabilidad del material. Este proceso es rápido, repetible, limpio, seguro 
y normalmente de diseño compacto, además ofrece una eficiencia sobre 
el ahorro energético. (EFD-Induction, 2010) 

 
Figura 2.1  Temple por inducción 

Fuente: http://www.efd-induction.com/~/media/PDF/Applications/ApplicationsESP.ashx 
 
 

• Braseado: proceso utilizado para unir materiales mediante el uso de un 
material de aportación (antioxidante), el calor inducido funde la 
aportación y la misma penetra en los materiales de base por capilaridad. 
(EFD-Induction, 2010) 

 
Figura 2.2  Braseado por inducción 

Fuente: http://www.efd-induction.com/~/media/PDF/Applications/ApplicationsESP.ashx 
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• Soldadura: se induce calor electromagnéticamente en un tubo, de esta 

manera se hace ideal para soldar bordes de tuberías. Su controlabilidad y 
repetitividad permiten minimizar los elementos denominados chatarras y 
es de gran utilidad en industrias de tubos y tuberías. (EFD-Induction, 
2010) 
 

 
Figura 2.3  Soldadura por inducción 

Fuente: http://www.efd-induction.com/~/media/PDF/Applications/ApplicationsESP.ashx 
 
 

• Producción de plasma: esto se realiza a través de un proceso denominado 
plasma acoplado inductivamente, de esta manera se puede producir fibra 
óptica, purificar metales, cerámicas. (EFD-Induction, 2010) 
 

 
Figura 2.4  Producción de Plasma 

Fuente: http://www.efd-induction.com/~/media/PDF/Applications/ApplicationsESP.ashx 
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• Cocinas de inducción: se calienta el recipiente mediante un campo 
electromagnético en vez de utilizar calor producido por gas o por 
resistencias. Este proceso ofrece menos pérdidas de energía, la energía 
transferida se desprende en forma de calor. 

 
Figura 2.5  Cocina de inducción 

Fuente: http://laplace.us.es/wiki/images/thumb/c/c4/Foto-cocina-induccion.jpg/360px-Foto-cocina-
induccion.jpg 

 

2. 2 Objetivo general 

Optimizar la eficiencia de una bobina plana de calentamiento por inducción 
mediante el análisis del modelo matemático. 
 
 
2.3 Objetivos específicos 

 
• Comprender el principio físico del calentamiento por inducción 

electromagnética. 
 

• Identificar y analizar las variables físicas, eléctricas y magnéticas 
presentes en una bobina de inducción. 
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• Establecer un modelo matemático para la eficiencia de la bobina de 
inducción y su dependencia con las características físicas de la bobina. 
 

• Realizar la simulación electromagnética de una bobina de inducción 
mediante un software que utilice el método de elementos finitos para 
encontrar valores iniciales de cálculo. 
 

• Optimizar la eficiencia estableciendo diferentes radios, número de 
vueltas y frecuencia de operación de la bobina de inducción. 
 

• Contrastar los resultados de la optimización de la eficiencia de la bobina 
de inducción con las mediciones realizadas con un prototipo. 
 
 
 

2.4 Descripción de una bobina de inducción 

Una bobina de inducción es un tipo de transformador el cual es utilizado para 
generar impulsos a gran tensión por medio de una fuente de corriente continua 
en baja tensión. El mecanismo utilizado para producir las variaciones de flujo y 
así inducir la tensión deseada en el secundario, consiste en interrumpir en forma 
reiterada la corriente continua que atraviesa el primario utilizando un interruptor. 
 
 
Otra descripción más enfocada a la aplicación de su trabajo, es la de una bobina 
por la cual circula corriente alterna a una frecuencia alta capaz de calentar 
objetos colocados en su interior sin realizar contacto alguno. 
 
 
La bobina por su forma almacena energía en forma de campo magnético, al estar 
la bobina hecha de espiras de cable, el campo magnético circula por el centro y 
se cierra su camino por su exterior. 
 
 
La bobina de inducción permite generar fuerzas electromotrices o tensiones 
elevadas, ya sea de tipo alterno o pulsativo, empleando pequeñas fuerzas 
electromotrices. 
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En una estructura básica de una bobina, la misma está constituida por dos 
solenoides de hilo de cobre aislados y enrollados alrededor de un núcleo de 
hierro, uno de los solenoides denominado como primario, está constituido por 
decenas o centenas de espiras de hilo, mientras el otro denominado secundario, 
consta de diferentes millares de espiras de hilo delgado. Al circular una corriente 
eléctricas por el primario, se crea un campo magnético, entonces el secundario 
se encuentra acoplado magnéticamente a través del núcleo de hierro. En el caso 
de primario se puede decir que actúa como inductor almacenador de energía en 
el campo magnético asociado, al realizar una interrupción de manera súbita en 
la corriente, el campo magnético baja rápidamente y eso provoca un impulso de 
alta tensión en el secundario debido a la inducción electromagnética. Al tener el 
secundario un elevado número de espiras en el arrollamiento, el impulso 
generado tendrá una tensión de millares de voltios, la cual es suficiente para 
provocar chispa o descarga eléctrica en el aire que separa los terminales del 
secundario. (Elettronica Veneta Mod. F-ROC/EV, 2013) 

 
Figura 2.6  Descripción de una bobina de inducción 

Fuente: https://i.pinimg.com/originals/43/95/ca/4395ca2e8639af01c4b184dcb322b464.gif 
 

 
Para el diseño de una bobina de inducción se deben tener en cuenta varios 
factores como, la potencial nominal, pérdidas mínimas, tamaño, temperatura, 

FUENTE 
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peso, combinación de todos. Además se debe tomar en cuenta los requerimientos 
específicos de frecuencia de trabajo, potencia y temperatura.  
 
 
2.5  Delimitación del problema 

El problema planteado consiste en realizar el análisis de una bobina plana de 
calentamiento por inducción. Este análisis se lo realizará teniendo en 
consideración diversos factores que afectan a la eficiencia de la misma, tales 
como radio de la hebra que conforma el cable de la bobina, frecuencia de 
operación o rango de frecuencia de operación a la que trabajará la bobina según 
la aplicación que se le quiera dar, análisis mediante software de elementos finitos 
para el diseño de una bobina sin carga y una con carga bajo condiciones de una 
vuelta y una hebra. 

No se considera en el análisis factores como relación de la sección transversal 
del cobre y de la bobina, el factor de utilización de ventana que se define como 
el producto del factor de aislamiento de la hebra y el factor de aire, el espesor 
del aislamiento. 

Una vez que se tenga el modelo matemático de la eficiencia de la bobina de 
inducción, se procede a optimizar la función eficiencia mediante la utilización 
de algoritmo genético con la ayuda del software Matlab, y para eso se especifican 
restricciones tanto de carácter lineal como no lineal. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11 
 



MARCO TEÓRICO 
 

3.1 Variables físicas, eléctricas y magnéticas presentes en una 
bobina de calentamiento por inducción 
 
3.1.1 Variables físicas 

• Acoplamiento: al ser el inductor equivalente al primario de un 
transformador y el objeto a calentar equivalente al secundario, el 
acoplamiento entre bobina y objeto a calentar dependerá de la distancia 
entre ellos. 

• Objeto a calentar: su geometría determina la forma de la bobina. 
• Radio de hebras: el radio de las hebras que conforman el cable que se 

enrollará formando las espiras. 
• Volumen de cobre: tiene que ver con el radio de los cables o de las hebras 

que conformen el cable, el cual será enrollado para conformar las espiras. 
• Geometría: simetría cilíndrica en la disposición de las vueltas para 

conformar la bobina plana circular. 
• Número de hebras: cantidad de hebras que conforma el cable 
• Número de vueltas: cantidad de vueltas que da el cable para conformar 

la bobina 
 

 
a) Número de hebra 

 
b) Geometría y volumen de cobre 

 
c) Objeto a calentar  

d) Radio y número de vueltas 

Figura 3.1  Variables físicas a considerar en una bobina de inducción 
Fuente: Umar, 2011-2012 
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3.1.2 Variables eléctricas 
• Fuente de poder: dependiendo de la aplicación se necesita capacidad de 

entrega de potencia y frecuencia de operación. 
• Potencia suministrada: esto se deriva en cierta medida por la fuente de 

poder y el valor de las resistencias equivalentes 
• Potencia transferida a la carga: se debe considerar las pérdidas por la 

potencia disipada en la carga, en los devanados. 
• Conductividad eléctrica  

 
3.1.3 Variables magnéticas 

• Densidad de flujo: un área en la cual la densidad de flujo magnético este 
concentrada, será el área con mayor densidad de corriente, de esta manera 
se pretende tener una máxima transferencia de energía. 

• Líneas de flujo magnético y velocidad de calentamiento: líneas de flujo 
magnético concentradas en el centro de la bobina proveen máxima 
velocidad de calentamiento en dicha área. 

• Permeabilidad magnética: de los medios  
• Profundidad de penetración: distancia medida desde la superficie al 

interior de la pieza a la cual se le realiza el cálculo de densidad de 
corriente. Es dependiente de la resistividad eléctrica del material, la 
frecuencia de la corriente en a bobina, la permeabilidad magnética del 
vacío y del material 

         
a) Líneas de campo 

 
b) Densidad de flujo magnético 

 
c) Campos magnéticos radiales generalizados 

Figura 3.2  Variables magnéticas a considerar en una bobina de inducción 
Fuente: https://cdn.comsol.com/wordpress/2017/03/Magnetic-density-norm-distribution-coil-and-air-

phantom.png 
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3. 2 Diseño de un inductor 
 
Básicamente para realizar el diseño de una bobina de inducción se utilizan datos 
que se han obtenido de estudios de geometrías elementales. En muchos de los 
casos se recurre a la experiencia previa y la información recabada es empírica. 
Sin embargo, se pueden establecer algunas consideraciones que son 
indispensables y que servirán de guía para el desarrollo del diseño del inductor. 
Estos son: 

• Acoplamiento, dado que el inductor se comportas de forma similar al 
primario de un transformador mientras que el objeto a calentar hace las 
veces del conjunto núcleo y secundario. 

• Eficiencia respecto al acoplamiento entre la bobina de inducción y el 
objeto que se desea calentar será inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia entre ellos. 

• Máxima transferencia de energía, para esto se debe garantizar que la 
distancia entre la superficie del objeto y el inductor sea lo más pequeña 
posible, esto a fin de garantizar la máxima transferencia de energía. 

• Máxima velocidad de calentamiento 
• La geometría del objeto que se desea calentar, esto es de suma 

importancia ya que de ello también depende la forma que tendrá la 
bobina. 

• Material y revestimiento. 
• Tipo de fuente de poder que se utilizará y la capacidad de entregar 

potencia y frecuencia de operación. 

 
Figura 3.3  Esquema básico de una bobina de inducción 

Fuente: González, 2008 
 

14 
 



3.2.1 Principios del calentamiento por inducción 
 
Si se considera una fuente que genere una fuerza electromotriz (fem) y un 
circuito conformado por un alambre conductor, se determina que, existe una 
corriente eléctrica la cual se encargará de generar un campo magnético 
denominado 𝐵𝐵�⃗ . 
 
 
Mediante las ecuaciones de Maxwell se puede establecer una relación entre los 
diversos aspectos electromagnéticos (Ferrando y col.). Estos son: 
 
Ecuaciones en forma diferencial 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐿𝐿 ∇ × 𝐻𝐻��⃗ = 𝐽𝐽 +
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐴𝐴𝐹𝐹𝑑𝑑𝐹𝐹𝐿𝐿  ∇ × 𝐸𝐸�⃗ = −
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐺𝐺𝐹𝐹𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺  ∇ ∙ 𝐷𝐷��⃗ = 𝜌𝜌 
𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐺𝐺𝐹𝐹𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺  ∇ ∙ 𝐵𝐵�⃗ = 0 
Donde: 
𝐸𝐸�⃗ :𝐶𝐶𝐹𝐹𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐿𝐿𝑙𝑙é𝑐𝑐𝜕𝜕𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶   𝑣𝑣𝐶𝐶𝑙𝑙𝜕𝜕𝑐𝑐𝐶𝐶𝐺𝐺/𝐴𝐴𝐿𝐿𝜕𝜕𝐴𝐴𝐶𝐶 
𝐻𝐻��⃗ : 𝐼𝐼𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿𝐼𝐼𝐺𝐺𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐹𝐹𝑚𝑚𝐼𝐼é𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶     𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐶𝐶𝐺𝐺/𝐴𝐴𝐿𝐿𝜕𝜕𝐴𝐴𝐶𝐶 
𝐷𝐷��⃗ :𝐷𝐷𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝑙𝑙𝐹𝐹𝐷𝐷𝐹𝐹𝐴𝐴𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐶𝐶 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐿𝐿𝑙𝑙é𝑐𝑐𝜕𝜕𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐺𝐺𝑙𝑙𝐶𝐶𝐴𝐴𝐶𝐶𝐺𝐺/𝐴𝐴2 

𝐵𝐵�⃗ :𝐹𝐹𝑙𝑙𝐺𝐺𝐹𝐹𝐶𝐶 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐹𝐹𝑚𝑚𝐼𝐼é𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶 
𝑊𝑊𝐿𝐿𝐶𝐶𝐿𝐿𝐴𝐴
𝐴𝐴2 = 𝑇𝑇𝐿𝐿𝐺𝐺𝑙𝑙𝐹𝐹 

𝐽𝐽:𝐷𝐷𝐿𝐿𝐼𝐼𝐺𝐺𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐶𝐶𝐺𝐺/𝐴𝐴2 
𝜌𝜌:𝐷𝐷𝐿𝐿𝐼𝐼𝐺𝐺𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝑚𝑚𝐹𝐹   𝐶𝐶𝐶𝐶𝐺𝐺𝑙𝑙𝐶𝐶𝐴𝐴𝐶𝐶𝐺𝐺/𝐴𝐴3 
 
En base a las ecuaciones diferenciales citadas se puede deducir la ecuación de 
continuidad, para esto se debe considerar la divergencia de la ley de Ampere. 
De esta manera se establece una relación entre cargas y corrientes. 

0 = ∇ ∙ 𝐽𝐽 +
𝜕𝜕∇ ∙ 𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕

 

∇ ∙ 𝐽𝐽 +
𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 
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Ecuaciones de Maxwell en forma integral 
 
Para determinar las ecuaciones en forma integral se aplica los teoremas de 
Stokes y de la divergencia. (Ferrando y col.) 

�𝐻𝐻��⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = ��𝐽𝐽 +
𝜕𝜕𝐷𝐷��⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
� ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 

�𝐸𝐸�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑙𝑙 = −��
𝜕𝜕𝐵𝐵�⃗
𝜕𝜕𝜕𝜕
� ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 

�𝐷𝐷��⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = �𝜌𝜌𝑑𝑑𝜌𝜌 

�𝐵𝐵�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0 

 
 
 
3.3 Fundamentos de transferencia de calor 
 
Se define como calor  a la energía en tránsito que se debe a una diferencia de 
temperatura. Se tiene diferentes tipos de transferencia de calor, y estos son: 
conducción, convección, radiación.  
 
 
3.3.1 Transferencia de calor por conducción 
 
El proceso de transferencia de calor por conducción es el resultado de 
interacciones moleculares. Es así que, las moléculas de una parte de un objeto 
que se encuentra a una temperatura más alta vibran con una rapidez mayor, estas 
moléculas chocan contra aquellas moléculas menos energéticas que se 
encuentran ubicadas hacia la parte más fría del objeto, y les transfieren una parte 
de su energía.  
 
 
De esta manera se realiza la transferencia de energía por conducción desde una 
región con temperatura más alta hacia una región con temperatura más baja. Se 
podría decir que la transferencia es el resultado de una diferencia de 
temperaturas. 
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Entre los sólidos se tiene dos categorías, metales y no metales. Los metales son 
buenos conductores de calor, en otras palabras son denominados conductores 
térmicos, esto se debe a que tienen un gran número de electrones que pueden 
moverse libremente. Los no metales, tienen un número pequeño de electrones 
libres, por lo tanto son malos conductores de calor en comparación con los 
metales. 
 
 
La capacidad de una sustancia para conducir calor depende de la fase de dicha 
sustancia, es así que los gases son malos conductores térmicos, ya que, sus 
moléculas están separadas a tal grado que, los choques entre ellas son menos 
frecuentes. En el caso de los líquidos y sólidos se tiene que, son mejores 
conductores térmicos en comparación que los gases, esto se debe a que, las 
moléculas están más juntas y pueden interactuar entre sí con mayor facilidad. 
 
 
En términos generales, la conducción de calor se define cuantitativamente como 
la tasa del flujo de calor con el tiempo en un material para una diferencia de 
temperatura dada. 
 

 
Figura 3.4  Transferencia de calor por conducción 

Fuente: https://image.slidesharecdn.com/transferenciapresentacion-150531002057-lva1-
app6891/95/transferencia-de-calor-por-conduccin-bidireccional-3-638.jpg?cb=1433031839 

 
 
Está tasa de flujo de calor a través de una sustancia depende de la diferencia de 
temperatura entre sus fronteras, y en consecuencia, la conducción de calor 
depende del tamaño y la forma del objeto, así como de su composición. Dentro 
de este contexto aparece el término denominado conductividad térmica, la 
misma que es una constante que depende del tipo de material y caracteriza la 
capacidad de dicho material para conducir calor. 
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3.3.2 Transferencia de calor por convección 
 
El proceso de transferencia de calor por convección es el resultado de una 
transferencia de masa, la cual puede ser natural o forzada. Un ejemplo es la 
transferencia de calor de convección libre que se presenta a partir de 
componentes calientes en una serie vertical de placas de circuito en aire 
estancado. El aire que hace contacto con los componentes experimenta un 
aumento de temperatura para que la densidad se reduzca. 
 
 
En el caso de la convección forzada, el fluido se mueve mecánicamente, de esta 
manera se produce la transferencia sin que haya necesidad de una diferencia de 
temperatura. Ejemplos típicos de convección forzada  son sistemas domésticos 
de calefacción por aire forzado, el sistema de enfriamiento de un motor de un 
auto. Básicamente este modo de transferencia de calor implica la transferencia 
de energía por el movimiento del fluido o la difusión molecular. 
 

 

 
 

 
Figura 3.5  Transferencia de calor por convección 

Fuente: Umar, 2011-2012 
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Considerando la transferencia de calor a un fluido que circula sobre una placa 
plana mostrada en la figura 3.5, si el número de Reynolds es muy grande, 
entonces se diferencian tres regiones de flujo diferentes. En forma adyacente a 
la pared existe una capa secundaria laminar donde la transferencia de calor 
ocurre por conducción termina, fuera de dicha capa secundaria se tiene una 
región de transición denominada capa de amortiguación, en ella la mezcla de 
remolinos y os efectos de conducción son significativos; más allá de la capa de 
amortiguación está la región turbulenta, donde el mecanismo dominante de 
transferencia es el mezclado por remolinos. 
 
 
Para describir la transferencia de calor por convección se tiene la Ley de Newton 
de enfriamiento, la cual se expresa como (Umar, 2011-2012): 
 

𝑄𝑄 = ℎ𝐴𝐴(𝑇𝑇𝑜𝑜 − 𝑇𝑇∞) 
 
Donde: 
𝑄𝑄: 𝜕𝜕𝐹𝐹𝐺𝐺𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝜕𝜕𝐴𝐴𝐹𝐹𝐼𝐼𝑡𝑡𝐿𝐿𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙𝐶𝐶𝐴𝐴 
ℎ: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐿𝐿𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝜕𝜕𝐴𝐴𝐹𝐹𝐼𝐼𝐺𝐺𝑡𝑡𝐿𝐿𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙𝐶𝐶𝐴𝐴 
𝐴𝐴: á𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹 
𝑇𝑇𝑜𝑜: 𝜕𝜕𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐹𝐹𝜕𝜕𝐺𝐺𝐴𝐴𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝐴𝐴𝐹𝐹𝐴𝐴𝐿𝐿𝑑𝑑 
𝑇𝑇∞: 𝜕𝜕𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐹𝐹𝜕𝜕𝐺𝐺𝐴𝐴𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑡𝑡𝐺𝐺𝑐𝑐𝑑𝑑𝐶𝐶 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 𝑙𝑙𝑐𝑐𝐶𝐶𝐴𝐴𝐿𝐿 
 
 
3.3.3 Transferencia de calor por radiación 
 
El tercer modo de transferencia de calor no necesita de ningún medio, ya que la 
transferencia se obtiene mediante ondas electromagnéticas. Como ejemplo se 
tiene el caso de la transferencia de calor por radiación al estar parado frente a 
una fogata.  Este medio de transferencia de energía  depende de las ondas 
electromagnéticas en intervalos de longitud de onda de 0.1 a 100 𝜇𝜇𝐴𝐴. Además 
esta transferencia de calor puede viajar en el vacío, como la energía solar. 
 
 
Existe una dependencia de propiedades superficiales tales como colores, 
orientación superficial y cuarta potencia de la temperatura absoluta de la 
superficie, es así que, la ecuación base para la transferencia de calor de radiación 
entre dos superficies grises por ejemplo está dada por (Umar, 2011-2012): 
 

𝑄𝑄 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝑡𝑡𝐴𝐴�𝑇𝑇14 − 𝑇𝑇24� 
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Donde: 
𝜎𝜎: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑆𝑆𝜕𝜕𝐿𝐿𝑡𝑡𝐹𝐹𝐼𝐼 − 𝐵𝐵𝐶𝐶𝑙𝑙𝜕𝜕𝐷𝐷𝐴𝐴𝐹𝐹𝐼𝐼 
𝜎𝜎: 𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐺𝐺𝑐𝑐𝑣𝑣𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐹𝐹 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝐿𝐿𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿  
𝐺𝐺𝐼𝐼𝐹𝐹 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿 𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝜕𝜕𝐿𝐿 𝐿𝐿𝐼𝐼𝐿𝐿𝐴𝐴𝑚𝑚𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼 𝐴𝐴𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝑐𝑐𝜕𝜕𝐶𝐶 𝐹𝐹 𝐺𝐺𝐼𝐼 𝑐𝑐𝐺𝐺𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝐼𝐼𝐿𝐿𝑚𝑚𝐴𝐴𝐶𝐶 
𝑡𝑡: 𝑡𝑡𝐹𝐹𝑐𝑐𝜕𝜕𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑚𝑚𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴é𝜕𝜕𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝐶𝐶𝐴𝐴𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐ó𝐼𝐼 𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹𝐺𝐺 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿𝐺𝐺 
 

 
Figura 3.6  Transferencia de calor por radiación 

Fuente: http://www.tv411.org/sites/default/files/ESScience7_A1_Q8.png 
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MODELADO DEL SISTEMA 
 
 

El diseño de una bobina de calentamiento por inducción es dependiente de varios 
factores como potencia, pérdidas, tamaño, temperatura, y la combinación de 
todos los factores mencionados anteriormente. 
Para este trabajo se realiza una combinación de simulaciones de campo con el 
método de elementos finitos y fórmulas para realizar cálculos de pérdidas. 
 
 
4.1 Análisis electromagnético para la eficiencia de calentamiento 
por inducción 
 
Para el caso de una bobina plana como el de la figura 4.1, se puede establecer el 
circuito equivalente del sistema de calentamiento por inducción como la 
conexión en serie de una inductancia 𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 y dos resistencias, la una, propia del 
inductor 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 y la otra resistencia del devanado, 𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷. 

 
Figura 4.1: Circuito equivalente de un sistema de calentamiento de inducción 

Fuente: Lope, I. 2015 
 
Se puede decir que, la eficiencia inductiva de un sistema de transferencia de calor 
por inducción, a la cual se denominará  𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 se define como la razón entre la 
potencia transferida, 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 respecto a la potencia eléctrica total suministrada a la 
bobina, 𝑃𝑃𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒.  

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑃𝑃𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒

=
1
2 𝐼𝐼0

2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
1
2 𝐼𝐼0

2𝑅𝑅
=

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷

                                                            [4.1] 

 
𝐼𝐼0: corresponde a la corriente de la bobina 
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖: resistencia que representa la potencia transferida 
𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷: resistencia que representa la potencia disipada en el devanado 
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Para establecer el valor  de las resistencias se debe realizar simulaciones de 
campo  mediante Análisis de Elementos Finitos del sistema de calentamiento por 
inducción. 
 
 
4.1.1 Modelo electromagnético del calentamiento por inducción  
 
Para establecer el modelado electromagnético se considerará una sección 
rectangular para una bobina de simetría rotacional, está geometría se la ve 
representada en la figura 4.2, en donde 𝒓𝒓𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 y 𝒓𝒓𝒆𝒆𝒆𝒆𝒊𝒊 son los radios interno y 
externo de la bobina, respectivamente, además 𝜕𝜕 es el espesor del devanado 
(Lope y col., 2015). Para el análisis del modelo se considerará que la bobina 
consiste de 𝒊𝒊 vueltas distribuidas equitativamente las cuales se enrollan en forma 
compacta y constan de 𝒊𝒊𝒉𝒉 hebra o hilos de radio 𝒓𝒓𝒘𝒘. 
 
 
Trabajando con cables multi-hilo con hilos equivalentes, la corriente eléctrica 
puede ser asumida como uniformemente distribuida sobre toda el área de la  
sección transversal en el rango de frecuencia de operación requerida. 

 
Figura 4.2: Bobina plana en una configuración de flujo transversal 

Fuente: Lope, 2015 
 
 
En la figura 4.2 se pueden apreciar parámetros físicos que aportan al análisis del 
modelo matemático de la bobina plana, estos son: 
𝜇𝜇𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐:𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝐶𝐶𝑐𝑐𝑙𝑙𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝐴𝐴𝐹𝐹𝑚𝑚𝐼𝐼é𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐹𝐹𝜕𝜕𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑡𝑡𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝑚𝑚𝐹𝐹 
𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐺𝐺𝑐𝑐𝜕𝜕𝑐𝑐𝑣𝑣𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑙𝑙é𝑐𝑐𝜕𝜕𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐹𝐹𝜕𝜕𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑡𝑡𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝑚𝑚𝐹𝐹 
𝜇𝜇𝑓𝑓𝑙𝑙𝑢𝑢𝑢𝑢𝑜𝑜:𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝐶𝐶𝑐𝑐𝑙𝑙𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝐴𝐴𝐹𝐹𝑚𝑚𝐼𝐼é𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑡𝑡𝑙𝑙𝐺𝐺𝐹𝐹𝐶𝐶 
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𝜎𝜎𝑓𝑓𝑙𝑙𝑢𝑢𝑢𝑢𝑜𝑜: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐺𝐺𝑐𝑐𝜕𝜕𝑐𝑐𝑣𝑣𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝐿𝐿𝑙𝑙é𝑐𝑐𝜕𝜕𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑡𝑡𝑙𝑙𝐺𝐺𝐹𝐹𝐶𝐶 
𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐: 𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐺𝐺𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐹𝐹𝜕𝜕𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐹𝐹 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝑚𝑚𝐹𝐹 
𝜕𝜕𝑓𝑓𝑙𝑙𝑢𝑢𝑢𝑢𝑜𝑜: 𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐺𝐺𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑡𝑡𝑙𝑙𝐺𝐺𝐹𝐹𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐹𝐹𝑚𝑚𝐼𝐼é𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶 
𝜕𝜕: 𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐺𝐺𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑣𝑣𝐹𝐹𝐼𝐼𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶 
𝑑𝑑𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐:𝑑𝑑𝑐𝑐𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐿𝐿 𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑣𝑣𝐹𝐹𝐼𝐼𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶 𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐴𝐴𝑚𝑚𝐹𝐹 
𝑑𝑑𝑓𝑓𝑙𝑙𝑢𝑢𝑢𝑢𝑜𝑜:𝑑𝑑𝑐𝑐𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐿𝐿 𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑐𝑐𝐿𝐿𝐼𝐼𝜕𝜕𝐴𝐴𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑡𝑡𝑙𝑙𝐺𝐺𝐹𝐹𝐶𝐶 𝐴𝐴𝐹𝐹𝑚𝑚𝐼𝐼é𝜕𝜕𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶 𝐿𝐿 𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑣𝑣𝐹𝐹𝐼𝐼𝐹𝐹𝑑𝑑𝐶𝐶 
 
 
A la bobina se la puede considerar como un medio conductor ideal 
(conductividad nula), la cual se modela en simulaciones de Análisis de 
Elementos Finitos para la densidad de corriente constante, 𝐽𝐽𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐. Si se 
consideran los siguientes parámetros: 
 
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏: sección transversal de la bobina 
𝑆𝑆𝐷𝐷: sección transversal de una vuelta 
 
Relacionando las secciones de la bobina y de una vuelta, se tiene que: 
 

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏 = 𝐼𝐼𝑆𝑆𝐷𝐷 
 

𝑆𝑆𝐷𝐷 =
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
𝐼𝐼

 
 
Se puede definir a la densidad de corriente constante como: 
 

𝐽𝐽𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐 =
𝐼𝐼0
𝑆𝑆𝐷𝐷
𝜑𝜑� =

𝐼𝐼0
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
𝐼𝐼

𝜑𝜑� = 𝐼𝐼
𝐼𝐼0
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

𝜑𝜑� ⟹ 𝐽𝐽𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏 = 𝐼𝐼
𝐼𝐼0

𝜕𝜕(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)
𝜑𝜑�               [4.2] 

 
𝜑𝜑� : vector unitario representando la dirección azimutal del sistema. 
 
 
El material, el medio y la carga tienen conductividad eléctrica 𝜎𝜎𝑘𝑘 y 
permeabilidad magnética 𝜇𝜇𝑘𝑘, donde k puede ser la carga o la ferrita. Para el 
análisis, se considerará a la ferrita como un medio libre de pérdidas. Además los 
parámetros geométricos y distancias del medio y de la bobina son considerados.  
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4.2 Método de elementos finitos 
 
El método de elementos finitos consiste en un procedimiento numérico para la 
resolución de problemas relacionados con ingeniería (Kattan, 2008). 
Básicamente se establecen una serie de pasos en forma general, los cuales son: 
 

• Discretizar el dominio, lo cual implica realizar una subdivisión del 
dominio en elementos y nodos, para el caso de sistemas discretos este 
paso ya está realizado, mientras que para sistemas continuos se hace 
necesario la discretización y las respuestas que se obtiene son 
aproximaciones. Cabe mencionar que la precisión de la solución 
dependerá de la discretización utilizada. 

• Selección de la función de interpolación, la función de interpolación se 
define solamente en cada subdominio y ellas tienen coeficientes. 

• Formulación del sistema para resolver el problema, en esta sección se 
tiene el sistema de ecuaciones representando la solución del campo. 

• Establecer condiciones de contorno. 
• Resolver las ecuaciones. 
• Post procesamiento, para obtener información adicional. 

 
4.3 Topología de un sistema de energía 

 
Figura 4.3: Diagrama de bloques de conversión de potencia de un sistema de calentamiento por 

inducción 
Fuente: http://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp.jsp?tp=&arnumber=6603370 

 
24 

 

http://ieeexplore.ieee.org/stamp/stamp.jsp?tp=&arnumber=6603370


Una aplicación típica de una bobina plana circular de calentamiento por 
inducción es la cocina de inducción, en la figura 4.3 se puede observar el 
diagrama de bloques de conversión de potencia de un sistema de calentamiento 
por inducción para esta aplicación. En la misma se identifican varias etapas 
empezando por el suministro de red eléctrica, los filtros, la etapa rectificadora, 
la etapa inversora controlada mediante un bloque con ese propósito, y es en esta 
etapa inversora en donde se observa el comportamiento de las señales. Este 
comportamiento obedece a la denominada conmutación, en general  los 
dispositivos de conmutación de semiconductores operan en varios tipos de 
convertidores PWM DC-DC y en inversores DC-AC (Umar, 2011-2012). Es así 
que una corriente dada se activa o desactiva a un nivel específico de voltaje cada 
vez que se produce el cambio, de esta manera se obtienen las pérdidas por 
conmutación, cuanto mayor sea la frecuencia, más es la pérdida de conmutación, 
y eso es una limitación para aumentar demasiado la frecuencia. 
 
 
Básicamente si se aumenta la frecuencia de conmutación, se puede reducir el 
tamaño del transformador y filtro. Esto ayuda a construir un convertidor más 
pequeño y liviano, con un alto valor de densidad de potencia, pero las pérdidas 
de conmutación disminuyen la eficiencia de todo el sistema de potencia en la 
conversión de energía, produciendo más pérdidas a una frecuencia más alta. 
 
 
4.4 Potencia inductiva transferida 
 
 Para efectos de este análisis se tiene que, la impedancia equivalente inducida de 
este sistema se define como: 
 

𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐹𝐹𝑗𝑗𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖       [4.3] 
 

𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐼𝐼0

                  [4.4] 

 
 
Donde 𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 es el voltaje inducido de una bobina ideal libre de pérdidas, 
ignorando los efectos capacitivos, 𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 es modelada como una resistencia en 
serie con una inductancia, en donde 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 representa la potencia inductiva 
transferida a la carga y 𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 represente el campo magnético del sistema. 
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El voltaje  𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 se obtiene mediante la integral del campo eléctrico azimutal 𝐸𝐸𝜑𝜑 
a lo largo de la proyección de la bobina. Considerando la simetría axial y 
asumiendo que la bobina consiste de 𝐼𝐼 vueltas distribuidas equitativamente, la 
fuerza electromotriz (fem) inducido se obtiene por integración de 𝐸𝐸𝜑𝜑 sobre el 
volumen de la bobina dividido entre el área de su sección transversal 𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏 y 
multiplicado por el número de vueltas n. 
 
 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = − � 𝐸𝐸�⃗ ∙ 𝑑𝑑𝑙𝑙���⃗ = −�
𝐸𝐸𝜑𝜑[2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷]

𝑆𝑆𝐷𝐷
= −�

2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
𝐼𝐼𝑖𝑖𝑒𝑒𝑑𝑑𝑐𝑐𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑜𝑜

 

 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = −
𝐼𝐼
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷;     0 ≤ 𝐷𝐷 ≤ 𝜕𝜕       𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 ≤ 𝐴𝐴 ≤ 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒        [4.5]   

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

 

 
 
Donde 𝐸𝐸𝜑𝜑 se obtiene de las simulaciones del Análisis de Elementos Finitos y r 
es la coordenada radial. Sobre la impedancia equivalente, se debe tener claro 
que, el número de vueltas de la bobina es de especial interés y  a fin de 
parametrizar el número de vueltas es conveniente considerar que se tiene una 
bobina con una sola vuelta, es decir que n=1, y la misma geometría presentada 
anteriormente. Las bobinas con esta configuración se denominarán bobinas de 
una vuelta. Teniendo 𝐸𝐸𝜑𝜑,1 el campo eléctrico generado por una bobina de una 
vuelta, por lo tanto, el voltaje inducido de una vuelta será: 
 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = −
𝐼𝐼
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

 

 
Si n=1, entonces: 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 = −
1

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑,1𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

                        [4.6] 

 
En este caso de tiene que considerar que la longitud de la bobina de una vuelta 
corresponde a la longitud promedio de las vueltas que conforman la bobina, a 
misma se denominará  MLT y se obtiene determinando el volumen y dividiendo 
para el área de la bobina. 
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Figura 4.4: Esquema del diferencial de volumen 

 
 
𝐷𝐷𝑐𝑐𝑡𝑡𝐿𝐿𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑣𝑣𝐶𝐶𝑙𝑙𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼  𝑑𝑑𝜌𝜌 = 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷 

𝜌𝜌𝐶𝐶𝑙𝑙𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼 = � � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

 

 
Si se divide el volumen entre el área de la sección de la bobina, entonces se tiene 
la longitud promedio de la misma. 
 

𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇 =
𝜌𝜌𝐶𝐶𝑙𝑙𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

=
∫ ∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒
0

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
=
𝜋𝜋(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒2 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒2)𝜕𝜕
𝜕𝜕(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)

              [4.7] 

 
Considerando que la sección transversal es rectangular 
 

𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇 =
𝜋𝜋(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)𝜕𝜕

𝜕𝜕(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)
= 𝜋𝜋(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒) 

 
Suponiendo un medio lineal, es decir un medio que simultáneamente cumple las 
condiciones de ser homogéneo, isotrópico, pasivo y continuo, el campo 𝐸𝐸𝜑𝜑 
puede ser calculado como 𝐸𝐸𝜑𝜑 = 𝐼𝐼𝐸𝐸𝜑𝜑,1. Por lo tanto el 𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 puede escribirse 
como: 
 

𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = −
𝐼𝐼
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷 = −
𝐼𝐼
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴(𝐼𝐼𝐸𝐸𝜑𝜑,1)𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0
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𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐼𝐼2 ∙ �−
1

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑,1𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

� ⟹ 𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐼𝐼2𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1             [4.8] 

 
 
Se puede establecer la linealidad del medio por lo siguiente (Ayuda Electrónica, 
2010): 
 

• Se considera un medio homogéneo ya que tiene las constantes de campo 
eléctrico, magnético y de conducción. 
𝜎𝜎:𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝑐𝑐𝜕𝜕𝑐𝑐𝑣𝑣𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 (𝑡𝑡𝐹𝐹𝐴𝐴𝐹𝐹𝑑𝑑𝑐𝑐𝐶𝐶𝐺𝐺/𝐴𝐴𝐿𝐿𝜕𝜕𝐴𝐴𝐶𝐶) 
𝜇𝜇:𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝐶𝐶𝑐𝑐𝑙𝑙𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 (ℎ𝐿𝐿𝐼𝐼𝐴𝐴𝐿𝐿/𝐴𝐴𝐿𝐿𝜕𝜕𝐴𝐴𝐶𝐶) 
𝜎𝜎: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐺𝐺𝑐𝑐𝜕𝜕𝑐𝑐𝑣𝑣𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 (𝐴𝐴ℎ𝐶𝐶/𝐴𝐴𝐿𝐿𝜕𝜕𝐴𝐴𝐶𝐶) 
 

• Se define como un medio isotrópico porque la densidad del campo 
eléctrico es paralela a la intensidad de campo eléctrico, la densidad de 
campo magnético es paralela a la intensidad de campo magnético y la 
densidad de corriente de conducción es paralela a la intensidad de campo 
eléctrico. Expresado de otra forma: 𝐷𝐷 ∥ 𝐸𝐸;      𝐵𝐵 ∥ 𝐻𝐻;      𝐽𝐽 ∥ 𝐸𝐸 
 
Para que esto suceda es necesario que las constantes que representan el 
campo electromagnético y de conducción sean puramente reales. 
Entonces con estas dos condiciones se tiene que: 
𝜎𝜎: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝑙𝑙 
𝜇𝜇: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝑙𝑙 
𝜎𝜎: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿 𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝑙𝑙 
 

• Se establece la condición de que no debe existir ningún generador de 
onda electromagnética, la onda existe, pero no se conoce la fuente que la 
origina. Esta condición indica que el medio es pasivo. 
 

• Finalmente un medio continuo ya que mantiene la misma impedancia de 
campo, esto permite trabajar con las ecuaciones de Maxwell en su forma 
vectorial diferencial. 

 
Partiendo de este análisis sobre la fuerza electromotriz inducida, se puede 
considerar el efecto en la impedancia de la bobina libre de pérdidas. 
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𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐼𝐼0

=
𝐼𝐼2𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝐼𝐼0
= 𝐼𝐼2𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 = 𝐼𝐼2�𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝐹𝐹𝑗𝑗𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1�

= 𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝐼𝐼2𝐹𝐹𝑗𝑗𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 
𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝐼𝐼2𝐹𝐹𝑗𝑗𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1                  [4.9] 

 
Donde:  
𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1   
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 
𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 
 
Son impedancia, resistencia e inductancia de una bobina de una vuelta, 
respectivamente. 
 
 
4.5 Disipación en devanados 
 
El modelo que se estructura se basa en una descomposición DC, pérdidas de 
proximidad y efecto piel (Ferreira, 1989), por lo cual se puede considerar a la 
resistencia del devanado como: 
 

𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃                       [4.10] 
 
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷: resistencia de conducción, la cual incluye la resistencia DC y la de efecto 
piel. 
𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃: resistencia de proximidad, la cual corresponde a las pérdidas de 
proximidad inducida por la propia bobina. 
 
 
Se debe considerar que, el número de hebras de las que está conformado el cable 
es un parámetro de importancia relevante. Es por eso que, para el análisis del 
modelo planteado se consideran hebras equivalentes. Sin embargo para el 
análisis de 𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 se considerará un cable con una hebra, es decir 𝐼𝐼ℎ = 1. 
 
 
Para efectos de facilidad de análisis y la posterior generalización, se establecerá 
la parametrización con respecto al número de vueltas. Esto permitirá que se 
realice el análisis de pérdidas de la bobina sobre la base de la bobina de una 
vuelta y de una hebra. 
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Considerando una hebra redonda de radio 𝐴𝐴𝑤𝑤, la resistencia de conducción por 
unidad de longitud será (Lope y col., 2015): 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 =
1

Á𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐺𝐺𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ó𝐼𝐼 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 ℎ𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴𝐹𝐹 ∗ 𝜎𝜎ℎ
Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� 

 
Donde: 
Á𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐺𝐺𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ó𝐼𝐼 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 ℎ𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴𝐹𝐹 = 𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2 
𝜎𝜎ℎ: 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐺𝐺𝑐𝑐𝜕𝜕𝑐𝑐𝑣𝑣𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝐴𝐴𝐹𝐹𝜕𝜕𝐿𝐿𝐴𝐴𝑐𝑐𝐹𝐹𝑙𝑙 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 ℎ𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴𝐹𝐹 

𝛿𝛿ℎ:𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝑡𝑡𝐺𝐺𝐼𝐼𝑑𝑑𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑙𝑙 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐺𝐺𝑐𝑐𝜕𝜕𝐶𝐶𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 𝐿𝐿𝑙𝑙 𝐿𝐿𝑡𝑡𝐿𝐿𝑐𝑐𝜕𝜕𝐶𝐶 𝐴𝐴𝑐𝑐𝐿𝐿𝑙𝑙;       𝛿𝛿ℎ =
1

�𝜋𝜋𝜇𝜇0𝜎𝜎ℎ𝑡𝑡
 

𝜇𝜇0:𝐴𝐴𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹𝐶𝐶𝑐𝑐𝑙𝑙𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐿𝐿𝐺𝐺𝐴𝐴𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝐶𝐶 𝑙𝑙𝑐𝑐𝐶𝐶𝐴𝐴𝐿𝐿 
𝑡𝑡: 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐿𝐿𝑐𝑐𝐺𝐺𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹  
Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �

𝐴𝐴ℎ
𝛿𝛿ℎ
� : 𝑡𝑡𝐺𝐺𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐ó𝐼𝐼 𝑞𝑞𝐺𝐺𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑚𝑚𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴𝐿𝐿𝜕𝜕𝐴𝐴í𝐹𝐹 

                         𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐿𝐿𝑐𝑐𝐺𝐺𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑙𝑙𝐹𝐹𝐺𝐺 𝐴𝐴é𝐴𝐴𝑑𝑑𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝐺𝐺 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐴𝐴𝑐𝑐𝐿𝐿𝑙𝑙 
 
La expresión para 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 queda así: 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 =
1

𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ
Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�                       [4.11] 

 
Para el caso de hebras redondas aislada y ampliamente espaciada una expresión 
exacta de Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �

𝑐𝑐𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� en términos de funciones de Bessel se ha establecido en 

(Carretero y col. 2012). En el caso de multihilos estrechamente empaquetados, 
esta función no es exacta ya que se tiene una pequeña discrepancia para 
diámetros de hilos iguales o menores que la profundidad de piel (Sullivan, 1999). 
 
 
Mediante 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 se puede determinar la resistencia de conducción para una 
bobina de una vuelta con una hebra de radio 𝐴𝐴𝑤𝑤 . Para esto, se considera que la 
longitud de esta vuelta se obtiene dividiendo el volumen de la bobina entre el 
área de la sección transversal, se denominará a está longitud media de una vuelta 
de la siguiente manera MLT. 
 
 
La resistencia de conducción para una bobina de una vuelta con una hebra de 
radio 𝐴𝐴𝑤𝑤, será: 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 ∗ 𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 ∗ �
𝜌𝜌𝐶𝐶𝑙𝑙𝐺𝐺𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑐𝑐𝐼𝐼𝐹𝐹

Á𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐺𝐺𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐ó𝐼𝐼
� 
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𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 ∗ �
∫ ∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒
0

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
� = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷𝑢𝑢,1 ∗

1
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

 

 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 =
1

𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ
Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�

1
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

            [4.12] 

 
Con los siguientes supuestos, equivalencia de las hebras y un radio de la hebra 
igual o menor que la profundidad de piel, el cable se puede considerar como el 
paralelo de las 𝐼𝐼ℎ hebras equivalentes. Además, la bobina puede ser considerada 
como la conexión en serie de 𝐼𝐼 espiras o vueltas de longitud MLT. Por lo tanto, 
la resistencia de conducción 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 puede ser escrita de la siguiente manera: 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝐼𝐼[𝑅𝑅∥];   𝑑𝑑𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐿𝐿 
1
𝑅𝑅∥

=  𝐼𝐼ℎ
1

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
 

 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝐼𝐼 �
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

 𝐼𝐼ℎ
� ⇒ 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 =

𝐼𝐼𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

 𝐼𝐼ℎ
               [4.13] 

 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 =
𝐼𝐼

 𝐼𝐼ℎ
𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇
𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ

Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�                    [4.14] 

 
 
Según el análisis realizado para la resistencia de conducción, se puede establecer 
el estudio de la resistencia de proximidad 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 . Es así que, la resistencia de 
proximidad por unidad de longitud de una hebra redonda de radio 𝐴𝐴𝑤𝑤 se puede 
expresar como (Lope y col., 2015): 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃𝑢𝑢,1 =
4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� |𝑯𝑯𝟎𝟎����|2               [4.15] 

 
 
Donde |𝑯𝑯𝟎𝟎����|2 es el promedio espacial del campo magnético transversal aplicado 
a una hebra para una corriente de bobina 𝐼𝐼0 = 1 𝐴𝐴. Para el modelo establecido, 
el valor de |𝑯𝑯𝟎𝟎����|2 se puede calcular por análisis de elementos finitos (FEA) y 
depende del medio circundante. 
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Se debe indicar que en Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝑐𝑐𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� se incluye la dependencia de la geometría y 

la frecuencia, además se puede expresar en funciones de Bessel (Gyselinck y 
col., 2005). 
 
 
Considerando a 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 como la resistencia de proximidad de la  bobina de una 
vuelta de una hebra de radio 𝐴𝐴𝑤𝑤, se la puede calcular aplicando (4.15) el cual 
requiere �𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
 que es el promedio espacial del campo generado por una bobina 

de una vuelta en las posiciones de la bobina. Se podrá obtener este valor 
integrando 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
 sobre el volumen de la bobina dividido para el área de la 

sección transversal. 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 =
4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
                 [4.16] 

 
 
Suponiendo la linealidad del medio, 𝑯𝑯𝟎𝟎���� puede ser expresado como el campo 
generado por la bobina de una vuelta de un hilo 𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏������ multiplicado por el número 
de vueltas 𝐼𝐼, quedando 𝑯𝑯𝟎𝟎���� = 𝐼𝐼𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏������ 
 

De esta manera |𝑯𝑯𝟎𝟎����|2 = �𝐼𝐼𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������
2

= ���𝐼𝐼𝐻𝐻0,1𝑒𝑒�
2

+ �𝐼𝐼𝐻𝐻0,1𝑦𝑦�
2

+ �𝐼𝐼𝐻𝐻0,1𝑧𝑧�
2
�
2

 

 

|𝑯𝑯𝟎𝟎����|2 = 𝐼𝐼2 ���𝐻𝐻0,1𝑒𝑒�
2

+ �𝐻𝐻0,1𝑦𝑦�
2

+ �𝐻𝐻0,1𝑧𝑧�
2
�
2

= 𝐼𝐼2�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������
2
 

 
Además el cable se considera como el paralelo de  𝐼𝐼ℎ hebras y la bobina es la 
conexión serie de 𝐼𝐼 vueltas igualmente distribuidas, por lo tanto: 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 = 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ
4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴|𝑯𝑯𝟎𝟎����|2𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
 

 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 = 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ
4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐼𝐼2�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
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𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 = 𝐼𝐼3𝐼𝐼ℎ �
4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
� 

 
𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 = 𝐼𝐼3𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1               [4.17] 

 
 
Se debe indicar que en esta ecuación de 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃: 
 

• 𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏 es dependiente de la frecuencia porque los medios conductores 
están presentes en el sistema. 

• Según el modelo ideal que se adoptó, 𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏 no es afectado por corrientes 
auto inducidas en los conductores de la bobina. Esto será válido si se 
utilizan cables con un nivel de varado suficiente. 

• Considerando Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝑐𝑐𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� sólo válido para hilos redondos aislados y 

espaciados, esta ecuación no se puede considerar exacta. Sin embargo, la 
aproximación es válida si el radio de la hebra es igual o menor a la 
profundidad de piel. 

 
 
Para el caso de las resistencias en una bobina circular el alambre utilizado 
consiste en un haz de hebras conductores cilíndricas, las mismas que están 
trenzadas de tal forma que tienen una equivalencia de transposición azimutal y 
longitudinal. 
 
 
Esto da como resultado que cada hebra tenga la misma impedancia y la corriente 
se distribuya por igual entre los filamentos. Cabe mencionar que, la geometría 
de la bobina circular está determinada por el radio interno, radio externo y la 
altura, como se muestra en la figura 4.5. Además, la bobina se puede modelar 
como una densidad de corriente uniforme dado que el radio  y la distancia entre 
las hebras son pequeños comparados con las dimensiones de la bobina. 
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Figura 4.5: Vista lateral y superior de una bobina en forma de anillo 
Fuente: Carretero, 2011 

 
 
Al tener una bobina ideal en el aire, se puede caracterizar eléctricamente por una 
inductancia 𝑳𝑳 que será independiente de la frecuencia, y  la resistencia de este 
tipo de dispositivos puede determinarse por la adición de conducción y pérdidas 
de proximidad en los devanados.  
 
 
4.6 Aproximación de las resistencias de conducción y proximidad 
en baja frecuencia 
 
Para un diseño específico es necesario establecer la frecuencia de 
funcionamiento, el número de hebras y el diámetro de la hebra. Se debe 
considerar que resultaría tedioso extraer valores prácticos para 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 y 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 
dado que Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷  y  Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 incluyen funciones de Bessel (Carretero y col., 
2011). Otra opción más viable y que se tomará en este trabajo, consiste en 
realizar una aproximación basada en la tendencia asintótica de Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷  y  Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 
en valores de baja y alta frecuencia.  
 
 
Considerando las funciones de Bessel de primera especie y de orden 𝐼𝐼  𝐽𝐽𝑖𝑖(𝑥𝑥), 
las cuales se obtienen proponiendo soluciones en desarrollo de serie de potencias 
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para la ecuación de Bessel (Instituto de Física de la Facultad de Ingeniería, 
2011). Para lo cual se obtiene que:  

𝐽𝐽𝑖𝑖(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥
2
�
𝑖𝑖
�

(−1)𝑘𝑘 �𝑥𝑥2�
2𝑘𝑘

𝑘𝑘! (𝐼𝐼 + 𝑘𝑘)!

∞

𝑘𝑘=0

                [4.18] 

 
 
De esta expresión se puede determinar que 𝐽𝐽−𝑖𝑖(𝑥𝑥) = (−1)𝑖𝑖𝐽𝐽𝑖𝑖(𝑥𝑥) para todo n 
entero. 
 
Para valores pequeños de x, la aproximación al primer término en el desarrollo 
de 4.18 queda (Instituto de Física de la Facultad de Ingeniería, 2011):  

𝐽𝐽𝑖𝑖(𝑥𝑥) ≈ �
𝑥𝑥
2
�
𝑖𝑖 1
𝐼𝐼!

 
 
Para este caso particular 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑤𝑤

𝛿𝛿ℎ
 , entonces  

 

𝐽𝐽𝑖𝑖 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ �

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

�
𝑖𝑖 1
𝐼𝐼!

              [4.19] 

 

Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� = ℜ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
(𝐹𝐹 − 1)

2
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

𝐽𝐽0 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ
�

𝐽𝐽1 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ
�
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
               [4.20] 

 

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� = ℜ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐹𝐹 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
2 𝐽𝐽2 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ

�

𝐽𝐽0 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ
�
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
                     [4.21] 

 
Desarrollando 4.18 y 4.19 para el caso de 𝐽𝐽0, 𝐽𝐽1, 𝐽𝐽2 
 

𝐽𝐽0 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� = 1

⎣
⎢
⎢
⎡
1 − �

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

�
2

+
�𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ

�
4

16(2! ∗ 2!)
+ ⋯

⎦
⎥
⎥
⎤
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𝐽𝐽0 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ �

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

�
0 1

0!
≈ 1         

𝐽𝐽1 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� =

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

⎣
⎢
⎢
⎡
1 −

1
2!
�
𝐴𝐴𝑤𝑤

2𝛿𝛿ℎ
�
2

+
�𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ

�
4

16(2! ∗ 3!)
+ ⋯

⎦
⎥
⎥
⎤
 

 

𝐽𝐽1 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ �

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

�
1 1

1!
≈

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

 

 

𝐽𝐽2 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� = �

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

�
2

⎣
⎢
⎢
⎡1
2!
−

1
3!
�
𝐴𝐴𝑤𝑤

2𝛿𝛿ℎ
�
2

+
�𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ

�
4

16(2! ∗ 4!)
+ ⋯

⎦
⎥
⎥
⎤
 

 

𝐽𝐽2 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ �

𝐴𝐴𝑤𝑤
2𝛿𝛿ℎ

�
2 1

2!
=

1
8
�
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
2
 

 
 
Sustituyendo las expresiones para 𝐽𝐽0, 𝐽𝐽1, 𝐽𝐽2 en 4.20 y 4.21 
 

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� = ℜ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐹𝐹 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
2 𝐽𝐽2 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ

�

𝐽𝐽0 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ
�
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≈ ℜ

⎣
⎢
⎢
⎡
𝐹𝐹 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
2 (𝐹𝐹 − 1)2 1

8 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
2

1
⎦
⎥
⎥
⎤
 

 
 

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ ℜ �𝐹𝐹 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4 (−2𝐹𝐹)

8
� ≈ ℜ ��

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4 2

8
� ≈ ℜ ��

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4 1

4
� 

 
 

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈

1
4
�
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4
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Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� = ℜ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
(𝐹𝐹 − 1)

2
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

𝐽𝐽0 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ
�

𝐽𝐽1 �(𝐹𝐹 − 1) 𝐴𝐴𝑤𝑤𝛿𝛿ℎ
�
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
≈ ℜ �

(𝐹𝐹 − 1)
2

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

1
(𝐹𝐹 − 1)

2
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

� 

 

Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 �
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ ℜ[1] ≈ 1 

 
Por lo tanto (Lope y col., 2015): 

Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷
𝐿𝐿𝐿𝐿 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈ 1;   

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

< 1  

 

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃
𝐿𝐿𝐿𝐿 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
� ≈

1
4
�
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4

;    
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

< 1  

 
 
Esto se lo puede apreciar gráficamente 
 

 
Figura 4.6: Representación gráfica del factor de conducción y proximidad en términos de la relación  𝑐𝑐𝑤𝑤

𝛿𝛿ℎ
 

Fuente: Carretero, 2012 
 
 
Aquí se puede apreciar el comportamiento asintótico de cada uno de esos 
factores, podemos observar en el caso de la gráfica de la izquierda que al ser 
𝑐𝑐𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
≈ 1, el valor de Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 tiende a ser 1. Por lo tanto las resistencias para una 

bobina equivalente de una sola vuelta con una sola hebra serán a baja frecuencia: 
 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

1
𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ

Φ𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷
𝐿𝐿𝐿𝐿 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�

1
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0
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𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

1
𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ

1
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏

� � 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒

0

 

 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

1
𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ

𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇;  
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

< 1                [4.22] 

 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

Φ𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃
𝐿𝐿𝐿𝐿 �

𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
 

 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

4𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ

1
4
�
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4 ∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
 

 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ
�
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4
〈2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2〉𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 ;    
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

< 1              [4.23] 

 
 
Con lo asumido sobre la distribución uniforme de la bobina de corriente y el 
radio de la hebra igual o menor a la profundidad de la piel, se utiliza la 
aproximación de baja frecuencia para determinar ecuaciones sencillas. 
 
 
Un devanado ideal modelado con una densidad de corriente constante resuelve 
los campos en el sistema de calentamiento por inducción así como materiales 
lineales y concentrados de flujos libres de pérdidas, esto permite usar series de 
Fourier para obtener la corriente para cualquier proceso periódico de voltaje. 
 
 
Se asume hebras redondas aisladas y ampliamente espaciadas en el modelado de 
las pérdidas de devanado dependientes de la frecuencia. Este supuesto es 
adecuado para hebras de tamaño reducido en comparación con la profundidad 
de la piel, siendo la aproximación a baja frecuencia lo ideal. 
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4.7 Modelo matemático de la eficiencia de inducción 
 
Para realizar el estudio de la eficiencia de inducción se debe establecer como 
objetivo la optimización de dicha eficiencia, esta optimización se realizará 
respecto a ciertos parámetros como frecuencia de operación de la bobina, la 
cantidad de cobre a utilizar, el denominado factor de empaque de las hebras del 
cable y ciertos parámetros del bobinado. 
  
 
Con estas consideraciones y aplicando las ecuaciones 4.9, 4.10, 4.13 y 4.17 a la 
ecuación 4.1, se tiene: 
 
Al ser  𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝐼𝐼2𝐹𝐹𝑗𝑗𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1  (impedancia) y 𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 
(resistencia del devanado), la expresión para la eficiencia de inducción queda de 
la siguiente manera 
 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑃𝑃𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒

=
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑅𝑅𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
=

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃
 

 
Luego, por las ecuaciones 4.13 y 4.17 se establece que la eficiencia será: 
 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 +
𝐼𝐼𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

 𝐼𝐼ℎ
+ 𝐼𝐼3𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

 

 
Trabajando esta última expresión se establece una dependencia de la eficiencia 
de inducción respecto al número de vueltas y el número de hebras de cada vuelta, 
para eso podemos dividir tanto numerador como denominador para el factor 𝐼𝐼2, 
quedando lo siguiente (Lope y col., 2015): 
 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1
 𝐼𝐼2

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1
 𝐼𝐼2 +

𝐼𝐼𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐼𝐼2 𝐼𝐼ℎ

+
𝐼𝐼3𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

𝐼𝐼2
 

 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 +
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ

+ 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
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𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 1
𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 + 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

            [4.24] 

 
 
 
Según la ecuación 4.24 la eficiencia depende de lo valores de las resistencias 
correspondientes a una bobina  de una vuelta una hebra y del factor 𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ. 
Además se debe recordar que las resistencias de conducción y de proximidad 
tienen dependencia de la frecuencia. 
 
 
Se puede establecer la dependencia de parámetros como el radio de la hebra ya 
que las resistencias de conducción y de proximidad tienen dependencia de dichos 
parámetros, de igual manera podemos decir que la cantidad de cobre a emplear 
aproximadamente sería: 
 
 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑜𝑜𝑏𝑏𝑐𝑐𝑒𝑒 = (# 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝑣𝑣𝐺𝐺𝐿𝐿𝑙𝑙𝜕𝜕𝐹𝐹𝐺𝐺)(# 𝑑𝑑𝐿𝐿 ℎ𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴𝐹𝐹𝐺𝐺)(Á𝐴𝐴𝐿𝐿𝐹𝐹 𝑑𝑑𝐿𝐿 𝐺𝐺𝐼𝐼𝐹𝐹 ℎ𝐿𝐿𝐶𝐶𝐴𝐴𝐹𝐹)(𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇) 
 

𝜌𝜌𝑐𝑐𝑜𝑜𝑏𝑏𝑐𝑐𝑒𝑒 = 𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ(𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2)(𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇) 
 
 
4.7.1 Maximización teórica de la eficiencia 
 
Para establecer el punto en el cual se produce la máxima eficiencia, se puede 
trabajar con la ecuación 4.24, para esto se utilizará el criterio de la primera 
derivada, de tal forma que se determinará los puntos críticos y de entre dichos 
puntos críticos se determinará cuál es el que produce el máximo de la función 
eficiencia. 
 
 
Para hacer más amigable el trabajo con la ecuación 4.24 se procederá a utilizar  
cambios de variable. 
 
Tomando como 𝐿𝐿 = 𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖;   𝑥𝑥 = 𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ;   𝐹𝐹 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1;    𝐶𝐶 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1;    𝑐𝑐 = 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 
 
La ecuación 4.24 queda expresada así: 
 

𝐿𝐿 =
𝐹𝐹

𝐹𝐹 + 1
𝑥𝑥 𝐶𝐶 + 𝑐𝑐𝑥𝑥

;        𝐿𝐿(𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐𝑥𝑥) = 𝐹𝐹 
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Obteniendo la derivada parcial respecto a x en forma implícita 

𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

(𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐𝑥𝑥) + 𝐿𝐿(−𝐶𝐶𝑥𝑥−2 + 𝑐𝑐) = 0 
 
Despejando 𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕𝑒𝑒
 

𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

=
𝐿𝐿(𝐶𝐶𝑥𝑥−2 − 𝑐𝑐)
𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐𝑥𝑥

 
 
Para determinar los puntos críticos estacionarios, se tiene que: 
 

𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 0;     𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 𝑙𝑙𝐶𝐶 𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐶𝐶  𝐿𝐿(𝐶𝐶𝑥𝑥−2 − 𝑐𝑐) = 0  
 
Despejando  

𝐶𝐶𝑥𝑥−2 − 𝑐𝑐 = 0;      
𝐶𝐶
𝑥𝑥2

= 𝑐𝑐;      𝑥𝑥2 =
𝐶𝐶
𝑐𝑐

 

𝑥𝑥 = �𝐶𝐶
𝑐𝑐

;    𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ = �
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
     

 
 
Este resultado para el producto 𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ, corresponde a un punto crítico estacionario 
puesto que, la derivada parcial de la función respecto a la variable analizada es 
cero. Se puede utilizar el criterio de la segunda derivada para determinar si en 
ese punto crítico ocurre un máximo de la función, para esto se procederá a 
determinar la segunda derivada parcial de la función eficiencia respecto a la 
variable 𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ, una vez obtenida dicha derivada se evaluará en la misma el valor 
del punto crítico obtenido mediante la primera derivada igualada a cero, si el 
resultado de esa evaluación es negativo, entonces se podrá afirmar que el punto 
crítico utilizado corresponde al de un punto máximo de la función. 
 
 
Partiendo de la función simplificada mediante los cambios de variables asumidos 
 

𝐿𝐿(𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐𝑥𝑥) = 𝐹𝐹 
 
Obteniendo la derivada parcial respecto a x en forma implícita 
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𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

(𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐𝑥𝑥) + 𝐿𝐿(−𝐶𝐶𝑥𝑥−2 + 𝑐𝑐) = 0 
 
A esta última expresión se deriva nuevamente. 
 
𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

(𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝑥𝑥−1 + 𝑐𝑐𝑥𝑥) +
𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

(−𝐶𝐶𝑥𝑥−2 + 𝑐𝑐) +
𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

(−𝐶𝐶𝑥𝑥−2 + 𝑐𝑐) + 𝐿𝐿(2𝐶𝐶𝑥𝑥−3) = 0 
 

𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�𝐹𝐹 +
𝐶𝐶
𝑥𝑥

+ 𝑐𝑐𝑥𝑥� + 2
𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

�−
𝐶𝐶
𝑥𝑥2

+ 𝑐𝑐� +
2𝐶𝐶𝐿𝐿
𝑥𝑥3

= 0 
 

𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�𝐹𝐹 +
𝐶𝐶
𝑥𝑥

+ 𝑐𝑐𝑥𝑥� + 2 �
−𝐿𝐿 �− 𝐶𝐶

𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐�

𝐹𝐹 + 𝐶𝐶
𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑥𝑥

� �−
𝐶𝐶
𝑥𝑥2

+ 𝑐𝑐� +
2𝐶𝐶𝐿𝐿
𝑥𝑥3

= 0 

 

𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

�𝐹𝐹 +
𝐶𝐶
𝑥𝑥

+ 𝑐𝑐𝑥𝑥� − 2 �
𝐹𝐹

�𝐹𝐹 + 1
𝑥𝑥 𝐶𝐶 + 𝑐𝑐𝑥𝑥�

2� �−
𝐶𝐶
𝑥𝑥2

+ 𝑐𝑐�
2

+
2𝐶𝐶𝐹𝐹

𝑥𝑥3 �𝐹𝐹 + 𝐶𝐶
𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑥𝑥�

= 0 

 
 
Dividiendo ambos lados de la igualdad por el factor �𝐹𝐹 + 𝑏𝑏

𝑒𝑒
+ 𝑐𝑐𝑥𝑥� 

 

𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

− 2 �
𝐹𝐹

�𝐹𝐹 + 1
𝑥𝑥 𝐶𝐶 + 𝑐𝑐𝑥𝑥�

3� �−
𝐶𝐶
𝑥𝑥2

+ 𝑐𝑐�
2

+
2𝐶𝐶𝐹𝐹

𝑥𝑥3 �𝐹𝐹 + 1
𝑥𝑥 𝐶𝐶 + 𝑐𝑐𝑥𝑥�

2 = 0 

 
Sustituyendo en la última expresión el valor del punto crítico estacionario  

𝑥𝑥 = �𝐶𝐶
𝑐𝑐

 

 

42 
 



𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

− 2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐹𝐹

⎝

⎜
⎛
− 𝐶𝐶

��𝐶𝐶𝑐𝑐�
2 + 𝑐𝑐

⎠

⎟
⎞

2

⎝

⎛𝐹𝐹 + 1

�𝐶𝐶𝑐𝑐

𝐶𝐶 + 𝑐𝑐�𝐶𝐶𝑐𝑐
⎠

⎞

3

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+
2𝐶𝐶𝐹𝐹

��𝐶𝐶𝑐𝑐�
3

⎝

⎛𝐹𝐹 + 1

�𝐶𝐶𝑐𝑐

𝐶𝐶 + 𝑐𝑐�𝐶𝐶𝑐𝑐
⎠

⎞

2 = 0 

 
𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

− 2 �
𝐹𝐹(−𝑐𝑐 + 𝑐𝑐)2

�𝐹𝐹 + √𝐶𝐶𝑐𝑐 + √𝐶𝐶𝑐𝑐�
3� +

2𝐹𝐹𝐶𝐶

𝐶𝐶
𝑐𝑐 �

𝐶𝐶
𝑐𝑐 �𝐹𝐹 + √𝐶𝐶𝑐𝑐 + √𝐶𝐶𝑐𝑐�

2
= 0 

 
El segundo término se anula, quedando 
 

𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
2𝐹𝐹𝑐𝑐

�𝐶𝐶𝑐𝑐 �𝐹𝐹 + 2√𝐶𝐶𝑐𝑐�
2

= 0 

 
𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
2𝐹𝐹𝑐𝑐√𝑐𝑐

√𝐶𝐶�𝐹𝐹 + 2√𝐶𝐶𝑐𝑐�
2 = 0 

 
𝜕𝜕2𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= −
2𝐹𝐹𝑐𝑐√𝑐𝑐

√𝐶𝐶�𝐹𝐹 + 2√𝐶𝐶𝑐𝑐�
2 

 
 
Como se puede apreciar en esta última expresión para la segunda derivada 
parcial de la función, al resultado de sustituir los valores de las resistencias, los 
cuales son positivos 
 

𝐹𝐹 = 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1;    𝐶𝐶 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1;      𝑐𝑐 = 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 
 
Se obtiene que 𝜕𝜕

2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑒𝑒2

< 0 por lo tanto por el criterio de la segunda derivada, el 

valor crítico de  𝑥𝑥 = �𝑏𝑏
𝑐𝑐
      ofrece un punto máximo de la función. Regresando 
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a las expresiones originales, se tiene que el valor en el cual ocurre un máximo 
es:  
 

𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑚𝑚á𝑒𝑒 = �
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
                           [4.25] 

 
Teniendo en cuenta este resultado, también se puede llegar a un punto que ofrece 
eficiencia máxima cuando 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 (la resistencia de conducción es igual 
a la resistencia de proximidad) 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃
;    𝐺𝐺𝑐𝑐   𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃   

 
𝐼𝐼𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

 𝐼𝐼ℎ
= 𝐼𝐼3𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 

 
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

 𝐼𝐼ℎ
= 𝐼𝐼2𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 

 
 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 = 𝐼𝐼2𝐼𝐼ℎ2𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 
 

(𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ)2 =
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
 

 

𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑚𝑚á𝑒𝑒 = �
𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
 

 
Sustituyendo la ecuación 4.25 en la ecuación 4.24, se tiene el máximo valor de 
la eficiencia de inducción (recordar que este valor es considerando como variable 
el factor 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ). 
 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 1
𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 + 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
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𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚á𝑒𝑒 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 1
𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑚𝑚á𝑒𝑒

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 + 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑚𝑚á𝑒𝑒𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

 

 
 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚á𝑒𝑒 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 1

�𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1 + �𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

 

 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚á𝑒𝑒 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + �𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1 + �𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
 

 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚á𝑒𝑒 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 2�𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
                [4.26] 

 
 
Recordando que las ecuaciones 4.25 y 4.26 son obtenidas para análisis teórico 
del punto de eficiencia máximo. 
 
 
Con el fin de realizar la selección del radio de la hebra 𝐴𝐴𝑤𝑤 de manera más simple, 
sería útil tener una expresión de factor 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ en términos de 𝐴𝐴𝑤𝑤 en lugar de tener 
en términos de 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 y 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃 ya que estas resistencias incluyen una 
dependencia de funciones de Bessel. 
 
 
Se puede establecer que existe dependencia de la eficiencia respecto a variables 
tales como: número de vueltas, número de hebras, frecuencia de operación, radio 
de la hebra, por lo tanto la ecuación 4.24 se puede escribir en términos de dichas 
variables. 
 
 
Sustituyendo 4.22 y 4.23 en la ecuación 4.24 y trabajando la expresión para 
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 se tiene que: 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

1
𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ

𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇 
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Recordando que 𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇 = 𝜋𝜋(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒) 
 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝜋𝜋(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)
𝜋𝜋𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ

=
(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)

𝐴𝐴𝑤𝑤2𝜎𝜎ℎ
    [4.27];   𝑑𝑑𝐶𝐶𝐼𝐼𝑑𝑑𝐿𝐿 �

𝜎𝜎ℎ
𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒
𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

  𝐺𝐺𝐶𝐶𝐼𝐼 𝑐𝑐𝐶𝐶𝐼𝐼𝐺𝐺𝜕𝜕𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝐿𝐿𝐺𝐺 

 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ
�
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ
�
4
〈2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2〉𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  

 
Como 𝛿𝛿ℎ = 1

�𝜋𝜋𝜇𝜇0𝜎𝜎ℎ𝑓𝑓
 

 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ
⎝

⎜
⎛ 𝐴𝐴𝑤𝑤

1
�𝜋𝜋𝜇𝜇0𝜎𝜎ℎ𝑡𝑡⎠

⎟
⎞

4

∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������
2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
 

 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ
⎝

⎜
⎛ 𝐴𝐴𝑤𝑤

1
�𝜋𝜋𝜇𝜇0𝜎𝜎ℎ𝑡𝑡⎠

⎟
⎞

4

∫ ∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������
2
𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒
0

𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏
 

 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝜋𝜋
𝜎𝜎ℎ
𝐴𝐴𝑤𝑤4(𝜋𝜋2𝜇𝜇02𝜎𝜎ℎ2𝑡𝑡2)

𝜋𝜋𝜕𝜕(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒2 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒2)�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������
2

𝜕𝜕(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)
 

 
 

𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜋𝜋4𝜎𝜎ℎ𝜇𝜇02𝑡𝑡2𝐴𝐴𝑤𝑤4(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
             [4.28] 

 
 
Simplificando  para obtener 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 se tiene que: 
 

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 =
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝐼𝐼0
= −

1
𝑆𝑆𝑏𝑏𝑜𝑜𝑏𝑏 ∫ ∫ 2𝜋𝜋𝐴𝐴𝐸𝐸𝜑𝜑,1𝑑𝑑𝐴𝐴𝑑𝑑𝐷𝐷

𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒

𝑒𝑒
0

𝐼𝐼0
= −

𝐸𝐸𝜑𝜑,1𝜋𝜋(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)
𝐼𝐼0

   [4.29] 
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Para simplificar la expresión de la eficiencia se definen valores constantes 

𝐴𝐴 =
(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒)

𝜎𝜎ℎ
;       𝐵𝐵 = 𝜋𝜋4𝜎𝜎ℎ𝜇𝜇02(𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒) 

 

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝐴𝐴
𝐴𝐴𝑤𝑤2

;      𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝐵𝐵𝑡𝑡2𝐴𝐴𝑤𝑤4�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
;     𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 = −

𝜋𝜋𝐴𝐴𝜎𝜎ℎ𝐸𝐸𝜑𝜑,1

𝐼𝐼0
   

 
 
 
 
Sustituyendo estas expresiones para 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1;  𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1

𝐿𝐿𝐿𝐿;      𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿     

 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝐿𝐿 =
𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 1
𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ

𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷1,1
𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ   𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃1,1

𝐿𝐿𝐿𝐿
 

 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝐿𝐿 =
−
𝜋𝜋𝐴𝐴𝜎𝜎ℎ𝐸𝐸𝜑𝜑,1

𝐼𝐼0
  

−
𝜋𝜋𝐴𝐴𝜎𝜎ℎ𝐸𝐸𝜑𝜑,1

𝐼𝐼0
  + 𝐴𝐴

𝐼𝐼 𝐼𝐼ℎ𝐴𝐴𝑤𝑤2
+ 𝐵𝐵𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ𝑡𝑡2𝐴𝐴𝑤𝑤4�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������

2
         [4.30] 

 
 
Se supone que se tienen valores constantes para: 

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒;    𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒;    𝜎𝜎ℎ;   𝜇𝜇0;   𝐼𝐼0 
 
 
Además los valores de 𝐸𝐸𝜑𝜑,1   y  |𝑯𝑯𝟎𝟎𝟏𝟏�����|2 se obtienen de la simulación mediante 
elementos finitos en base a una corriente específica 𝐼𝐼0. 
En vista de lo anterior se tiene que, 𝐼𝐼𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝐿𝐿 depende de las variables: 
𝐼𝐼;𝐼𝐼ℎ; 𝐴𝐴𝑤𝑤;𝑡𝑡  
 
Restricciones de las variables 

𝑡𝑡0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡𝑚𝑚 
𝐼𝐼0 ≤ 𝐼𝐼 ≤ 𝐼𝐼1 

𝐼𝐼ℎ0 ≤ 𝐼𝐼ℎ ≤ 𝐼𝐼ℎ1 
0 < 𝐴𝐴𝑤𝑤 ≤ 𝐴𝐴1 

𝐼𝐼𝐼𝐼ℎ = 𝑐𝑐𝐹𝐹𝐼𝐼𝜕𝜕𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑡𝑡𝑐𝑐𝐼𝐼𝑐𝑐𝑑𝑑𝐹𝐹    
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En la ecuación 4.30 se observa la dependencia de la eficiencia de inducción de 
las variables número de vueltas 𝐼𝐼, número de hebras 𝐼𝐼ℎ, radio de la hebra 𝐴𝐴𝑤𝑤  y 
frecuencia de operación 𝑡𝑡. Al depender del número de vueltas, número de hebras 
y radio de la hebra, podemos decir que tiene dependencia del volumen de cobre 
a utilizar. 
 
 
 
4.8 Esquema de transferencia de energía 
 
En el esquema de transferencia de energía de la figura 4.7 la energía es 
proporcionada en forma de electricidad, y se disipa en forma de calor en las áreas 
mostradas de la cubierta: 
 
 

 
Figura 4.7: Representación de transferencia de energía para la aplicación de la cocina de inducción  

Fuente: Umar, 2011-2012 
 
 
Calor disipado en la bobina de cobre por efecto de la resistencia del cable con 
el cual se construye la bobina: se debe considerar el hecho de que, cada espiral 
en una bobina de inducción tiene el trabajo de inducir un campo magnético en el 
recipiente colocado sobre la superficie de calentamiento, es así que, al transitar 
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una corriente alterna por la bobina, el campo magnético que se induce en el fondo 
del recipiente (olla) permite que circule una corriente alta dentro del recipiente 
que se calienta. 
 
 
Con la finalidad de mejorar el acoplamiento entre bobina y la carga, se coloca 
barras de ferritas debajo de la bobina para de esa forma orientar el flujo 
magnético, además se coloca una placa de aluminio debajo de la ferrita para 
proporcionar un punto adecuado de fijación. 
 
El calor que se disipa de los elementos de control por medio de los disipadores 
de calor. El calor que se disipa en las paredes de la olla hacia el entorno por 
medio de la convección: el calor se disipa de las paredes del recipiente a un ritmo 
constante y se puede considerar como tres componentes, calor disipado al aire 
por convección para el área en contacto con el producto dentro del recipiente, 
calor disipado por la radiación de la superficie del recipiente y calor disipado al 
aire por convección para el área que no está en contacto con el producto dentro 
del recipiente. 
 
 
Calor disipado al ambiente producto de la evaporación de los líquidos en el 
recipiente: el calor se suministra a los elementos que se encuentran en el interior 
del recipiente (olla) desde el fondo del recipiente, si se necesitará calcular la 
rapidez de evaporación, se puede considerar la teoría de transferencia de masa. 

 
 

4.9 Calor disipado y pérdidas 
 
En el caso de que se desee calcular las pérdidas de calor en la bobina de cobre, 
primero se debe establecer la resistencia de la bobina y para esto se utiliza datos 
técnicos como diámetro interno y externo del bobinado interno y externo, 
número de vueltas, longitud del cable, número de hebras que conforman el cable, 
resistividad del cable de cobre y temperatura a la cual se trabajará. Después de 
determinar la resistencia del cable, se puede determinar la pérdida de calor 
mediante la aplicación del efecto Joule. 
 
 
Si existe algún líquido dentro del recipiente, entonces mediante criterios de calor 
específico y calor latente, se puede determinar el calor disipado por el líquido 
que se encuentre en el interior. 
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En el caso del disipador de calor, este es un dispositivo diseñado para reducir la 
temperatura de un elemento electrónico a través de la disipación de calor en un 
medio fluido como el aire o un líquido. De manera general se puede decir que el 
disipador de calor es diseñado para aumentar el área de la superficie que estará 
en contacto con el fluido de refrigeración que lo rodea. 
 
 
 
4.10 Eficiencia de inducción 
 
Aplicando la aproximación a baja frecuencia y considerando las ecuaciones 4.22 
y 4.23 en la expresión para eficiencia bajo el régimen de baja frecuencia, se tiene 
que: 
 

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑐𝑐𝑒𝑒
𝐿𝐿𝐿𝐿 =

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + �𝑀𝑀𝐿𝐿𝑇𝑇 〈2𝜋𝜋𝐴𝐴�𝑯𝑯𝟎𝟎,𝟏𝟏�������
2〉𝑆𝑆𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

1
𝑗𝑗𝜇𝜇0𝐴𝐴𝑤𝑤

;   
𝐴𝐴𝑤𝑤
𝛿𝛿ℎ

< 1 [4.31] 

 
Bajo esta consideración y al tener en cuenta que los ecuaciones obtenidas 
anteriormente son sin considerar restricciones de carácter espacial o de volumen, 
se debe especificar que en los resultados experimentales se reflejan todas estas 
restricciones que por efectos de simplificación y de tiempo no se han analizado 
en mayor detalle en este trabajo, pero que pueden ser objeto de estudio para un 
trabajo futuro. 
 
 
El volumen de cobre generalmente se restringe debido a factores como la 
relación que existe entre la sección transversal de cobre y la sección transversal 
de la bobina, también se tiene el parámetro de utilización de ventana el cual 
depende del radio de la hebra, el aislamiento del cable y el factor de empaquetado 
del devanado. 
 
 
En frecuencias bajas, los resultados teóricos requieren más espacio de lo 
disponible, por lo tanto, los diseños con la máxima eficiencia no son factibles y 
la eficiencia disminuye. Para efectos de aplicación se tiene que la frecuencia de 
conmutación es fija o limitada por diferentes especificaciones, por lo tanto el 
radio de le hebra debe seleccionarse de acuerdo a una eficiencia óptima, sin 
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embargo esto también podría incurrir a seleccionar radios demasiado pequeños 
y costosos, y se debe tomar en cuenta que el costo del cable depende en cierta 
medida del diámetro de la hebra (Sullivan, 2001). 
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DISEÑO E IMPLEMENTACIÓN DEL MODELO 
 
5.1 Geometría de la bobina plana de calentamiento por inducción 
 
5.1.1 Geometría de la bobina sin carga, pre proceso y post proceso 
 
Para  establecer la geometría de la bobina circular plana sin carga se utiliza las 
herramientas de dibujo que ofrece el entorno de trabajo del programa FEMM 
(FINITE ELEMENT METHOD MAGNETICS). 
Utilizando FEMM Interactive Shell se tiene la sección de Magnetics 
Preprocessor (Meeker, 2015), en la cual se realiza el dibujo de la geometría del 
problema, aquí también se definen los materiales y las condiciones de frontera. 
Una geometría es válida cuando consta de cuatro tareas fundamentales: 

• Dibujar los puntos finales de las líneas y segmentos de arco que 
componen un dibujo 

• Conectar los puntos finales con segmentos de línea o segmentos de arco 
• Agregar marcadores de Bloquear etiqueta en cada sección del modelo 

para definir las propiedades del material y el tamaño de la malla para 
cada sección 

• Especificar las condiciones de contorno en los bordes exteriores de la 
geometría 

 
Figura 5.1 Geometría del problema sin carga en la fase de Preprocesador Magnético 

 

Botones de la barra de herramientas 
   

Botones para ver manipulación 

Botones de barra de herramientas de manipulación de rejilla 
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En la figura 5.1 se puede apreciar la geometría del espacio en el cual será 
colocada la bobina circular plana sin carga, la misma que tendrá un número de 
vueltas y cada vuelta un número de hebras o hilos. Para este caso la bobina 
circular plana tendrá un radio interior de 22 mm y un radio exterior de 70 mm. 
 
 
También se ha especificado los botones de la barra de herramientas para el modo 
dibujo, estos servirán para colocar puntos, segmentos y arcos, los botones de 
manipulación con los que el usuario podrá ajustar el tamaño o mover la vista de 
la geometría del problema que se muestra en la pantalla, finalmente los botones 
de la barra de herramientas de manipulación de rejilla los cuales permitirán 
establecer una cuadrícula. 
 

 
Figura 5.2 Definición del problema de la bobina sin carga  en la fase de Preprocesador Magnético 

 
 
En la figura 5.2 se muestra junto con la geometría la  definición del problema, lo 
primero será desplegar la pestaña tipo de problema, se tienen dos opciones: 
problema planar 2-D o problema axisimétrico, para el análisis de la bobina 
circular plana se escogerá un tipo de problema axisimétrico. 

53 
 



A continuación se tiene la lista desplegable de las unidades de longitud, de esta 
manera se identificará que unidad está asociada con las dimensiones en la 
geometría del modelo, para este caso se utilizará milímetros. En tercer lugar se 
tiene un cuadro de edición que permite colocar la frecuencia de trabajo, en este 
caso se coloca 10000 Hz. 
 
 
El segundo cuadro de edición es la especificación de profundidad. Si se escoge 
un problema planar, entonces este cuadro se habilita para la respectiva 
especificación de un valor, en el caso del problema de tipo axisimétrico no se 
habilita la opción. El tercer cuadro de edición corresponde a la precisión en la 
solución, de esta manera se específica los criterios de detención para el 
solucionador lineal. El cuarto cuadro de edición corresponde al ángulo mínimo, 
con esta selección se establece una restricción en el programa respecto al 
mallado triangular que se obtendrá. Un triángulo agrega puntos a la malla para 
garantizar que no haya ángulos más pequeños que el ángulo especificado. Este 
cuadro de edición permite colocar valores entre 1 y 33.8 grados. 
 

 
Figura 5.3 Definiendo el nombre del circuito de la bobina sin carga en la fase de Preprocesador 

Magnético 
 
Para que la definición del problema tenga solución, se debe identificar 
condiciones de contorno y propiedades de materiales. Las diferentes propiedades 
para un problema se definen a través de la selección de materiales, límites, 
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puntos y circuitos, para este caso se específica el nombre de la propiedad y el 
nombre del circuito. Se considera un circuito serie ya que las vueltas del cable 
estará en esa configuración, además se coloca un valor de corriente del circuito 
de 1 A como condición inicial. Esto se puede apreciar en la figura 5.3. 
 

 
Figura 5.4 Construcción de fronteras abiertas en la fase de Preprocesador Magnético 

 
 
En el programa FEMM se asigna automáticamente el número de capas en la 
construcción de fronteras abiertas, pero se puede cambiar esos parámetros. 
Además se tiene valores editables de radio, centro horizontal, centro vertical, y 
tipo de borde. Para el caso que se está analizando se deja por default los valores 
de número de capas en 7, radio en 280.01, centro horizontal en 0 y centro vertical 
en 3.268, en el caso del tipo de borde se puede escoger entre: Dirichlet en el cual 
el valor del potencial A o V se define explícitamente en el límite, y el uso más 
común de las condiciones de frontera tipo Dirichlet en problemas magnéticos es 
definir A=0 a lo largo de un límite para impedir que el flujo magnético cruce el 
límite, el otro tipo de borde es Neumann, en esta condición de frontera se 
especifica la derivada de potencial normal a lo largo del límite y en problemas 
magnéticos la condición de Neumann homogénea es 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑖𝑖
= 0, la misma que se 
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define a lo largo de un límite para forzar a que el flujo pase el límite exactamente 
en un ángulo de 90º con respecto al límite. 
 
 
Para el caso que se tratará en este proyecto en la figura 5.4 se observan las 
especificaciones sobre condiciones de frontera, las cuales serán  de Dirichlet ya 
que, en problemas magnéticos axisimétricos se establece un A=0  a lo largo del 
contorno para de esa manera no permitir que el flujo magnético de la bobina 
cruce los límites establecidos por las capas. 

 
Figura 5.5 Asignación de material para la bobina sin carga, en la fase de Preprocesador Magnético 

 
En vista de que, se puede necesitar un tipo de material en varios modelos 
distintos, FEMM tiene una biblióteca incorporada para definir propiedades de 
bloques, en el cuadro de librería de materiales se puede intercambiar definiciones 
de propiedades de bloques entre el modelo actual y la biblioteca de materiales a 
través de una interfaz de arrastrar y soltar. Los materiales seleccionados se 
pueden editar realizando doble clic en el material deseado, también se pueden 
importar materiales de otras bibliotecas. 
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Como se puede apreciar en la figura 5.5 al tener el entorno de la bobina se define 
esta como aire, las capas que automáticamente ofrece el programa también se 
definen por default y el cable de la bobina se específica de que material será. 

 
Figura 5.6 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Aire en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
 

 
Figura 5.7 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u1 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
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Figura 5.8 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u2 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
 
 

 
Figura 5.9 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u3 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
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Figura 5.10 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u4 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
 
 

 
Figura 5.11 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u5 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
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Figura 5.12 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u6 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
 

 
Figura 5.13 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u7 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
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Como se puede apreciar en las figuras 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 en las 
propiedades lineales del material 𝜇𝜇𝑐𝑐 𝐿𝐿  𝜇𝜇𝑧𝑧 van tomando valores que alternan en 
magnitud en cada capa. 
 

 
Figura 5.14 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material cable  en la fase 

de Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina sin carga 
 
 
El cable es un elemento lineal ya que no se magnetiza, al ser de cobre su 
conductividad será 58 MS/m y no tiene densidad de carga. Dentro de los 
atributos especiales, se tiene que, es un cable Liz wire (multihilo trenzado) y el 
diámetro inicial de 0.1 mm y de un solo hilo. 
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Figura 5.15 Opciones para crear, mostrar y borrar la malla  en la fase de Preprocesador Magnético 

para el caso de la bobina sin carga 
 
El botón de color amarillo ejecuta el generador de malla, en ese instante se llama 
al mallador y aparecerá una entrada con la etiqueta triángulo en la barra de tareas 
de Windows. Después de triangular la geometría, la malla del elemento finito se 
carga en la memoria y se muestra debajo de lo nodos, segmentos y etiquetas de 
bloques definidos como un conjunto de líneas amarillas. 

 
Figura 5.16 Generación del mallado para el caso de la bobina sin carga 

Botones de barra de herramientas para iniciar 
tarea de análisis 
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Figura 5.17 Generación del mallado en la geometría del modelo, para una bobina sin carga 

 
Con el segundo botón, que es una especie de manivela se ejecuta el solver. Antes 
de esto se debe asegurar que la malla está actualizada, entonces se llama a 
fkern.exe, cuando se ejecuta fkern, se muestra una ventana que da información 
de estado. 
 

 
Figura 5.18 Ejecutando el solver llamando a fkern.exe en una bobina sin carga 
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Una vez finalizado el análisis, el tercer botón permite observar los resultados en 
una ventana de pos procesamiento. 

 
Figura 5.19  Resultados después del análisis, para el caso de la bobina sin carga 

 
De forma similar al preprocesador, el pos procesador opera en uno de los tres 
modos que dispone, dependiendo de la tarea que se desea realizar, estos modos 
son: 
 

• Modo de valores de punto: aquí el usuario puede hacer clic en varios 
puntos de la región de la solución y los valores de los campos locales se 
enumeran en la ventana de salida de FEMM. 

• Modo de contorno: este modo permite al usuario definir contornos 
arbitrarios en la región de la solución, una vez definido el contorno, se 
puede producir parcelas de cantidades de campo a lo largo del contorno 
y se pueden evaluar varias integrales de línea a los largo de dicho 
contorno. 

• Modo de bloque: permite definir un subdominio en la región de la 
solución, ya que, una vez que se ha definido el bloque, se puede tomar 
una variedad de integrales de área y volumen sobre el subdominio 
definido.  
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Figura 5.20  Resultados en un punto ubicado fuera del espacio asignado para la bobina sin carga 

 
 
En la figura 5.20 se puede apreciar resultados en cuanto a los siguientes 
parámetros: 

• Flujo magnético 
• Magnitud de densidad de flujo magnético 
• Densidad de flujo en dirección radial y dirección azimutal 
• Intensidad de campo magnético 
• Densidad de corriente 
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Figura 5.21  Resultados en un punto ubicado dentro del espacio asignado para la bobina sin carga 

 
 

 
Figura 5.22  Líneas de flujo en la geometría de elemento finito para la bobina sin carga 
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En las figuras 5.21 y 5.22 se pueden apreciar el trazado de las líneas de flujo, 
estas son líneas de corriente a lo largo de las cuales fluye el flujo en la geometría 
de elemento finito. En el espacio en el cual las líneas de flujo están más juntas, 
la densidad de flujo será más alta.  
 
 
También se aprecian resultados obtenidos en una medición realizada en un punto 
interior a la geometría en la cual estará ubicada la bobina, estos parámetros 
medidos son: Flujo magnético, Magnitud de densidad de flujo magnético, 
Densidad de flujo en dirección radial y dirección azimutal, Intensidad de campo, 
Densidad de corriente, Porcentaje de geometría ocupado por la bobina. 
 

 
Figura 5.23  Densidad de flujo junto con líneas de flujo en la bobina sin carga 
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Figura 5.24  Densidad de flujo en la bobina sin carga 

 
En la figura 5.23 se muestran las líneas de flujo junto con el diagrama de 
densidad |𝐻𝐻|, se puede apreciar una gama de colores pudiendo notar que esta 
densidad es más intensa en aquella sección que está cerca del radio interno (en 
la cual el color es más oscuro). 
  
De esta manera se puede mostrar un gráfico de densidad de flujo, intensidad de 
campo o densidad de corriente. Cabe mencionar que la densidad de flujo en cada 
punto se clasifica en cada uno de los contornos distribuidos uniformemente entre 
las densidades de flujo mínima y máxima o los límites especificados por el 
usuario. 
 
 
En la figura 5.24 se tiene el mismo comportamiento de densidad, pero en este 
caso no se muestran las líneas de flujo. También se puede obtener el trazado de 
los vectores de campo, de esta manera se tendrá una idea de la dirección y la 
magnitud del campo. En este tipo de diagrama, las flechas se trazan de forma tal 
que la dirección de la flecha indica la dirección del campo y el tamaño de la 
flecha indica la magnitud del campo. 
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Figura 5.25  Densidad de flujo junto con vectores de campo en la bobina sin carga 
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Figura 5.26  Vectores de campo en la bobina sin carga 

 
En la figura 5.26 se muestran resultados eléctricos de la bobina, tales como 
Corriente total, caída de voltaje, flujo enlazado, flujo/corriente (inductancia), 
voltaje/corriente (resistencia), potencia real, potencia reactiva, potencia 
aparente, de ellos solamente el valor Voltaje/current (resistencia) es el que se 
extraerá para utilizarlo en MATLAB y los cálculos de eficiencia. 
 
 
A continuación se muestran las gráficas obtenidas al operar en el modo Bloque, 
específicamente Bloque integral. Las integrales se realizan en forma analítica 
sobre cada elemento en la región que se define y sumando los resultados para 
todos los elementos.   
Dentro de las diversas opciones de integrales de bloques con las que se cuenta, 
se tiene:  

• A.J: se resuelve ∫𝐴𝐴 ∙ 𝐽𝐽𝑑𝑑𝜌𝜌 y se evalúa de manera general la inductancia 
para problemas lineales 

• A: se resuelve ∫𝐴𝐴 ∙ 𝑑𝑑𝜌𝜌   y se usa para evaluar inductancias mutuas entre 
bobinas 

• Energía de campo magnético: con esta opción se determina la energía 
almacenada en el campo magnético en la región determinada. 
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• Pérdidas totales: en esta opción se suman las pérdidas de todos los 
posibles mecanismos de pérdida que se pueden aplicar sobre el bloque 
dado. 

• Corriente total: la integral ofrece las corrientes totales que se especifican 
en el bloque 

• Volumen del bloque para problemas axisimétricos: con esta opción se 
determina el volumen barrido por el bloque especificado por el usuario 
 

En la figura 5.27 podemos apreciar la selección del bloque integral Área de 
sección transversal y el resultado que se obtiene de 9.6e-5 m2. 

 

 
Figura 5.27  Selección del bloque integral Área de sección transversal para la bobina sin carga 

71 
 



A continuación en la figura 5.28 se escoge el bloque volumen, ya que, para el 
análisis en MATLAB se necesitará de estos dos valores para determinar una 
longitud media en el estudio de la eficiencia de la bobina circular plana. Es así 
que, el volumen obtenido del bloque es de 2.77465e-5 m3 

 

 

 
Figura 5.28  Selección del bloque integral Volumen para la bobina sin carga 
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Además de los resultados obtenidos en el modo de post procesamiento, también 
se puede utilizar el modo contorno para trazar valores de campo que nos 
interesen a lo largo de dicho contorno, evidentemente el contorno debe ser 
definido previamente por el usuario. De esta forma se obtendrá un gráfico en un 
plano X-Y indicando el comportamiento de dicho valor de campo. 
 
 
Se pueden trazar gráficos de: vector potencial a lo largo del contorno, magnitud 
de la densidad de flujo, componente de la densidad de flujo normal al contorno, 
componente de la densidad de flujo tangencial al contorno, magnitud de 
intensidad de campo a los largo del contorno, etc. 
 
 
En la figura 5.29 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno inferior de la geometría del modelo de la bobina sin 
carga, y se puede apreciar en la figura 5.30 que se genera un gráfico en un plano 
X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del 
contorno inferior escogido. 
 

 
Figura 5.29  Selección valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde inferior de la geometría 

para una bobina sin carga 
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Figura 5.30  Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde inferior de la geometría 

para una bobina sin carga 
 
En la figura 5.31 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno superior de la geometría del modelo de la bobina sin 
carga, y se puede apreciar en la figura 5.32 que se genera un gráfico en un plano 
X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del 
contorno superior escogido. 

 
Figura 5.31  Selección de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde superior de la 

geometría para una bobina sin carga 
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Figura 5.32  Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde superior de la 

geometría para una bobina sin carga 
 
 

Tanto en la figura 5.30 como 5.32 se aprecia que se tiene el mayor valor de 
magnitud de intensidad de campo en el extremo inferior y superior izquierdo de 
los contornos escogidos, eso concuerda con el gráfico de densidad de flujo de la 
figura 5.24. 
 
 
En la figura 5.33 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno izquierdo de la geometría del modelo de la bobina sin 
carga, y se puede apreciar en la figura 5.34 que se genera un gráfico en un plano 
X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del 
contorno escogido. 
 
 
Se puede establecer un comportamiento casi simétrico en el gráfico del plano X-
Y, esto dado que el borde izquierdo se encuentra en una zona de densidad de 
flujo grande. 
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Figura 5.33  Selección de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde izquierdo de la 

geometría para una bobina sin carga 
 

 
Figura 5.34  Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde izquierdo de la 

geometría para una bobina sin carga 
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En la figura 5.35 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno derecho de la geometría del modelo de la bobina sin 
carga, y se puede en la figura 5.36 apreciar que, se genera un gráfico en un plano 
X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del 
contorno escogido. 
 
 
Se puede establecer un comportamiento irregular en el gráfico del plano X-Y, 
esto dado que el borde derecho se encuentra en una zona de densidad de flujo 
pequeña comparada con el borde izquierdo. 
 

 
Figura 5.35  Selección de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde derecho de la 

geometría para una bobina sin carga 
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Figura 5.36  Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde derecho de la 

geometría para una bobina sin carga 
 
5.1.2 Geometría de la bobina con carga, pre proceso y post proceso 
 

 
Figura 5.37  Geometría del problema con carga en la fase de Preprocesador Magnético 
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Figura 5.38  Definición del problema con carga en la fase de Preprocesador Magnético 

 
 
En la definición del Problema se establece el tipo de problema, para el caso que 
se está analizando con simetría axial por ser una bobina circular plana de radio 
interior 22mm y radio exterior de 70mm. Además se establece una aproximación 
en la solución del orden de 1e-8. Para la formación de la malla se ha considerado 
un mallado con elementos triangulares planos con un ángulo mínimo de 30 
grados, y se estableció una frecuencia inicial de 10khz. 
 
 
En la figura 5.38 se aprecia dentro de la geometría del modelo que se han 
distribuido varias capas para simular tanto la olla como la bobina, es así que, se 
selecciona el Aluminio 1100 como base para colocar la ferrita, encima de la 
ferrita (Fe-Ni-Zn-V) se tiene el espacio para colocar la bobina circular plana, 
luego se considera una capa de aire y la vitrocerámica, la olla tiene una estructura 
que es predeterminada para aplicaciones de calentamiento por inducción, esta 
base de la olla se forma por una capa de acero inoxidable 430, aluminio 1100 y 
finalmente acero inoxidable 304. Cada uno de estos materiales tiene sus 
propiedades eléctricas y magnéticas, las mismas que deberán ser escogidas como 
parámetros en el instante de realizar el diseño y la simulación. 
 
 
En la figura 5.39 se identifica  como el programa FEMM asigna el número de 
capas en forma automática, el radio y el tipo de contorno de la frontera circular. 
La frontera se forma haciendo un barrido alrededor del eje z, y el tipo de contorno 
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de la frontera es del tipo Dirichlet. Esto se asigna en la ventana designada como 
Open Boundary Builder. 
 

 
Figura 5.39  Construcción de fronteras abiertas en la fase de Preprocesador Magnético, para el caso de 

la bobina con carga 
 
 

 
Figura 5.40  Asignación de material en la fase de Preprocesador Magnético, para el caso de la bobina 

con carga 
 

 

80 
 



En la figura 5.40 se aprecia el uso de la ventana Material Library para escoger el 
material del entorno, del cable de la bobina, de las capas de la frontera, y de las 
capas de aluminio, acero inoxidable y vitrocerámica. 

 
Figura 5.41 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Vitrocerámica  

en la fase de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga  
 

 
En la figura 5.41 se especifican los parámetros del bloque denominado 
Vitrocerámica, aquí se puede apreciar que se establece una densidad de corriente 
de 0 MA/m2, una conductividad eléctrica de 0 MS/m. 
 

 
Figura 5.42 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Ferrita 

magnética suave  en la fase de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga  
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Otro de los bloques a definir es la ferrita magnética, en la misma se establece 
una densidad de corriente de 0 MA/m2, una conductividad eléctrica de  o MS/m 
y una relación entre B y H no lineal. 

 
Figura 5.43 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Aire en la fase 

de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga  
 

 

 
Figura 5.44  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Acero 

inoxidable 304  en la fase de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 

 
En la figura 5.44 se aprecia las especificaciones dentro del bloque de 
configuración para el material Acero inoxidable 304, el cual tiene una 
conductividad eléctrica de 1.45 MS/m, y se tiene una relación lineal entre B y H. 
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Figura 5.45 Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Acero inoxidable 

430  en la fase de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 

 
En la figura 5.45 se determinan las especificaciones de los parámetros para el 
acero inoxidable 430, en el mismo se aprecia que, la permitividad relativa radial 
y azimutal es de 409, y la curva que relaciona B y H es no lineal. Además se 
tiene una conductividad eléctrica de 0. 
 

 
Figura 5.46  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material Aluminio 1100  

en la fase de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 

 
Otro de los materiales que se considera es aluminio 1100, con una conductividad 
eléctrica de 34.45 MS/m y una relación entre B y H lineal. 
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Figura 5.47  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u1 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 
 

 
Figura 5.48  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u2 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
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Figura 5.49  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u3 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 
 
 

 
Figura 5.50  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u4 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
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Figura 5.51  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u5 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 
 

 

 
Figura 5.52  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u6 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 
 

 

86 
 



 
Figura 5.53  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material u7 en la fase de 

Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 

 

 
Figura 5.54  Configuración de parámetros en el bloque de propiedades modelo material cable  en la fase 

de Preprocesador Magnético, para la bobina con carga 
 

 
En la figura 5.54 se establece la definición de las propiedades del cable, es un 
elemento lineal porque no se magnetiza, el cable es de cobre por lo que, la 
conductividad es 58 MS/m, no tiene una densidad de carga. El cable usado es 
multihilo trenzado por eso se elige el tipo Litz Wire con un diámetro inicial de 
0.1mm y de un solo hilo. 
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Figura 5.55 Estableciendo propiedades del circuito denominado bobina 

 
 
Se considera a la bobina como un circuito serie con una corriente de 1 Ampere. 

 
 
 

 
Figura 5.56 Opciones para crear, mostrar y borrar la malla  en la fase de Preprocesador Magnético, 

para la bobina con carga 
 

Botones de barra de herramientas para iniciar análisis 
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Figura 5.57 Generación del mallado,  creación de nodos y elementos en la bobina con carga 

 
 

 
Figura 5.58 Generación del mallado en la geometría del modelo de la bobina con carga 

 
 
Se puede apreciar en la figura 5.58 como en aquellas secciones más agudas de 
la geometría del modelo se tienen elementos triangulares más pequeños y más 
agrupados, además se observa como en las capas de acero inoxidable 304 y 430 
los elementos triangulares están más agrupados y son de menor tamaño 
comparados con el resto. 
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Figura 5.59 Ejecutando el solver llamando a fkern.exe para la bobina con carga 

 
 
En la figura 5.59 se observa el estado que se presenta cuando se realiza la 
solución del problema con las especificaciones realizadas, se puede apreciar que 
se tiene 7257 nodos, 14030 elementos, una precisión de 1e-8 
 
 

 

 
Figura 5.60 Resultados después del análisis 

 
 
 
 

90 
 



 
Figura 5.61 Resultados en un punto ubicado fuera del espacio asignado para la bobina con carga 

 
 

En la figura 5.61 se muestran los resultados en un punto fuera del espacio 
diseñado para la bobina, en cuanto a los siguientes parámetros: 

• Flujo magnético= 8.24𝐿𝐿−12 − 1.238𝐿𝐿−11𝑐𝑐  𝑊𝑊𝐶𝐶 
• Magnitud de densidad de flujo magnético= 1.463𝐿𝐿−8 𝑇𝑇 
• Densidad de flujo en dirección radial y dirección azimutal 
• Intensidad de campo magnético= 0.0116408 𝐴𝐴/𝐴𝐴 
• Densidad de corriente= 0 𝑀𝑀𝐴𝐴/𝐴𝐴2 

 
Para un punto ubicado dentro del espacio asignado para la bobina se tienen 
resultados de los mismos parámetros, y eso se puede apreciar en la figura 5.62 

• Flujo magnético= 2.656𝐿𝐿−7 − 7.484𝐿𝐿−10𝑐𝑐  𝑊𝑊𝐶𝐶 
• Magnitud de densidad de flujo magnético= 3.591𝐿𝐿−5 𝑇𝑇 
• Densidad de flujo en dirección radial y dirección azimutal 
• Intensidad de campo magnético= 28.5797 𝐴𝐴/𝐴𝐴 
• Densidad de corriente= 0.0104167 𝑀𝑀𝐴𝐴/𝐴𝐴2 
• Porcentaje de llenado del 0.01% 

Además se aprecia como es el comportamiento de  las líneas de flujo magnético.  
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Figura 5.62 Resultados en un punto ubicado dentro del espacio asignado para la bobina con carga 

 
 

 
Figura 5.63 Líneas de flujo en la geometría del elemento finito de la bobina con carga 

 
En las figuras 5.63 se cuenta con el trazado de las líneas de flujo, estas son líneas 
de corriente a lo largo de las cuales fluye el flujo en la geometría de elemento 
finito. En el espacio en el cual las líneas de flujo están más juntas, la densidad 
de flujo es alta. Además en el cuadro de diálogo se específica si se desea mostrar 
el gráfico de densidad. 
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Figura 5.64 Densidad de flujo y líneas de flujo en la bobina con carga 

 
En la figura 5.64 se muestran las líneas de flujo junto con el diagrama de 
densidad |𝐻𝐻|, se puede apreciar una gama de colores pudiendo notar que esta 
densidad es más intensa en aquella sección en la cual el color es más oscuro.  
 
 
Es importante destacar que, la densidad de flujo en cada punto se clasifica en 
cada uno de los contornos distribuidos uniformemente entre las densidades de 
flujo mínima y máxima o los límites especificados por el usuario. En la figura 
5.65 se tiene el mismo comportamiento de densidad, pero en este caso no se 
muestran las líneas de flujo. 

 
Figura 5.65 Densidad de flujo en la bobina con carga 
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Figura 5.66 Vectores de campo en la bobina con carga 

 
 
En la figura 5.66 se muestran resultados eléctricos de la bobina con carga, tales 
como Corriente total, caída de voltaje, flujo enlazado, flujo/corriente 
(inductancia), voltaje/corriente (resistencia), potencia real, potencia reactiva, 
potencia aparente, de ellos solamente el valor Voltaje/current (resistencia) es el 
que se extraerá para utilizarlo en MATLAB y los cálculos de eficiencia. Se puede 
evidenciar que en este caso con carga la densidad de corriente es de 0.0104167 
MA/m2, además se tienen trazados los vectores de campo junto con la densidad 
de flujo. 
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Figura 5.67 Selección del bloque integral Área de sección transversal en la bobina con carga 

 
 
En la figura 5.67 se ha escogido el bloque integral Área de la sección transversal, 
la misma que da un valor de 9.6e-005m2. Este será uno de los parámetros a 
necesitar para determinar el valor promedio de una vuelta, el mismo que servirá 
para la simulación en MATLAB. 
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Figura 5.68 Selección del bloque integral Volumen del bloque en la bobina con carga 

 
 
En la figura 5.68 se ha escogido el bloque integral Volumen, el cual da un valor 
de 2.77465e-005m3. Este será uno de los parámetros a necesitar para determinar 
el valor promedio de una vuelta, el mismo que servirá para la simulación en 
MATLAB. 
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Ahora se procede a obtener un gráfico en un plano X-Y indicando el 
comportamiento del valor de campo. Con esta opción se pueden trazar gráficos 
de: vector potencial a lo largo del contorno, magnitud de la densidad de flujo, 
magnitud de intensidad de campo a los largo del contorno. 
 
 
En la figura 5.69 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno inferior de la geometría del modelo para la bobina con 
carga, y se puede apreciar en la figura 5.70 que se genera un gráfico en un plano 
X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del 
contorno inferior escogido. 

 
Figura 5.69 Selección de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde inferior de la 

geometría para una bobina con carga 
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Figura 5.70 Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde inferior de la geometría 

para una bobina con carga 
 

En la figura 5.71 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno superior de la geometría del modelo con carga, y se 
puede apreciar en la figura 5.72 que se genera un gráfico en un plano X-Y 
comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del contorno 
superior escogido. 

 

 
Figura 5.71 Selección de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde superior de la 

geometría para una bobina con carga 
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Figura 5.72 Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde superior de la 

geometría para una bobina con carga 
 
 

Tanto en la figura 5.70 como 5.72 se aprecia que se tiene el mayor valor de 
magnitud de intensidad de campo en el extremo inferior y superior izquierdo de 
los contornos escogidos. En la figura 5.73 se ha escogido el gráfico de valores 
de Magnitud de intensidad de campo en el contorno izquierdo de la geometría 
del modelo, y se puede apreciar en la figura 5.74 que se genera un gráfico en un 
plano X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros 
del contorno escogido. Se puede apreciar un valor de más de 300 Amp/m cuando 
la longitud del segmento escogido se aproxima a 2 mm. 

 
Figura 5.73 Selección de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde izquierdo de la 

geometría para una bobina con carga 
 

99 
 



 
Figura 5.74 Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde izquierdo de la 

geometría para una bobina con carga 
 

En la figura 5.75 se ha escogido el gráfico de valores de Magnitud de intensidad 
de campo en el contorno derecho de la geometría del modelo de la bobina con 
carga, y se puede en la figura 5.76 apreciar que, se genera un gráfico en un plano 
X-Y comparando como varía |𝐻𝐻| en función de la longitud en milímetros del 
contorno escogido. 
Se puede apreciar un comportamiento en el gráfico del plano X-Y parecido al 
del borde izquierdo, salvo el caso de la máxima intensidad de campo que sería 
la mitad de la obtenida en el borde izquierdo. 

 
Figura 5.75 Selección valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde derecho de la geometría 

para una bobina con carga 
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Figura 5.76 Gráfica de valores de Magnitud de intensidad de campo en el borde derecho de la geometría 

para una bobina con carga 
 
 

5.2 Parámetros necesarios para enlazar  MATLAB y FEMM  
 
Una vez que se han realizado las etapas de creación de la geometría de la bobina, 
pre procesamiento y post procesamiento, tanto para el caso de bobina sin carga 
y con carga en el programa de elementos finitos FEMM, se necesitan parámetros 
que sean utilizados para la simulación del modelo en Matlab y a su vez este 
software ofrezca parámetros de configuración para realizar el cálculo de las 
resistencias sin carga y con carga en  FEMM. 
 
 
Estos parámetros son de tipo físico, eléctrico y magnético, a su vez son utilizados 
y declarados dentro de la simulación del modelo matemático planteado. 

• Área de sección transversal 
• Volumen de espacio destinado para la bobina  
• Resistencia de inducción para una bobina de una vuelta y una hebra 
• Resistencia de conducción para una bobina de una vuelta y una hebra 
• Resistencia de proximidad para una bobina de una vuelta y una hebra 
• Radio de una hebra  
• Longitud promedio de una vuelta de la bobina 
• Número de vueltas 
• Número de hilos 
• Conductividad eléctrica 
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• Corriente 
• Permeabilidad magnética 
• Frecuencia de operación 
• Campo magnético 

 
5.3 Códigos para simulación del modelado enlazando MATLAB 
con FEMM 
 
En esta sección se detallará la programación realizada para la respectiva 
simulación enlazando parámetros obtenidos con FEMM y MATLAB, tanto para 
el cálculo de resistencias, eficiencia y a su vez la optimización de la función 
objetivo definida como la eficiencia de inducción. 
En primer lugar se detallará el código correspondiente al programa principal 
desde el cual se manda a llamar a diversas funciones elaboradas para efectos de 
simplificación y mejor trabajo en MATLAB, dichas funciones son: haciafemm, 
resistencia, promedioH, funObj, funRestric. 
 
 
5.3.1 Código del programa principal 
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5.3.2 Código de la función haciafemm 
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5.3.3 Código de la función resistencia 
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5.3.4 Código de la función promedio de H 
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5.3.5 Código de la función objetivo 
 

 
 
 
5.3.6 Código de la función restricción 
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DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS Y 
CONCLUSIONES 

 
 
6.1 Resultados de resistencia de inducción, conducción y de 
proximidad en dependencia de la frecuencia de operación y el 
radio del hilo. 
 
Se realizaron las mediciones con el software FEMM para diferentes radios (Litz Wire 
Technical Information de la empresa New England Wire Technologies) de conductor a 
una frecuencia fija de 20kHz para una bobina con 1 vuelta y con 1 hilo.   Las mediciones 
fueron las siguientes. 
 

Tabla 6.1: Resistencias aproximadas calculadas a una frecuencia fija 20kHz 

 
 

Se observa que la resistencia de inducción es prácticamente igual a 0.2038mΩ a 20kHz 
en cada una de las mediciones sin importar que el radio del conductor aumente. 
 
Conclusión 1: Se evidencia que la resistencia de inducción no depende del radio del 
conductor. 
 

1 2 3 4 5
frecuencia [Hz] 20000 20000 20000 20000 20000
radio [mm] 0.1803 0.1273 0.0899 0.0635 0.0503

Resistencia sin carga
rsc_11  [Ohm] 0.0488 0.0979 0.1963 0.3934 0.6269
Resistencia con carga
rcc_11   [Ohm] 0.0490 0.0981 0.1965 0.3936 0.6271
Resistencia de inducción
rind_11=rcc_11-rsc_11
[mOhm] 0.2042 0.2039 0.2038 0.2038 0.2038

Resistencia de 
Conducción
rcond_11  [Ohm] 0.0488 0.0979 0.1963 0.3934 0.6269
Resistencia de 
Proximidad
rprox_11  [nOhm] 3.427 0.852 0.212 0.053 0.021

Datos de entrada al software FEMM

Resistencias calculadas con el software FEMM para una bobina de 1 vuelta y 1 hilo

Resistencias aproximadas calculadas con las fórmulas para bajas frecuencias para una bobina 
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La resistencia de conducción representa la resistencia en corriente directa y se calcula 
dividiendo la longitud del cable para la conductividad multiplicada por el área mientras 
que se cumpla con la condición de trabajar en bajas frecuencias es decir mientras se 
cumpla la condición de que el radio del conductor dividido para la profundidad de piel 
sea menor que uno.   
 
Conclusión 2: Al disminuir el radio del conductor disminuirá su área transversal 
y hará que el valor de la resistencia de conducción aumente. 
 
 
Conclusión 3: La resistencia de proximidad disminuye según disminuye el radio 
del conductor porque esta resistencia es directamente proporcional al radio del 
conductor elevado a la cuarta potencia mientras se trabaje en bajas frecuencias 
cumpliendo con la misma condición que la resistencia de conducción. 
 
 
Se realizaron las mediciones con el software FEMM para diferentes radios de conductor 
para varias frecuencias para una bobina con 1 vuelta y con 1 hilo.  Las mediciones 
fueron las siguientes. 
 

Tabla 6.2: Resistencias aproximadas calculadas a varias frecuencias 

 
 

1 2 3 4 5
frecuencia [Hz] 1000 10000 20000 50000 100000
radio [mm] 0.1803 0.1273 0.0899 0.0635 0.0503

Resistencia sin carga
rsc_11  [Ohm] 0.0488 0.0979 0.1963 0.3934 0.627
Resistencia con carga
rcc_11   [Ohm] 0.0489 0.098 0.1965 0.3938 0.6276
Resistencia de inducción
rind_11=rcc_11-rsc_11
[mOhm] 0.0792 0.1632 0.2038 0.3574 0.5925

Resistencia de 
Conducción
rcond_11  [Ohm] 0.0488 0.0979 0.1963 0.3934 0.6269
Resistencia de 
Proximidad
rprox_11  [nOhm] 0.009 0.2241 0.2229 0.3468 0.5462

Datos de entrada al software FEMM

Resistencias calculadas con el software FEMM para una bobina de 1 vuelta y 1 hilo

Resistencias aproximadas calculadas con las fórmulas para bajas frecuencias para una bobina 
de 1 vuelta y 1 hilo
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Conclusión 4: Se observa que la resistencia de inducción aumenta cuando la 
frecuencia de operación también aumenta debido a que el campo magnético 
generado interactúa más veces por segundo sobre el fondo magnético que será 
calentado. 
 
 
Igual que en lo descrito anteriormente la resistencia de conducción aumentará no por el 
aumento de la frecuencia sino por la reducción del radio del conductor y por 
consiguiente la reducción del área de la sección transversal del mismo. 
 
 
Conclusión 5: En esta ocasión la resistencia de proximidad aumenta de valor con 
el aumento de la frecuencia porque esta resistencia es directamente proporcional 
a la frecuencia mediante la profundidad de piel elevada a la cuarta potencia. 
 
 
Luego de estas dos mediciones se decidió trabajar con los datos de entrada al software 
FEMM de la Tabla 6.1 para realizar la optimización de tamaño de la bobina mediante 
la determinación del óptimo número de vueltas y de la cantidad óptima del número de 
hilos que la bobina debería tener para alcanzar a su vez el máximo de la eficiencia. 
 
 
La optimización fue realizada con el uso de la función de algoritmo genético de 
MATLAB cuyos resultados se presentan en la Tabla 6.3. 
 

Tabla 6.3: Optimización del número de vueltas, hilos y eficiencia a frecuencia fija de 20 kHz 

 
  

1 2 3 4 5
frecuencia [Hz] 20000 20000 20000 20000 20000
radio [mm] 0.1803 0.1273 0.0899 0.0635 0.0503

Número de vueltas 
óptimas
vueltas_opt 28 37 53 78 96

Número de hilos óptimos
hilos_opt 24 37 53 72 94

Número de vueltas por 
número de hilos óptimos
nns_opt 672 1369 2809 5616 9024
Eficiencia máxima
efic_max 74.05% 74.35% 74.51% 74.59% 74.62%

Optimización realizada con MATLAB para obtener la máxima eficiencia

Datos de entrada al software FEMM
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Con los valores de los números de vueltas e hilos óptimos de la tabla 6.3 y con los 
valores de la resistencia de inducción, de conducción y de proximidad para una vuelta 
y un hilo de la tabla 6.1 se ha construido la siguiente tabla para comparar la eficiencia 
de la tabla 6.3 
 

Tabla 6.4: Eficiencia máxima de inducción calculada  utilizando número de vueltas e hilos óptimos 

 
 
Se observa que la eficiencia máxima aproximada es muy similar a la eficiencia máxima 
calculada con el algoritmo genético de MATLAB. 
 
 
6.2 Limitaciones  
 
El Reglamento Técnico Ecuatoriano RTE INEN 101 llamado “Artefactos 
Electrodomésticos para Cocción por Inducción” indica que el diámetro externo de la 
bobina debe ser de al menos 140mm. Se ha decidido usar este valor como diámetro 
exterior de la bobina y como diámetro interior se decidió usar 44mm.  La altura de la 
bobina se la fijó en 2mm.  Es decir las dimensiones de la bobina serían: 
 
Radio exterior: 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 70 𝐴𝐴𝐴𝐴 
Radio interior: 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 = 22 𝐴𝐴𝐴𝐴 
Altura: ℎ = 2 𝐴𝐴𝐴𝐴 

1 2 3 4 5
frecuencia [Hz] 20000 20000 20000 20000 20000
radio [mm] 0.1803 0.1273 0.0899 0.0635 0.0503

Resistencia Inducida
rind_v = vueltas_opt*rind_11
[Ohm]  (1) 0.160 0.279 0.572 1.240 1.878

Resistencia de Condución
rcond_vh = 
vueltas_opt*rcond_11/hilos_opt   
[Ohm]  (2) 0.05693 0.0979 0.196 0.426 0.640

Resistencia de Proximidad
rprox_vh = 
vueltas_opt^3*hilos_opt*rprox_11   
[Ohm]  (3) 0.00181 0.00160 0.00167 0.00181 0.00175

Eficiciencia máxima aproximada
(1)/[(1)+(2)+(3)] 73.16% 73.72% 74.30% 74.34% 74.53%

Resistencias aproximadas calculadas con las fórmulas para bajas frecuencias para una bobina con el 
número de hilos y de vueltas óptimos
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La norma RTE INEN 101 indica que para el diámetro de la bobina de 140mm el 
recipiente a calentar debe tener un diámetro inferior de 140mm±10mm y debe estar 
constituido por 3 capas de 0.5mm de grosor cada una. 
 
 
La primera capa llamada fondo magnético es la más cerca de la bobina y será la que se 
caliente debe ser de acero AISI 430, la segunda capa llamada sobre fondo no magnético 
debe ser de aluminio y la tercera capa llamada cuerpo es la que estará en contacto con 
el alimento o líquido a calentar debe ser de acero alimenticio AISI 304. 
 
 
El recipiente se asentará sobre una placa de cristal vitrocerámica de 4mm de espesor.  
Entre la bobina y la placa de cristal vitrocerámica habrá una separación de 2mm. La 
bobina se asentará sobre un disco de ferrita de 3mm de espesor que servirá para 
distribuir mejor el flujo electromagnético, a su vez el disco de ferrita se asentará sobre 
una placa de aluminio de 1mm de espesor que se usa para aislar los circuitos electrónicos 
de los campos magnéticos generados por la bobina. 
 
 
El esquema completo quedaría de la siguiente manera. 
 

 
Fig. 6.1: Asignación de parámetros físicos de estructura y  magnéticos de la bobina con carga 

 
 
De esta configuración se obtiene el valor de la resistencia del conductor con carga 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐 
para una bobina de una vuelta y de una hebra a una frecuencia determinada y con un 
radio del conductor establecido 
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También se debe calcular el valor de la resistencia del conductor sin carga 𝐴𝐴𝑠𝑠𝑐𝑐 con 
iguales condiciones como las mencionadas anteriormente.  Está configuración se 
muestra a continuación. 
 

 
Figura 6.2: Asignación del espacio en el cual se alojará la bobina sin carga 

 
 
La diferencia entre la resistencia del conductor con carga y la resistencia del conductor 
sin carga es el valor de la resistencia del objeto a calentar, es decir la resistencia que el 
acero magnético AISI 430 representa, y se la conoce como la resistencia inducida  que 
a su vez es el numerador y primer término del denominador de la ecuación de la 
eficiencia de inducción.  

𝜂𝜂𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1

𝐼𝐼2𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,1 + 𝑅𝑅𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐷𝐷 + 𝑅𝑅𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑃𝑃
  

 
 
Según la Especificación Técnica CEN/TS 12983-3 “Cookware - Domestic cookware 
for use on top of a stove, cooker or hob - Part 3: Cookware for use on induction heating 
sources” la bobina de inducción de una cocina debe operar a una frecuencia de 20kHz 
hasta 80kHz.  Se opera a una frecuencia mínima de 20kHz debido a que a frecuencias 
inferiores a este valor son audibles para el ser humano y trabajar sobre los 80kHz 
resultaría que la circuitería electrónica sea más costosa. 
 
 
El espacio que debe ocupar la bobina dentro de un equipo de calentamiento también es 
una limitante por lo que la bobina debería ser eficiente pero sin sobrepasar sus 
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dimensiones, es por esto que en el algoritmo genético de MATLAB se ha considerado 
como una restricción al volumen total de la bobina, la cual no puede pasar del volumen 
resultante de multiplicar la altura de la bobina por la resta del área exterior menos el 
radio interior, una versión a esta restricción es tomar en consideración que  el área de la 
sección transversal de la bobina no puede superar el área resultante de multiplicar la 
altura de la bobina de la diferencia del radio exterior con el interior. 
 
 
Adicionalmente se consideró que el número de hilos no podría ser mayor que el número 
de vueltas para que el algoritmo genético de MATLAB balancee la asignación del 
número de vueltas e hilos óptimos de tal manera que la relación número de vueltas para 
número de hilos esté lo más cercano a la unidad. 
 
 
6.3 Resultados de campo magnético mediante la simulación de 
la bobina 
 
Los datos de frecuencia, radios, número de vueltas e hilos óptimos de la tabla 6.3 se han 
ingresado al software FEMM para el cálculo y visualización gráfica del campo 
magnético que la bobina genera sobre el fondo magnético a calentar. 
 

 
Figura 6.3: Magnitud de intensidad de campo magnético en base a los datos de la tabla 6.3 columna 1 
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Figura 6.4: Magnitud de intensidad de campo magnético en base a los datos de la tabla 6.3 columna 2 

 
 
 

 
Figura 6.5: Magnitud de intensidad de campo magnético en base a los datos de la tabla 6.3 columna 3 
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Figura 6.6: Magnitud de intensidad de campo magnético en base a los datos de la tabla 6.3 columna 4 

 
 
 

 
Figura 6.7: Magnitud de intensidad de campo magnético en base a los datos de la tabla 6.3 columna 5 

 
 
Conclusión 6: Se evidencia que el campo magnético generado en el fondo 
magnético aumenta conforme el radio del conductor disminuye y el número de 
vueltas y de hilos aumenta. 
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6.4 Resultados de frecuencia y radio 
 
Se ingresó al software FEMM los datos de la tabla 6.1 pero variando la frecuencia de 
operación desde los 20kHz hasta los 300kHz para realizar 15 mediciones de la 
resistencia con carga y sin carga de una bobina de 1 vuelta y de 1 hilo.  Estas mediciones 
fueron ingresadas a MATLAB para realizar el cálculo de la resistencia de inducción de 
la bobina de 1 vuelta y de 1 hilo y en conjunto con los resultados del número de vueltas 
e hilos óptimos se proceda a calcular la resistencia de inducción total de la bobina así 
como las resistencias de conducción y de proximidad de la misma.  Con estas tres 
resistencias calculadas de la bobina completa a varias frecuencias y haciendo uso de la 
ecuación de eficiencia se realizó la gráfica de las eficiencias de inducción aproximadas 
versus frecuencias.  A continuación se muestran los resultados. 
 

 
Figura 6.8: Eficiencia de Inducción aproximada de la bobina vs. Frecuencia para diversos radios y 

número de vueltas e hilos óptimos 
 
 
Conclusión 7: Se observa que con conductores de menor radio se obtiene una mejor 
eficiencia y también que con cualquier radio de conductor que se trabaje la 
eficiencia aumenta conforme aumenta la frecuencia de operación siempre que la 
relación entre el radio del conductor y la profundidad de piel sea menor que la 
unidad.  Cuando esta relación supera la unidad la eficiencia decrece porque la 
resistencia de proximidad comienza a ser más grande que la resistencia de 
conducción mientras se aumenta la frecuencia de operación. 
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Se repitió el procedimiento descrito anteriormente pero en esta ocasión se envió al 
software FEMM los valores de las vueltas óptimas para obtener la gráfica de las 
eficiencias de inducción exactas versus frecuencias.  A continuación se muestran los 
resultados. 
 

 
Figura 6.9: Eficiencia de Inducción exacta de la bobina vs. Frecuencia para diversos radios y número de 

vueltas e hilos óptimos 
 
En esta gráfica se observa la concordancia entre los resultados aproximados y los 
exactos para la bobina de inducción con el número de vueltas e hilos optimizados. 
 
 
6.5 Eficiencia de inducción óptima con el modelo matemático 
teórico 
 
Para determinar la eficiencia de inducción óptima de una bobina que cumpla con la 
limitación física del volumen de acuerdo a las dimensiones establecidas se comparan 
los resultados de las curvas de eficiencias aproximadas y exactas para los conductores 
de mayor y menor radio. 
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 Figura 6.10: Eficiencia de Inducción aproximada y exacta de la bobina vs. Frecuencia para diversos 

radios y número de vueltas e hilos óptimos 
 
 
En la gráfica se observa que la diferencia entre los resultados del modelo matemático 
teórico o aproximado y los resultados del modelo exacto obtenido con las mediciones 
en el software FEMM son mínimas cuando se trabaja con el menor radio del conductor, 
mientras que cuando se trabaja con el mayor radio del conductor la diferencia entre los 
resultados del modelo aproximado y el exacto aumentan. 
 
 
Conclusión 8: Los resultados indican que para obtener la máxima eficiencia 
óptima de 91.54% se debería seleccionar el menor radio del conductor, es decir 
trabajar con un conductor de radio igual a 0.0503mm y a una frecuencia de 
240kHz lo que implicaría construir una bobina con 96 vueltas y 94 hilos lo que a 
su vez sería muy costoso por la longitud total de la bobina. 
 
 
Adicionalmente por la Especificación Técnica CEN/TS 12983-3 mencionada 
anteriormente la frecuencia de operación para una bobina de inducción debe estar en el 
rango de 20kHz a 80kHz, siendo la frecuencia de 240kHz muy lejana a los 80kHz e 
implicaría que la electrónica utilizada para conmutar a esas frecuencias también 
represente un mayor costo para la aplicación. 
 
 
Con las consideraciones mencionadas anteriormente y la restricción de no sobrepasar 
los 80kHz se puede apreciar que para el conductor de radio igual a 0.0503mm la 
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eficiencia es de 87.5% y para el conductor de radio igual a 0.1803mm la eficiencia es 
de 86% pero con una considerable reducción del número de vueltas e hilos, las vueltas 
se reducirían de 96 a 28 que representa una reducción de 3.4 veces.  El número de hilos 
se reducirían de 94 a 24 lo cual representa una reducción de 4 veces.  Esto implica 
entonces que se puede alcanzar una eficiencia similar seleccionando un mayor radio del 
conductor con menos vueltas e hilos a un costo menor. 
 
 
Conclusión 9: Con este análisis se puede concluir que para la aplicación de una 
cocina de inducción en la que se calentará un recipiente metálico con fondo 
magnético se deberá tener una bobina con 28 vueltas y 24 hilos conformado por un 
conductor de radio igual a 0.1803mm. 
 
 
6.6 Contraste de resultados teóricos y resultados experimentales 
mediante prototipo de la bobina 
 
Como prototipo de una bobina de inducción se ha hecho uso de una bobina comercial 
con las siguientes características. 
Radio exterior: 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 70 𝐴𝐴𝐴𝐴 
Radio interior: 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒 = 22 𝐴𝐴𝐴𝐴 
Altura: ℎ = 1.9518 𝐴𝐴𝐴𝐴 
Radio del conductor: 𝐴𝐴𝑤𝑤 = 0.1803 𝐴𝐴𝐴𝐴  
Número de vueltas: 𝐼𝐼 = 29 
Número de hilos: 𝐼𝐼𝑠𝑠 = 22 
Frecuencia de operación: 𝑡𝑡 = 20 𝐾𝐾𝐻𝐻𝐷𝐷 
 

 
Figura 6.11: Bobina comercial 
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Tabla 6.5: Contraste de resultados teóricos y experimentales de eficiencia de la bobina plana 

 
 
Conclusión 10: Se observa que la eficiencia teórica y experimental difiere de 2.72 
puntos porcentuales y que con los datos de entrada la optimización de MATLAB 
indica que el diseño de la bobina podría disminuir 1 vuelta para pasar de 29 a 28 
vueltas pero aumentar 2 hilos para pasar de 22 a 24 hilos y obtener una eficiencia 
que difiera de 2 puntos porcentuales con respecto a la teórica. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FEMM
(Experimental 

o Exacto)
Teórico

MATLAB
(Optimizado)

frecuencia [Hz] 20000 20000 20000
radio [mm] 0.1803 0.1803 0.1803
vueltas 29 29 28
hilos 22 22 24
Resistencia Inducida del total de 
vueltas  [Ohm]  (1) 0.181190 0.171460 0.168593
Resistencia de Condución del total 
de vueltas e hilos  [Ohm]  (2) 0.058960 0.064320 0.056927
Resistencia de Proximidad
del total de vueltas e hilos  [Ohm]  
(3) 0.001839 0.001839 0.001805
Eficiciencia máxima de la Bobina
(1)/[(1)+(2)+(3)] 74.88% 72.16% 74.16%

Resultados  de Eficienica Experimental, Teórico y Optimizado para una Bobina de 
Inducción

Datos de entrada

Resultados
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ANEXOS 

 
ANEXO I.  Optimize use ga - Matlab & Simulink 
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ANEXO II.  Aplicación de funciones de Bessel de orden entero y 

primera especie 
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GLOSARIO 

 
 

Algoritmo genético: son métodos adaptativos que pueden usarse para resolver 
problemas de búsqueda y optimización, y se basan en el proceso genético de los 
organismos vivos.  
(tomado de:http://www.sc.ehu.es/ccwbayes/docencia/mmcc/docs/temageneticos.pdf) 
 
Axisimétrico: simetría alrededor de un eje, exhibe simetría cilíndrica. 
(http://diccionario-internacional.com/definitions/?spanish_word=axisymmetric) 
 
Bobina: componente pasivo de dos terminales que generan un flujo magnético cuando 
se hacen circular por ella una corriente eléctrica. 
(tomado de https://www.electronicafacil.net/tutoriales/Las-bobinas.php) 
 
Calentamiento por inducción: proceso que se utiliza para endurecer, unir o ablandar 
metales u otros materiales conductivos. 
(tomado de http://www.ghinduction.com/sobre-calentamiento-por-induccion/?lang=es) 
 
Campo magnético: descripción matemática de la influencia magnética de las corrientes 
eléctricas y de los materiales magnéticos. 
(tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Campo_magn%C3%A9tico) 
 
Densidad de flujo magnético: es el flujo magnético por unidad de área de una sección 
normal a la dirección de flujo, y es igual a la intensidad del campo magnético. 
(tomado de https://magnetismoymagnetismo.blogspot.com/2012/04/concepto-y-
definicion-de-densidad-de.html) 
 
Efecto piel: fenómeno que hace que la resistencia efectiva o de corriente altera sea 
mayor que la resistencia óhmica de corriente continua. Este efecto es el causante de la 
variación de la resistencia eléctrica, en corriente alterna, de un conductor debido a la 
variación de la frecuencia de la corriente eléctrica que circula por éste. 
(tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Efecto_pelicular) 
 
Eficiencia: relación entre la energía útil y la energía invertida. 
(tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Eficiencia) 
 
Método de Elementos finitos: método numérico general para la aproximación de 
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales muy complejas utilizado en problemas 
de ingeniería. 
(tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_los_elementos_finitos) 
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Función de Bessel de primera especie: son soluciones de la ecuación diferencial de 
Bessel que son finitas en el origen (x=0) para no enteros no negativos alfa y divergen 
en el límite cuando x tiende a cero para un alfa negativo no entero. 
(tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_Bessel) 
 
Modelo matemático: tipo de modelo científico que emplea algún tipo de formulismo 
matemático para expresar relaciones, proposiciones sustantivas de hechos, variables, 
parámetros, entidades y relaciones entre variables de las operaciones, para estudiar 
comportamientos de sistemas complejos ante situaciones difíciles de observar en la 
realidad. 
(tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Modelo_matem%C3%A1tico) 
 
Optimizar: buscar la mejor manera de hacer una cosa para obtener buenos resultados. 
(tomado de https://es.thefreedictionary.com/optimizar) 
  
Permeabilidad magnética: indica con qué facilidad atraviesa el campo magnético la 
materia, o sea si esta es buena conductora o no del campo magnético. Es una 
característica magnética de la materia. 
(tomado de http://www.fullmecanica.com/definiciones/p/674-permeabilidad-
magnetica) 
 
Simulación en ingeniería: técnica numérica para conducir experimentos en una 
computadora digital, los mismos que comprenden cierto tipo de relaciones matemáticas 
y lógicas, las cuales son necesarias para describir el comportamiento y la estructura de 
sistemas complejos del mundo real a través de largos períodos de tiempo. 
(tomado de  https://villalana.wordpress.com/1-1-definicion-e-importancia-de-la-
simulacion-en-la-ingenieria/) 
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Este trabajo de investigación ha sido desarrollado con el objetivo de proporcionar las 

bases del estudio del uso de la bobina de inducción en las diferentes tecnologías de 

calentamiento por inducción. 

 

Constituye un primer estudio sobre la dependencia de la eficiencia de una bobina plana 

de calentamiento por inducción respecto a parámetros como frecuencia de trabajo y 

radio de hebra utilizada para el cable del bobinado. 

 

Para la simulación y optimización se utilizan como herramientas los softwares FEMM 

que utiliza elementos finitos y MATLAB para trabajar con la función objetivo y 

restricciones mediante algoritmo genético. 
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