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PREFACIO

En el siguiente proyecto de investigacion se presenta la resolucion numérica
del modelo matematico para la superconductividad de Ginzburg-Landau. Para ello se
utiliz6 el Método de los Elementos Finitos (MEF) implementando el cddigo
desarrollado en Matlab. Producto de estos codigos se realizaron variadas simulaciones
con el fin de comprender el fenébmeno denominado vértices de Abrikosov
obteniéndose importantes conclusiones sobre su comportamiento bajo distintas
consideraciones. Las respuestas obtenidas de las simulaciones concuerdan con los
resultados de varios trabajos similares.

Para la resolucion numérica se consideraron dos modelos. El primero consiste
en una aproximacion lineal estacionaria del modelo original GL. Este modelo es
valido cerca de la frontera limite del diagrama de fase magnético H-T, donde el valor
del parametro de orden es cercano a cero, hecho que justifica la simplificacion. Con
este modelo se simulé el comportamiento de los vértices en variadas muestras
mesoscopicas cerca del limite mencionado. El segundo modelo es el denominado
temporal o por sus siglas en inglés TDGL. Con este modelo se simulé el movimiento
de los vrtices en la muestra superconductora. Una caracteristica particular de estas
simulaciones con el modelo TDGL es que se realizaron considerando el limite entre el
estado Meissner y el estado mixto, en completo contraste con el modelo lineal.

Para utilizar el MEF se consideraron tres métodos. El primero, que se aplica al
problema lineal, y que se reduce a la programacion del MEF para hallar autovalores y
autofunciones. El segundo es el método denominado Crank-Nicolson-Garlekin lineal
(LCNG) aplicado al modelo TDGL. Este método permite desacoplar las variables de
interés del modelo GL. El tercer método es el mejorado del LCNG. En este método se
utiliza un gauge distinto al considerado en LCNG y ademéas es mucho mas veloz
computacionalmente. De igual manera que el segundo método, este ultimo se aplico al
modelo TDGL.

Finalmente, debido a la concordancia de los resultados de la presente obra con
aquellos de trabajos similares, se garantiza que los codigos, a pesar de ciertas
limitaciones en cuanto a costo computacional, funcionan de manera satisfactoria.
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PROLOGO

El presente trabajo aborda el que es considerado uno de los temas y campos de
mayor actividad cientifica de la fisica actual, me refiero a la superconductividad. Este
fendmeno electromagnético pertenece al estudio de la fisica de materia condensada
misma que aborda otros temas como los condensados Bose-Einstein y los
superfluidos, mismos que se relacionan hasta cierto punto con la superconductividad.
Al igual que muchos de los fendbmenos que ocurren en la naturaleza, el origen de la
superconductividad se debe a efectos netamente cuénticos. La teoria BCS toma en
cuenta los conceptos de mecanica cuantica de campos para explicar el origen de la
superconductividad. Sin embargo, esta teoria, a pesar de su reconocimiento por
predecir el origen y explicar varias de las caracteristicas de la superconductividad, ain
no es la Ultima palabra sobre el tema. La teoria BCS no puede predecir, por ejemplo,
gue materiales son superconductores y cuales no; y ademas, no predice la existencia
de los denominados superconductores de alta temperatura, mismos que concentran
actualmente gran actividad intelectual debido al sin nimero de aplicaciones practicas
gue implicarian poseer materiales superconductores que mantengan su propiedad a
temperatura ambiente. Por otro lado, un modelo que ain hoy en dia es utilizado para
estudiar la superconductividad es el denominado modelo Ginzburg-Landau (GL), que
a pesar de ser de origen fenomenoldgico, resulta una teoria adecuada y precisa para
estudiar la superconductividad, incluyendo los superconductores de alta temperatura.
Es justamente esta exactitud en la prediccién, sumado con el hecho de que es una
teoria no cuantica, lo que ha motivado el estudio de la superconductividad a través del
modelo GL en este trabajo.

Sin embargo, como muchos modelos matematicos, GL, en general, no puede
ser resuelto analiticamente. Es por ello que los métodos numéricos son una
herramienta esencial para su estudio. Especificamente, el MEF, muy utilizado en
diversos campos de la ciencia e ingenieria, resulta ser un método adecuado para
resolver el modelo matematico GL. La resolucion numérica del modelo GL ha
permitido conocer muchas caracteristicas del fendmeno, siendo una de las mas
interesantes desde un punto de vista tedrico y practico el referente a los vortices de
Abrikosov. Es por ello que la simulacién del fendbmeno de la vorticidad en muestras
superconductores a través de la resolucion numérica del modelo GL es el objetivo
principal del presenta trabajo. De manera especifica se pretende realizar varias
simulaciones numéricas que permitan apreciar el comportamiento basico de los
vortices en muestras superconductoras.



12

Un propdsito adicional y de especial importancia de esta obra, es el de
colaborar con la promocion y difusion del estudio de la fisica tedrica a nivel
académico. Se verd pues, que al respecto, en el presente trabajo no se aborda topico
practico alguno, sino que por el contrario el enfoque ha tratado de ser netamente
tedrico.

Se aclara que no se pretende abordar tema original alguno, ya que este no es
el objetivo de la obra. De hecho, muchas de las simulaciones realizadas en este trabajo
han sido corroboradas con estudios similares previos. Sin embargo, esta investigacion
recoge de la manera méas clara y breve posible el estado del arte sobre el tdpico a
tratarse, ademas si se aporta con cddigos computacionales que pueden ser
implementados en un software adecuado por parte de aquellos interesados en estudiar
el comportamiento de los superconductores. Esto Ultimo es importante ya que son
pocos los programas actuales desarrollados que permiten realizar este tipo de
simulaciones, mas aun, los que existen requieren contar con la licencia respectiva
para su uso. Es en este sentido el trabajo aporta codigos originales desarrollados por el
autor que hacen uso de métodos propuestos en trabajos similares. Con ello se
demuestra que, con la capacidad de las computadoras actuales, es posible implementar
en una computadora de escritorio el modelo GL en cualquier lenguaje de
programacion y obtener simulaciones de alta calidad y precisas.

La obra esta estructurada en cuatro capitulos. En el primer capitulo se aborda
brevemente la teoria de la superconduccion, necesaria para comprender el modelo GL
y el origen de los vortices de Abrikosov. En el segundo capitulo se describe y
presenta la formulacion débil del modelo GL y su discretizacién. Se tratan dos casos
en particular, el modelo lineal GL y el modelo TDGL. El tercer capitulo esta dedicado
netamente a la presentacion de los resultados obtenidos de las simulaciones 2D y 3D
utilizando el cédigo implementado en Matlab. En el Gltimo capitulo se desarrollan
diversas observaciones y conclusiones de la obra. Se adiciona una parte final de
anexos donde se encontraran los codigos desarrollados.

Por altimo el autor desea agradecer a todas aquellas personas que de manera
directa o indirecta estuvieron involucradas y colaboraron con el desarrollo de la
presente obra.

Pablo Jara P.
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INTRODUCCION

Las aplicaciones de los materiales superconductores estan presentes ya hoy en
dia, tanto en el &mbito cientifico como tecnol6gico; y es que se cree que su desarrollo
tendra un impacto semejante al descubrimiento de los transistores. Asi, por ejemplo,
en el Gran Colisionador de Hadrones del CERN, uno de los més grandes aceleradores
de particulas del mundo, los descubrimientos y confirmaciones que se han realizado
en los Gltimos afios referente a la teoria estandar, siendo sin lugar a dudas hasta la
fecha el maés relevante el hallazgo del Boson de Higgs, han sido posibles gracias a la
utilizacion de grandes electroimanes superconductores. De la misma manera en
aplicaciones préacticas y cotidianas, y solo por citar algunas, se puede mencionar el uso
de superconductores en cables de transmisién de energia, en la fabricacién de
componentes electrdnicos, en el campo de la biologia y medicina entre otras. Por ello
resulta evidente prever que la investigacion de la superconduccion tendréd especial
importancia en el desarrollo de nuevas tecnologias durante este siglo, ain mas cuando
ya se estudian materiales superconductores de alta temperatura.

Una de las aplicaciones mas ambiciosas de la superconductividad se encuentra
en el campo del transporte. La levitacion magnética ha hecho posible la existencia de
trenes de alta velocidad. La ventaja radica en la eliminacion de las ruedas que generan
disipacién de energia a través de la friccién. Un ejemplo de este tipo de trenes conecta
actualmente el aeropuerto y la ciudad en Shanghai. Sin embargo su tecnologia ain no
utiliza superconduccion sino tecnologia magnética convencional. Sin embargo, hoy en
dia existen proyectos pilotos en Japén que estudian la aplicacion de la
superconductividad para el caso de trenes que leviten. La velocidad esperada es
cercana a los 600km/h. Asi mismo 'y siguiendo con las aplicaciones, el campo de la
computacion y electronica es un terreno en el cual el uso de la superconductividad
resulta evidente. Solo basta considerar que cada vez el mundo est4d mas interconectado
y requiere de una capacidad computacional mas alta. La superconduccion dara origen
a la generacion de computadoras superconductoras que seran mas eficientes que las
actuales, ya que entre otras cosas, la superconduccion no produce calor que es uno de
los problemas de la electrénica (Rice, 2011).

En nuestros dias existen también ya aparatos que hacen uso de la
superconductividad y quizas no nos damos cuenta de ello. Por ejemplo, en la medicina
se aplica el efecto Josephson para medir campos magnéticos. Esto se logra mediante el
dispositivo llamado SQUID por sus siglas en inglés (Superconducting Quantum
Interference Device). Esto son artefactos muy sensibles a las variaciones del campo
magnético y son utilizadas en magnetoencefalogramas que permiten la deteccion de la
actividad cerebral. Asi mismo los aparatos de resonancia magnética utilizan imanes
superconductores. En el &mbito teorico, especificamente de la fisica de particulas, los
electroimanes que utilizan bobinas con cables superconductores producen campos
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magnéticos potentes necesarios para investigaciones de colisiones de particulas.
Adicionalmente la superconductividad permite aligerar el peso y dimensiones de los
electroimanes utilizados por tales aparatos.

Uno de los efectos mas interesantes de la superconductividad es el
denominado efecto Meissner. Dicho efecto permite clasificar a los materiales
superconductores en dos tipos: los superconductores tipo | y los superconductores tipo
Il (Olivares, Gonzales, Rosado, Garcia, & Moran, 2005). Un superconductor tipo |
excluye el campo magnético en el interior de un superconductor cuando este es
enfriado por debajo de cierta temperatura critica Tc. Un superconductor tipo I, por el
contrario, excluye el campo magnético de manera uniforme mas no de forma
repentina, esto significa que la transicion entre el estado superconductor y el normal
atraviesa un estado mixto. El estado mixto, segin demostraron Ginzburg & Landau, es
una fase donde coexisten en equilibrio el estado superconductor y el normal.

La configuracion que se origina en este estado mixto en superconductores tipo
Il fue estudiada por Alexei Abrikosov en 1957. El resultado de su investigacion
vislumbré la forma exacta de como un material tipo Il alcanza el estado de equilibrio
mixto. Abrikosov, tras realizar una resolucion analitica aproximada del modelo GL
demostré analiticamente la existencia del estado de equilibrio mixto y que la
estructura formada es una red simétrica periddica de vortices. Para ello asumi6 una
solucion periddica del parametro de orden y centrd su atencién en el analisis de los
puntos extremos del rango donde se produce la transicion, el denominado rango
mixto. Asi de acuerdo a (Olivares, Gonzales, Rosado, Garcia, & Moran, 2005), en este
estado combinado el campo magnético externo penetrara en regiones delgadas
normales a la superficie de manera uniforme; y también, de algin modo, dentro del
material superconductor.

Cabe preguntarse entonces si ha sido posible la observacion directa de las
estructuras de vortices y confirmar asi su existencia y comportamiento. La respuesta
resulta ser afirmativa. Por ejemplo, a través del uso del microscopio de Lorentz,
Harada, Kamimura, Kasai, Matsuda, Tonomura&Moshchalkov (1996) investigaron
experimentalmente el comportamiento de las lineas de flujo en un pedazo de material
de Niobio que presentaba un arreglo artificial de forma cuadrada con defectos. Los
resultados de sus observaciones muestran que los vortices forman grillas regulares y
rigidas cuando son sometidos a los campos magnéticos. Las lineas de flujo se mueven
hacia los agujeros. Conforme se varia el campo magnético nuevos vértices aparecen
mismo que se consideran vortices en exceso; sin embargo estos Ultimos ya no ocupan
los defectos del material. Ademas se observd que los vortices son mas dificiles de
mover cuando esta sometidos al campo magnético a no ser que una fuerza superior a
la fuerza que los sostiene sea aplicada. Por el contrario los vortices en exceso pueden
moverse libremente cuando son sometidos a la fuerza de Lorentz. Otras técnicas para
medir vortices son presentadas por Yu (2012). Por ejemplo, la decoracion Bitter, que
es una forma indirecta de medir vortices, consiste en rociar polvo de material ferro
magnético sobre el superconductor. Este polvo tiende a alinearse en patrones de
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acuerdo al campo magnético permitiendo asi la visualizacion de los vértices. Otra
técnica es la espectroscopia con tineles de exploracion que permite detectar el cambio
de densidad de los vortices. Entre estas técnicas de espectroscopia, la técnica pSR
(Muon Spin Rotation), utiliza muones altamente polarizados para detectar las lineas de
flujo a través del spin. Los muones decaen y emiten positrones en la direccion del
spin. La medida de la distribucion de positrones permite detectar la vorticidad.

Por otra parte la importancia practica de estudiar los vortices de Abrikosov
resulta del hecho de que cuando los conductores tipo 1l se someten al paso de cierto
valor de corriente, los vortices se desplazan, y este movimiento produce resistencia
eléctrica, convirtiéndose en un efecto no deseado debido a las irreversibilidades que
conlleva. Para evitar la disipacion de corriente que producen los vértices, se han
propuesto varios mecanismos para mantener estaticos a los vortices. Esto Ultimo
resulta ser ain un problema abierto de investigacion. En general, mecanismos tales
como la incorporacion de impurezas, defectos, agujeros, barreras de flujo y campos
magnéticos se han estudiado por varios autores para tratar la vorticidad. Sin embargo,
la mayoria de mecanismos fallan cuando se incrementan las temperaturas que es
cuando los superconductores presentan propiedades Utiles para las aplicaciones
practicas (UFRN, 2017).

Al respecto de los mecanismos propuestos por varios autores se pueden citar
algunos. Por ejemplo Lee, Janko, Derenyi & Barabasi (1999) demuestran que la
aplicacién de corriente alterna y una adecuada barrera de potencial permiten controlar
el movimiento de los vortices. La principal contribuciéon de su trabajo es la
demostracion tedrica de que se puede utilizar el "efecto ratchet" para remover los
vortices. Asi, el analisis propuesto resulta ser una adecuada técnica para el disefio de
patrones en materiales superconductores que permitan obtener una menor densidad
posible de lineas de flujo (vortices). L Civale (1997) estudia la dinamica de los
superconductores de alta temperatura (HTSC) y la vorticidad. Para ello incluye
defectos en columna que son caminos en el material que se abren de manera amorfa y
que no incrementan la energia elastica de los vortices por lo que pueden ser utilizados
como método para fijar las lineas de flujo. El objetivo de su trabajo fue el de medir la
temperatura, campo y defectos de densidad de corrientes continuas y su tiempo de
relajacion en 6xido de Itrio Bario Cobre, YBCO por sus siglas en inglés, con defectos
en columna. Para ello utiliz6 modelos tedricos que permitieron identificar varios
regimenes de arrastre y fijacion de lineas de flujo. Sus resultados muestran que la
incorporacion de los defectos en columna es efectiva en todos los HTSC para
controlar el movimiento de vortices.

Otra técnica interesante para controlar los vortices es la presentada por Vélez,
Martin, Villegas, Hoffmann, Gonzales, Vincent&Schuller (2008). Su trabajo se centra
en estudiar los pardmetros méas importantes en la dinamica de los vortices en
materiales a través de estructuras magnéticas artificiales compuestas de arreglos
ordenados de puntos. Su contribucién se enfoca en comprender el fenémeno que
resulta al distorsionar el arreglo ordenado de puntos. Para ello hacen uso de la técnica
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nano litogréfica conocida como "e-beam™ que permite la fabricacion de nano
estructuras magnéticas hibridas en el material bajo estudio. Los resultados de su
investigacion muestran que al cambiar el arreglo de puntos por medio de la técnica e-
beam aparecen efectos en el superconductor tales como el "efecto ratchet”, es decir
una reconfiguraciéon de los vortices y anisotropia en la dinamica del material. Los
distintos regimenes se resumen en un diagrama de fase que indica la transicién que
ocurre cuando el arreglo es modificado respecto a la longitud de coherencia del
material.

Mas recientemente (Timmermans, Serrier-Garcia, Perini, Van de Vondel, &
Moshchalcov, 2016), en su investigacion, utilizan técnicas STM (Scanning Tunneling
Microscopy) en muestras cuadradas superconductoras a nivel de nano escalas. El
obejtivo especifico de su trabajo se concentrd en conocer como influyen los defectos a
estas escalas sobre la vorticidad. El resultado conseguido fue el de presentar evidencia
directa del efecto de los defectos sobre los vortices. Se observo pues que a las escalas
bajo estudio, el efecto del confinamiento o frontera influye en la interaccion vortice-
vortice resultando en diferentes configuraciones en relacion a la estructura periddica
de Abrikosov en superconductores macroscopicos.

Se comprendera pues lo importante que resulta el simular numéricamente el
fendmeno de Abrikosov y comprender asi su funcionamiento. En este intento varias
investigaciones existen al respecto. Por ejemplo Reefman&Brom (1991) realizaron
una simulacion numérica de una red de vortices en 2-D. Se considerd un material
superconductor TI2Ba2CaCu208 y un campo magnético de 5 T. Su investigacion trato
de dar respuesta al comportamiento en la zona comprendida entre la temperatura
critica y la linea de irreversibilidad presente en HTSC TI2Ba2CaCu208 vy
Bi2Sr2CaCu208 en el diagrama de fase. La simulacion que llevaron a cabo se basé en
las ecuaciones de London aplicadas sobre una delgada capa de material y en la
utilizacién del método de simulacién de Dindmica Molecular (DM). Como resultados
se confirmaron las predicciones de Fetter&Hohenberg (1967) de que los vortices se
agrupan entre ellos en una red triangular a bajas temperaturas. AGn mas importante es
la conclusion de que a altas temperaturas es muy facil producir una perturbacion en la
red que hace que los vértices se fundan entre si, es decir son menos estables.

Moshchalkov, Dhalle&Bruynseraede (1932) simularon numéricamente las
ecuaciones del modelo GL en coordenadas cilindricas para analizar el fenémeno de
nucleacion de los vdrtices. Para ello utilizaron el nimero cuéntico orbital para
construir una solucién del pardametro de orden correspondiente a un arreglo de vortices
no periédicos. Los resultados de la simulacion muestran que no existe simetria
traslacional mas si existe simetria rotacional en el arreglo de los vortices. Esto debido
a que se puede ver que los patrones seguidos se transforman continuamente en
estructuras mas complejas pero conservando la forma concéntrica. Se concluye
ademas que localmente los vortices presentan cierto grado de orden.
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La presencia de vortices se ha estudiado también en otras configuraciones
tales como una esfera. Se debe considerar que se ha observado que la geometria de la
muestra de material afecta enormemente el patron de nucleacion de los vértices. El
trabajo de Du & Ju (2004) se concentra en esta geometria que esta presente en algunos
dispositivos tales como los gravimetros superconductores, giroscopios entre otros. Por
ello el objeto de su investigacion fue el anlisis de la nucleacién sobre una esfera
hueca de pequefio espesor. Igual que en el caso citado en el parrafo anterior, el modelo
GL es utilizado para resolver el problema de manera numérica. Los autores presentan
un conjunto de algoritmos numéricos que preservan la invariancia del gauge tanto en
las simulaciones estacionarias como no estacionarias. La primera observacion
realizada sobre los resultados numéricos fue que, sobre la esfera, aparecen vortices tal
como en geometrias planas por lo que se confirmo asi la presencia de un estado mixto
sobre la geometria estudiada. Sin embargo a diferencia de las configuraciones planas,
en la esfera se observa la aparicion de vortices y anti vortices debido a su simetria.
También se observd que si el espesor se incrementa se genera una inclinacién sobre
los campos inducidos. En cuanto a la nucleacion se observa que tienden a juntarse
cerca del ecuador y luego se mueven hacia los polos.

Vodolazov, Maksimov&Brandt (2003) se concentraron en los efectos de la
superficie del material sobre las lineas de flujo. Mediante la resolucion numérica del
modelo GL demostraron que existe inestabilidad en el parametro de orden debido a
gue el momento cinético alcanza un umbral en los bordes de la superficie. Esto causa
que los vértices se unifiquen cerca de estos lugares lo que conlleva a que penetren de
manera mas profunda en la muestra. Tomando en cuenta estos resultados propusieron
un modelo fenomenoldgico para explicar el fendmeno tanto en superficies ideales
como imperfectas. EI método numérico utilizado es el de diferencias finitas y el
método de Euler para el término temporal. La unién de los vortices es controlado solo
por la supervelocidad (velocidad asociada a los electrones superconductores) o
momento cinético de la superficie. Al incluir defectos en las esquinas de la muestra se
observa que el valor de la supervelocidad excede el valor en la frontera. Se concluye
ademas que existe un valor de supervelocidad critico sobre el cual los vortices
penetran mas en la muestra. Este valor practicamente no depende de la forma ni
tamafio del defecto. Pero cuando el tamafio del defecto excede cierto valor, estos
logran fijar los vortices en su interior. Como resultados de la investigacion
demostraron primero que el criterio de supervelocidad es mas preciso que el criterio
de supercorriente al tratar de explicar el ingreso de los vdrtices en la muestra y;
segundo, que estos inician su ingreso por las imperfecciones y defectos de la
superficie.

Sorensen, Pedersen, & Ogren, (2016) investigan en su simulacion el efecto
de los pinning sites (centros de sujecion) de los vortices. En el proceso generan un
modelo matematico modificado del modelo original GL que permite simular los
efectos de las fallas introducidas en un dominio 2D. Este método se basa en el hecho
de que la energia libre de Gibbs se encuentra representada por una potencia de 4th
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orden en el pardmetro de orden. El signo del término de 2th orden determina el cambio
de fase entre el estado normal y el superconductor y por ende lo autores asumen que
este coeficiente puede ser utilizado para simular la introduccion de pinning sites. El
correspondiente coeficiente se modela a través de una funcién que toma valores entre -
1y +1 donde -1 corresponde al estado normal con pinning sites y el +1 al estado
superconductor. La funcidon considerada la obtuvieron a través de experiencias
similares en laboratorio y es basicamente una funcion de la posicion r, de cada
pinning site. Como resultado de las simulaciones concluyeron que fallas cercanas a la
frontera pueden disminuir el valor del primer campo critico para superconductores
tipo Il. Asi mismo, cerca del valor del primer campo critico, la interaccion entre
vortices y fallas es no lineal, al igual que la interaccién entre vortices y la frontera.
Esta compleja dindmica puede producir efectos no estables entre la interaccion
vortice-defecto.

En un trabajo reciente, y aplicando técnicas de inteligencia artificial, que son
cada vez mas importantes en el estudio de la fisica actual, Owolabi, Akande, &
Olatunji, (2016) desarrollan un metodo que permite conocer con gran presicion el
valor del la temperatura critica Tc del 6xido de Itrio Bario Cobre (YBCO), material
gue goza de grandes aplicaciones practicas dada su naturaleza de ser un conductor de
alta temperatura. EI modelo fue desarrollado en Matlab y se basa en una serie de datos
reunidos de valores de Tc obtenidos a traves de ensayos experimentales que sirven
como valores de prueba y entrenamiento para el algoritmo. El aporte fundamental del
trabajo de Owolabi et al. (2016) radica en que proporcionan un método computacional
gue permite estimar Tc de manera casi precisa (con coeficiente de correlacion
obtendios de 96.65% y 95.75% durante las fases de prueba y entrenamiento del
modelo) sin la necesidad de recurrir a equipos de alta tecnologia para hacerlo.

Por todo lo expuesto, es facil concluir que dada la variedad de aplicaciones
actuales y el potencial para futuros desarrollos involucrados con la
superconductividad, resulta evidente la importancia que conlleva estudiar el
comportamiento de los superconductores para el desarrollo teérico y tecnolégico de la
sociedad; resultando fundamental comprender la naturaleza de la superconduccion y
su modelado en lenguaje matematico. De acuerdo a (ICMM-CSIC, 2017) "En el
ambito de las aplicaciones gran parte de la investigacion se centra en la optimizacion y
el abaratamiento de cintas, hilos y laminas superconductoras, en particular en los
procesos de produccion y el anclaje de vortices que permitan aumentar las corrientes y
campos criticos que pueden soportar los materiales producidos en condiciones aptas
para su comercializacion". De ello radica la relevancia del estudio de la vorticidad en
materiales superconductores cuyo primer paso es obtener una simulacion numérica
adecuada que prediga su comportamiento.


http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/?page_id=24
http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/?page_id=487
http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/?page_id=487
http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/?page_id=65
http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/?page_id=432
http://www3.icmm.csic.es/superconductividad/?page_id=432
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CAPITULO |

1 MARCO TEORICO

1.1 ¢Qué es Superconductividad?

Tres son los fendmenos actuales méas fascinantes de la fisica de la materia
condensada: los superfluidos, los condensados de Bose-Einstein (CBE) y la
superconductividad. Sus propiedades sorprendentes, y a veces extrafias, son
consecuencia directa de la mecénica cuantica. De hecho, a pesar de que muchos de los
efectos de la mecéanica cuéntica se cree existen solo a nivel microscopico, la
superconductividad y la superfluidad son claras expresiones macroscopicas de
fendmenos netamente cuanticos (Donnelly, 1995). Las tres rarezas anteriormente
citadas tienen en comln que su presencia se torna evidente a temperaturas
extremadamente bajas (salvo ciertas excepciones tales como los Superconductores de
Alta Temperatura o por sus siglas en ingles HTSC). De estos tres fendmenos, los CBE
son un caso limite en el cual se requiere temperaturas en extremo bajas y cercanas al
cero absoluto; y donde para estudiarlos se trabaja a escalas cercanas a los nano-
Kelvin (Annett, 2004). Adicionalmente, se puede mencionar que solo la existencia del
CBE se predijo tedricamente antes de su confirmacion experimental en 1995. Por el
contrario, los fendbmenos de superfluidad y superconduccion se conocian antes del
desarrollo de alguna explicacion teorica que prediga su existencia.

Cronoldgicamente, antecede al conocimiento de la superconductividad el de la
licuefaccion del Helio. Fue el fisico holandés HeikeOnnes quien en 1908 logr6 por
primera vez transformar en liquido al Helio cuya fase comun, a presiones normales y
temperatura ambiente, es gaseoso (Van Delft, 2011). Para alcanzar tal hazafa el gas
noble se someti6 a una temperatura cercana a los 4,20°K y a presién normal. No fue
hasta 1938 cuando se descubrid y estudié las propiedades del is6topo “He a
temperaturas cercanas a los 2°K nombrando al efecto presente como superfluido
(Donnelly, 1995). Unicamente los isotopos *He y “He han sido licuados en laboratorio.
Este hallazgo sobre el Helio abrié el camino para el descubrimiento del fenémeno de
la superconductividad debido a que se lograba, por primera vez, contar a la mano con
un medio que alcanzaba temperaturas muy cercanas al cero absoluto.

Posteriormente, se descubriria el fendmeno de la superconductividad mismo
que data de 1911 y se atribuye su hallazgo al mismo fisico Onnes y a su equipo
mientras estudiaban el comportamiento de metales a bajas temperaturas (bajo los
4,20°K) (CERN, 2017). Entre las primeras investigaciones de Onnes, utilizando el
nuevo rango de temperaturas disponible, se hallaba el estudio de la variacion de la
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resistencia eléctrica de los metales con la temperatura (Rose-Innes & Rhoderick,
1978).

Onnes investigd el efecto de las bajas temperaturas en el metal mas puro que
existia en la época, el Mercurio, donde observd que, a temperaturas en extremo bajas,
la resistencia eléctrica se volvia inmensurablemente pequefia. Este comportamiento
quizés no era del todo peculiar, ya que se habia supuesto durante mucho tiempo antes
que ello ocurriria a bajas temperaturas, donde el movimiento atémico casi cesa por
completo. Sin embargo, lo que si llamo la atencién de Onnes fue que la resistencia no
Ilegaba a cero de manera uniforme o "suave" tal como la intuicién lo sugeria; por el
contrario, cerca de cierta temperatura, denominada temperatura de transicion o critica
Tc, el valor de la resistencia caia bruscamente a un valor de cero (Rose-Innes &
Rhoderick, 1978). Esta caracteristica de resistividad nula que ocurre de manera
abrupta resulté ser la primera propiedad particular de un superconductor.

Sin embargo, adicionalmente existe una segunda propiedad que define a un
superconductor, a esta propiedad se le denomina efecto Meissner en honor a su
descubridor el fisico Walter Meissner. Tal efecto consiste en que, un superconductor
colocado dentro de un campo magnético y enfriado por debajo de su temperatura
critica, expulsa un campo magnético, ver por ejemplo (Geim, Dubonos, Lok, Heinini,
& Maan, 1998). Esto significa que un material en estado de superconductor exhibe un
comportamiento diamagnético perfecto (Kumar Saxena, 2012). De esta manera, estas
dos propiedades (caida en la resistencia y diamagnetismo perfecto) en conjunto son
las que describen de manera univoca el estado de superconductividad de los
materiales.

Pues bien, existen varios conceptos en la literatura para definir la
superconductividad, y sin lugar a dudas, todos ellos equivalentes. Sin embargo, el
concepto de superconductividad que se presenta a continuacién , tomado del trabajo
de Rose-Innes & Rhoderick (1978) y que a criterio personal es conciso y preciso ya
gue contiene todos los elementos necesarios para una definicion completa del
fendmeno que se esta tratando, es el siguiente:

"La superconductividad es un estado de la materia el cual presenta una peculiar
combinacion de propiedades eléctricas y magnéticas; y que se alcanza cuando ciertos
metales son enfriados a temperaturas extremadamente bajas".

Es importante analizar los elementos presentes en este concepto. Lo primero
que llama la atencidn es que se habla de un estado superconductor. Es decir, se
considera a la superconductividad como un estado de la materia, en cierta forma
analoga a como lo son el estado sélido, liquido y gaseoso. Como es conocido, estos
tres estados varian bésicamente en la estructura atomica, o molecular que los
conforma. En el estado sélido, por ejemplo, los atomos forman una estructura
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cristalina periddica casi perfecta; en el estado liquido la estructura atébmica pierde la
periodicidad global que contenia en el estado sélido, y en el estado gaseoso esta
pérdida de orden es completa. Todos estos tres estados implican un cambio en la
estructura fundamental, que se relaciona con una variacién en la cantidad de energia
interna y volumen. Termodinamicamente, a estos estados se lo conoce como sistemas
de primer orden (Callen, 1985). Por otro lado, imaginese un pedazo de metal imanado.
Este se encuentra en estado sélido, pero el orden o configuracion de su estructura
atomica es tal que se presenta el fenémeno del magnetismo (Griffiths, Introduction to
Electrodynamics, 1999). Entonces, tenemos un material en estado sélido, pero en el
cual es posible ordenar de cierta manera sus 4&tomos para que se produzca un efecto
magnético. A estos estados se los considera de segundo orden (Callen, 1985), donde
no existe variacion volumétrica pero si de otras propiedades que se relacionan con
segundas derivadas de la funcién de estado. Es asi que, tal como en el caso del metal
imanado, la superconductividad en general, entra también en la categoria de estado de
segundo orden de la materia, lo que justifica la primera parte del concepto de Rose-
Innes & Rhoderick (1978).

Por otro lado, se menciona ademas que la superconductividad presenta
propiedades eléctricas y magnéticas peculiares. Esto se relaciona directamente con las
dos caracteristicas fundamentales de la superconductividad que ya se habian
mencionado, resistencia nula y el efecto Meissner. La Ultima parte del concepto
relacionada con la temperatura se explica por si sola.

Es interesante mencionar que no existe razén para concluir que todos los
metales deberian ser superconductores incluso en el cero absoluto (Rose-Innes &
Rhoderick, 1978). Al respecto, resulta curioso el hecho de que no todos los metales y
materiales en general son superconductores, por ejemplo el Cobre (considerando que
es uno de los mejores conductores a temperatura ambiente), Hierro y el Sodio no
poseen superconductividad a las temperaturas mas bajas posibles que se han alcanzado
en la actualidad. Interesante resulta también el hecho de que las aleaciones pueden ser
superconductoras incluso cuando estén formadas por metales que no son ambos de
naturaleza superconductores. Incluso materiales polimeros, tales como el nitrito de
polisulfuro presentan superconductividad a bajas temperaturas. Todo esto, que a
primera vista puede parecer contradictoria encuentra su explicacion a través del
estudio de la estructura atdbmica que conforma a cada material. Literatura introductoria
sobre estos conceptos pueden ser hallados en (Kittel, 1997), (Puri & Babbar, 1997)
entre otros.
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Por ultimo, es importante tratar, con cierto detalle, las caracteristicas que
definen a un superconductor. Los conceptos sobre resistencia eléctrica son conocidos
de cursos preliminares de electromagnetismo por lo que no se desarrollara aqui su
explicacion. Sin embargo, literatura valiosa al respecto puede ser hallada en cualquier
tratado sobre electromagnetismo tales como (Griffiths, Introduction to
Electrodynamics, 1999). Por otra parte, la segunda caracteristica de la
superconduccidn es una propiedad que merece una explicacion algo mas detallada ya
que no existe analogo en ningun otro fenémeno electromagnético clésico conocido, y
es por ello que se tratard sobre el mismo a continuacion.

1.1.1 Efecto Meissner

El efecto Meissner es la segunda propiedad, a la par con la resistencia nula,
gue caracteriza el comportamiento de un superconductor. Este efecto no se presenta en
un conductor ideal de resistencia nula, y no es predicho por las ecuaciones de
Maxwell. El efecto Meissner produce una repulsion completa del campo magnético
aplicado en el interior de un sélido superconductor cuando el s6lido es enfriado por
debajo de la temperatura critica Tc. Proceso similar ocurre si el sélido es primero
sometido a una temperatura < Tc y luego colocado en un campo magnético. Esto
implica que el efecto es independiente de la historia de la muestra (Puri & Babbar,
1997).

¢Cudl es el origen del efecto Meissner? Existen dos formas equivalentes de
explicar este fendmeno (Rose-Innes & Rhoderick, 1978).En la primera, considérese un
s6lido superconductor que es enfriado por debajo de su temperatura critica. Al hacerlo
se originan corrientes eléctricas en la superficie del material, que circulan de tal forma
que producen un campo magnético que cancela exactamente al campo magnético
aplicado, originando una densidad de flujo magnético nula en el interior. A estas
corrientes se las denomina corrientes de apantallamiento. La segunda forma de
explicar el fendmeno se basa en considerar que existe una propiedad en el volumen del
solido tal que produce el diamagnetismo perfecto y es posible describir esta clase de

diamagnetismo considerando que la permeabilidad relativa del solido p,=0.Esto se
relaciona con el hecho de que la densidad de flujo magnético producido por un campo
externo aplicado B, es xBs. Al ser la permeabilidad relativa nula entonces la densidad
de flujo en el interior lo es también. En esta explicacion no se considera el mecanismo
por el cual el diamagnetismo se origina, a saber, las corrientes de apantallamiento,
sino que se considera que este se encuentra incluido al considerar p,=0.
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Una caracteristica que se origina por la imposibilidad de flujo magnético en el
interior de un superconductor se relaciona con las corrientes eléctricas que circulan en
el material. Es posible demostrar que toda corriente eléctrica queda confinada a
movilizarse Unicamente en la superficie del cuerpo superconductor (Hammond, 1986).
A este tipo de corriente se la denomina supercorriente. Por otro lado, existe una
interesante analogia entre la distribucion de corrientes en la superficie de un
superconductor y la distribucion de carga en la superficie de un conductor (Rose-Innes
& Rhoderick, 1978).Como se sabe de electroestatica, en equilibrio un conductor
perfecto presenta un campo eléctrico interno nulo. Todas las cargas deben encontrarse
en la superficie del sélido. Adicionalmente, dada la continuidad de la componente
paralela del campo eléctrico se concluye que esta debe ser nula, lo que implica que
toda linea del campo eléctrico E debe ser perpendicular a la superficie. En aquellos
lugares donde las lineas de campo se encuentran mas cercanas, tales como las salientes
de la superficie, debe existir mayor concentracion de cargas. Adicionalmente, las
lineas de campo deben ser ortogonales a las lineas equipotenciales. Por otra parte, en
el caso del superconductor, toda corriente debe encontrarse en la superficie. En este
caso la componente normal del campo magnético a la superficie es continua y por lo
tanto debe ser nula, por lo que inmediatamente fuera del solido las lineas del campo
magnético deben ser paralelas. Se puede observar que la forma de las lineas del flujo
magnético tiene la misma morfologia que las lineas equipotenciales en el caso del
conductor. Un analisis matematico exhaustivo demuestra que incluso la distribucion
de corriente en un superconductor es la misma que la distribucién de carga en un
conductor ideal (Rose-Innes & Rhoderick, 1978).

1.1.1.1 Longitud de Penetracion

Aplicando la ley de Ampere sobre un bucle cuya mitad se encuentra dentro de
la muestra superconductora y la otra hacia el exterior (Puri & Babbar, 1997) es posible
demostrar que la densidad de corriente J debe incrementarse conforme se disminuye el
ancho del bucle. Para un area nula, la densidad de corriente debe volverse infinita lo
gue es fisicamente imposible. Esto implica que la corriente no puede volverse
abruptamente cero cuando se pasa del exterior al interior del sélido. Para ello, es
necesario entonces que el campo magnético penetre dentro de la muestra en una
longitud pequefia, hecho que ha sido verificado experimentalmente. Esta es la llamada
longitud de penetracion de London A,.

Mateméticamente la longitud de penetracion se calcula a partir de la teoria de
London (Rose-Innes & Rhoderick, 1978). Si a una distancia x dentro del solido la
densidad de flujo magnético disminuye a un valor B(x) se puede definir la longitud de
penetracion como:
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J‘MB(x}dx _ 2,5(0) (1.1)
o

London considera que cuando el espesor del cuerpo sea mucho mayor que la
longitud de penetracidn, la variacion de la densidad de flujo debe ser exponencial:

B(x) = B(ﬂ}e_i (1.2)

El valor de la longitud de penetracion de acuerdo a Rose-Innes & Rhoderick
(1978), es cercano a 10°cm, aunque su valor varia de material a material y; ademés,
depende de la temperatura. Dada la dimensién de la longitud de penetracion, en
muestras de tamafio comUn esta longitud es despreciable y el efecto es como si todo el
sOlido fuese perfectamente diamagnético. Sin embargo, en muestras de tamafio
pequefio, tales como polvo o capas delgadas de material, el efecto de la longitud de
penetracion se vuelve notorio. En materiales de tales dimensiones ya no se puede
hablar de diamagnetismo perfecto, y las propiedades son diferentes a aquellas
correspondientes a muestras de mayor tamafio (Rose-Innes & Rhoderick, 1978).

Como ya se habia mencionado, la A, varia con la temperatura, cuya expresion
para calcular su valor es:

@)

La variacion de la longitud de penetracién también depende de la pureza del
material. Por ejemplo, en un material de estafio que contiene 3% de In, la longitud de
penetracion es el doble de la correspondiente a estafio puro (Rose-Innes & Rhoderick,
1978).

A= (13)

1.1.1.2 Campo Magnético Critico.

Onnes en 1913, también observé que un superconductor retorna a su estado de
conductor aunque este se encuentre sometido a una temperatura T < Tc, siempre y
cuando se aplique un campo magnético suficientemente intenso. El campo con el cual
el superconductor retorna a su estado normal al ser aplicado se lo conoce como campo
critico He. El valor de este campo varia con la temperatura, por lo que el estado de
superconductividad es estable en un cierto rango de valores de campo magnético y
temperatura. Estos rangos generales son los que se denomina diagramas de fase
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magnético H-T Fig. 1.1. Las curvas de tales diagramas son casi parabolicas (Puri &
Babbar, 1997) y se pueden expresar a través de la relacion:

H.=H, (ﬂ}(i - (Tz)) (1.4)

La razén de la existencia del campo magnético critico se debe a que el
momentum (y de manera indirecta la velocidad) de los superelectrones no puede
exceder cierto valor, tal que el sélido se mantenga en estado superconductor.
Recordando que existe una relacién entre la velocidad de las cargas y la corriente, se
infiere que existe un valor de corriente que se denomina densidad de corriente critica
Jc (Puri & Babbar, 1997). Por otro lado, se sabe que las corrientes en la superficie de
un superconductor generan el apantallamiento que es causa del efecto Meissner. Si el
campo magnético aplicado se incrementa, las corrientes superficiales deben también
aumentar de tal forma que se siga cancelando el campo en el interior; sin embargo, si
el campo magnético se incrementa lo suficiente entonces la corriente critica es
alcanzada y por lo tanto se pierde la superconductividad del espécimen. Existe una
relaciobn matematica que vincula la densidad de corriente critica Jc con el campo
magnético critico Hc que puede ser hallada en trabajos tales como el del Puri &
Babbar (1997).

Los metales normales (excluyendo los ferro magnéticos) son virtualmente no
magnéticos por lo que la densidad de flujo dentro de ellos es proporcional al campo
externo aplicado B=poHa (Rose-Innes & Rhoderick, 1978). En el estado
superconductor, por el contrario, mientras el valor del campo critico no se alcance, la
densidad de flujo en su interior permanece nula. Es solo por encima de Hc que un
superconductor se comporta como un metal normal. Lo importante en este punto es
que para un espécimen ideal de material superconductor, el comportamiento indicado
es completamente reversible. Sin embargo, un espécimen normalmente no es ideal, ya
gue presenta fallas ya sea por impurezas o imperfecciones en la red cristalina. En este
caso, el comportamiento de la magnetizacion es diferente al descrito en lineas
anteriores. La caracteristica mas importante en el caso real resulta del hecho de que las
curvas H-T no sufren cambios bruscos; sino que por el contrario, se producen de
manera gradual. En este caso se observa que no existe un valor Unico del campo
critico, sino que se debe hablar méas bien de un rango de valores de H. Aln méas
relevante es el hecho de que este proceso ya no es reversible, ya que al disminuir el
campo aplicado, la curva seguida por la muestra no es la misma que la original. Este
comportamiento se denomina histéresis. Adicionalmente, al disminuir el campo
aplicado a cero, un valor residual de densidad de flujo magnético B+ y una
magnetizacion I+ pueden aparecer (Rose-Innes & Rhoderick, 1978).
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1.1.1.3 Densidad de Corriente Critica

Como ya se habia mencionado, los primeros investigadores de la
superconductividad descubrieron que al conducir cierto valor de corriente en un
espécimen en estado superconductor, este perdia el estado de superconduccién y se
originaba resistencia eléctrica. De igual manera, ya se habia indicado que existen dos
tipos de corrientes superficiales en un superconductor, las de transporte y las de
apantallamiento. Estas dos corrientes obedecen el principio de superposicion de
efectos, por lo que en general, la densidad de corriente que circula en la superficie de
un superconductor es:

J=J:+]u (1.5)

Si el valor de J sobrepasa el valor de la densidad de corriente critica Jc,
entonces se esperaria que exista un cambio de fase en el superconductor hacia un
estado de conduccion normal. De la misma forma que se mostré que el valor del
campo critico depende de la temperatura, la densidad de corriente critica también se
relaciona con esta variable termodinamica. La expresion fue desarrollada por Onnes y
es la siguiente:

L: {ﬂ}(T: - T}

Jo(T) =

(1.6)

La corriente critica estd asociada al campo critico Hc, por lo que esto ha
permitido plantear la siguiente hipdtesis general: un superconductor pierde su
resistencia nula cuando, en cualquier punto de su superficie, la intensidad total del
campo magnético producto de corrientes de transporte y a un campo aplicado, excede
el valor del campo critico Hc. Esta es conocida como la hipotesis de Silsbee (Dew-
Hughes, 2001) misma que ha sido corroborada experimentalmente. La corriente critica
no es una propiedad intrinseca del material, sino que por el contrario, ademas de su
dependencia de la temperatura, depende de sus dimensiones (Dew-Hughes, 2001). En
ausencia, o en el caso de un campo magnético débil, la corriente critica puede llegar a
ser alta, por ejemplo, en un cable de 1mm de diametro de Plomo enfriado a 4.2 K el
campo critico puede llegar a ser de 550 gauss, y la corriente critica puede llegar a ser
de hasta 140A (Rose-Innes & Rhoderick, 1978). Por otro lado, la forma en la que
disminuye la densidad de corriente por causa de un campo magnético externo puede
ser comprendida a través del siguiente ejemplo: Considérese un cable de longitud
infinita que se somete a un campo magnético externo Ha paralelo a su eje. Por el cable
se hace pasar corriente; y como resultado de ello un campo magnético. Como los
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campos magnéticos obedecen el principio de superposicion se concluye que el campo
magneético total en la superficie del cable es:

I

H2=H2+(—) 1.7
2 o (1.7)

El valor de Hc se vincula con Ic utilizando (1.7) por:

H2=H + ( ke )2 (1.8)

2ma

La expresion (1.8) representa una elipse, y como Hc es constante para una
determinada temperatura, esta expresion indica la variacion de Ic con Ha. En el caso
de que el campo magnético aplicado sea perpendicular al eje del cable, la densidad de
flujo magnético total no es uniforme sobre la superficie del cable. Esto se debe a que
en una parte las densidades se suman y en otras se restan. Es este caso el campo
magneético total es:

I
H=2H, +— 1.9

Siguiendo la hipétesis de Silsbee, la corriente critica se relaciona con Hc por
medio de (1.9) de la manera siguiente:

c

2ma

H,=2H, + (1.10)

En este caso la variacién de Ic con Ha es evidentemente lineal.

1.2 Teoria Macroscopica del Origen de la Superconductividad

1.2.1 Modelo Ginzburg-Landau de la Superconductividad (Modelo GL)

Como ya se comentd, el estado superconductor es considerado,
termodindmicamente, como un estado de la materia. EIl estado metalico normal y el
superconductor son dos fases diferentes en una manera analoga a lo que acontece con
la fase solida, liquida y gaseosa. Cada una de estas transiciones de fase puede ser
caracterizada por la aparicion de singularidades en diversas variables termodinamicas
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tales como el calor especifico, cuando se alcanza cierta temperatura critica Tc. Es por
ello que el fendmeno de superconductividad puede ser comprendido por medio del
estudio termodindmico de las transiciones de fase. EI modelo de Ginzburg-Landau
(GL) considera la superconductividad justamente desde este punto de vista.

La teoria GL, originalmente fue considerada como una teoria fenomenologica.
Sin embargo, (Gor'kov, 1959) demostré que la misma puede ser derivada de la teoria
BCS al considerar un caso limite, el cual es normalmente cercano a la temperatura
critica , por lo que la teoria GL es valida cerca de esta temperatura. Adicionalmente,
el modelo desarrollado considera al medio como is6tropo y homogéneo. De la misma
manera, la teoria, a pesar de ser concebida como una teoria de campo medio aplicada a
un estado termodindmico, ha mostrado ser precisa mas alla de esta limitacion, dando
origen, tal como se veréa al final de este capitulo, a la aparicion del fendmeno de los
vortices de Abrikosov en superconductores del tipo Il (Annett, Superconductivity,
Superfluids and Condensates, 2004).

Antes de proseguir, es importante considerar algunos conceptos de la
termodinamica que se aplica a la transicion de fase del estado superconductor, por lo
que a continuacion se revisaran estos conceptos.

1.2.1.1 La Energia de Condensacién

Se recordara de la teoria termodinamica, la grafica de fases entre el estado
s6lido, liquido y gaseoso, que se deriva de la ecuacién de estado de van del Waals. En
este diagrama son tres las variables necesarias para describir macroscépicamente el
sistema, a saber, la presion P, el volumen V y la temperatura T. En directa analogia, la
transicion a la fase de superconductor puede ser descrita con un diagrama de
transicion, en el cual, sin embargo, las variables de estado de relacionadas son el
campo magnético H y la magnetizacion M (Annett, Superconductivity, Superfluids
and Condensates., 2004).

Si consideramos un cilindro de longitud infinita dentro de un campo
magnético perpendicular a su superficie generado por una bobina, entonces, el campo
en el interior del cilindro es:

N -

.
H=_1lk (1.11)
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Al considerar la primera ley de la termodindmica, el trabajo dW necesario
para incremental la corriente una cantidad infinitesimal dl es:

dW = +u V(HdM + HdH ) (1.12)

La ecuacion (1.12) implica que el trabajo total necesario para incrementar la
corriente infinitesimalmente se puede dividir en dos partes. La primera parte u, HdM

es el trabajo magnético realizado sobre la muestra por unidad de volumen. La segunda
parte i HdH es el trabajo que se realizaria incluso si no existiese muestra dentro de la

bobina, es decir, es el trabajo realizado por auto inductancia de la bobina. Por
convencion, este trabajo no se incluye de donde el trabajo realizado sobre la muestra
es Unicamente el primer término (Annett, Superconductivity, Superfluids and
Condensates., 2004).

Con esta Ultima consideracion es posible escribir la primera ley de la
termodinamica de la siguiente manera:

dU = TdS + p VHdM (113)

Se observa, por analogia, que el trabajo del campo magnético es similar al
trabajo de la presion sobre un gas, es decir -PdV. De la misma manera, como en teoria
de gases, la energia interna U es funcién de la entropia y el volumen U(S, V). Algo
similar ocurre para el caso magnético, donde la energia interna es considerada funcién
de la entropia y la magnetizacion U(S, M) (Callen, 1985). De ello se deduce,
aplicando los conceptos de teoria termodinamica, que:

au

T=— 1.14
s (1.14)

-~ 1 aU

H= — (1.15)
uVaM

A pesar de que las expresiones (1.14) y (1.15) son fisica y matematicamente
correctas, las variables que en ellas aparecen, tales como la entropia y la
magnetizaciéon no son Utiles desde un punto de vista practico. Es por lo tanto
conveniente utilizar otras variables que sean las que se puedan controlar de manera
directa, tales como la temperatura T y el campo H. Es por ello, que al aplicar la teoria
de transformaciones de Legendre a la energia interna, se hallan funciones de estado
tales como la energia libre de Helmholtz F y de Gibbs G:



30

F(T,M)=U—TS (1.16)
GT,H)=U—-TS—pu VH.M (1.17)

De estas dos transformaciones, es evidente que las mas til para estudiar el
estado superconductor resulta ser la energia libre de Gibss (1.17) que es funcion de las
variables T y H. A partir de (1.17) es posible calcular la diferencia de energia libre
entre dos estados, que para el presente caso, serian el estado normal y el
superconductor. Considérese por ejemplo el diagrama de fase H-T para un
superconductor tipo | Fig.1.1:

(T:H)

(Fr; o

T. T

Fig. 1.1Diagrama H-T Superconductor Tipo I.

Considerando el efecto Meissner, se puede calcular la diferencia de energia
libre de Gibbs en el estado superconductor entre dos puntos de la grafica H-T, de la
siguiente manera (Rose-Innes & Rhoderick, 1978):

-
&

H,
G.(T,H.)— G.(T,0) = u,V 2‘ (1.18)

Al igual que ocurre en el diagrama de fase de liquido a gas, por ejemplo, es
posible hallar una frontera en la cual ambos estados coexisten en equilibrio. En el caso
del diagrama para un superconductor tipo I, esta frontera es la curva de Hc. En cada
uno de estos puntos el estado normal y el superconductor se encuentran en equilibrio
termodinamico. Esto quiere decir que su energia interna es la misma, lo que en
términos de la energia libre de Gibss significa que el valor de G en el estado
superconductor y en el estado normal es el mismo.

Ahora, si suponemos que el estado normal se hubiese mantenido por debajo
de Hc hasta un valor de campo nulo (es decir, suponiendo que no existiese el estado
superconductor), entonces se tendria que:
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G(T,0) = Gu(T,0) = —pV—- (1.19)

La expresion (1.19) indica que el estado superconductor posee una energia
libre de Gibbs inferior al estado normal. Ya que la naturaleza tiende a buscar el estado
de menor energia, esto no hace mas que demostrar que la fase de superconduccion es
mas estable que la normal, por lo que es un estado estable de la materia.

. HS: . L,
La cantidad y,V— recibe el nombre de energia de condensacién. Como se

puede concluir de la formula (1.19), esta cantidad es una medida de la ganancia de
energia libre por unidad de volumen en el estado superconductor comparada con el
estado normal a la misma temperatura. La formacién de los vortices ocurre cuando
esta energia es negativa y es lo que ocurre en los superconductores tipo Il.

1.2.1.2 Orden de la Fase de Transicion.

Hasta aqui se ha mencionado varias veces el término fase de primer y segundo
orden y su relacion con la superconduccion. Es por ello conveniente tratar este asunto
desde el punto de vista termodindmico para comprender a gque se refiere exactamente.
Justamente esto es lo que se pretende abordar brevemente en este numeral. Se define
como orden de transicion de fase al orden de la menor derivada de G que presenta una
discontinuidad al cruzar la curva de coexistencia de fases (Rose-Innes & Rhoderick,
1978).Si se observa un diagrama tipico de van der Wals del cambio de fase solido-
liquido-gaseoso se aprecia que en el cambio de fase existe una discontinuidad en la
curva de frontera. Este cambio abrupto en el comportamiento se conoce como
transicion de fase de primer orden. La razon de este nombre se debe a que
matemdticamente  la funcion de Gibbs, es continua pero no diferenciable,
especificamente en su primera derivada, ya que la pendiente de la curva antes de un
punto es diferente a la pendiente posterior al punto. Fisicamente, esto implica que el
cambio de fase viene acompafiado de un cambio en el volumen y la entropia.

Queda claro entonces que una discontinuidad en la primera derivada de G,
implica cambios repentinos en el volumen V y en la entropia S del sistema.
Adicionalmente, partiendo de la entropia es posible definir una cantidad que se
conoce como calor latente. El calor latente es una medida de la energia absorbida o
emitida durante el cambio de fase y se expresa mediante:
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AQ, =T,(5—51) (1.20)

Dado que en las transiciones de primer orden la entropia es discontinua, la
existencia de un valor finito de calor latente se puede también utilizar como definicion
de una transicion de primer orden. Por otro lado, el estado superconductor, cuando no
se aplica campo magnético, representa un ejemplo de una transicién de fase de
segundo orden. Es posible demostrar (Annett, Superconductivity, Superfluids and
Condensates., 2004) que en el caso de que se apliqgue un campo magnético la
transicion es de primer orden, ya que existe un valor finito distinto de cero para el
calor latente. Sin embargo, en general, se considera a la superconductividad como una
cambio de fase de segundo orden. EI nombre implica por lo tanto que las segundas
derivadas de la energia libre de Gibbs presentan discontinuidades.

En este caso, los parametros como el volumen y la entropia de la muestra no
cambian drasticamente en la transicion, ya que es Unicamente la segunda derivada la
que presenta discontinuidades, mas no la primera derivada. De hecho, como se habia
mencionado, es posible demostrar que en el caso de superconductores tipo | el calor
latente en nulo, por lo que la entropia no varia en el cambio de fase. Lo mismo ocurre
con el volumen de la muestra que no sufre variacidn a temperatura constante.

1.2.1.3 Modelo Ginzburg Landau (modelo GL) de la Transicion de Fase

El modelo GL para explicar la superconductividad esta basado en la teoria de
Landau sobre transiciones de fase de segundo orden. Landau habia observado que
transiciones de este tipo, tales como la temperatura de Curie en materiales ferro
magnéticos, involucran algin cambio en la simetria del sistema. En su teoria, Landau
caracteriza estos cambios de transicion mediante lo que se denomina parametro de
orden. Este parametro es nulo por encima de la temperatura critica o en el estado de
menor orden y no nulo por debajo de la misma. En general no existe una
interpretacion fisica directa de lo que representa el parametro de orden, por lo que su
eleccion esta sujeta a las ecuaciones y restricciones matematicas que lo definen y
luego podria ser definido fisicamente. Por ejemplo, en el caso de un magneto, un
adecuado pardmetro de orden es normalmente la magnetizacién M. Esto se debe a que
por encima de la temperatura de Curie, en este caso Tc, su valor es nulo ya que es un
estado desordenado en el cual los atomos apuntan en diversas direcciones. Sin
embargo, bajo Tc su valor es distinto de cero.
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En el modelo GL de la superconductividad se utiliza también un pardmetro
de orden, representado comunmente por la letra griega ¥, para estudiar la fase
superconductora. Sin embargo, a diferencia que en el caso de la magnetizacion, el
parametro W no posee un significado fisico directo. Sino que més bien, viene a ser un
simil a la funcion de onda en mecénica cuantica, de tal forma que se considera que ¥
caracteriza el estado del sistema. Adicionalmente, el modelo GL postula que el
parametro de orden debe ser un nimero complejo. Fue gracias a la teoria BCS que
Gor'kov demostrd que la representacion fisica de ¥, se relaciona con la densidad del
nimero de pares de Cooper (Cooper, 1956) presentes en la muestra (Tinkham,
Introduction to Superconductivity, 1996), mediante:

ng = ¥ (1.21)

El parametro de orden se considera ademas que es funcion de la temperatura
T. GL postulan ademas que la energia libre del sistema debe depender de este
parametro. Como la energia es de valor real y el parametro es complejo, entonces la
dependencia se presenta a través del médulo|*|. Esto es valido ya sea para la energia

libre de Gibbs G o la de Hemlhotz F. De la definicion del parametro de orden se tiene
gue a la temperatura critica Tc su valor es cero. Esto se debe a que este es el punto en
el cual empiezan a formarse los pares de Cooper. GL utilizaron esta propiedad en Tc
para expandir la energia libre de Helmholtz en serie de Taylor alrededor de esta
temperatura. Especificamente, utilizaron la densidad de energia libre (f=F/V) tal que
su expansion resulta:

f(TL=f(T}n+a(ﬂ|‘}'lz+?l‘{'l“+--- (1.22)

Dada la naturaleza de la teoria GL, que se basa mayormente en hechos
experimentales, los términos impares en ¥ no se consideran en la densidad de energia
libre ya que no producen una funcion de energia adecuada a los criterios
fenomenoldgicos, ademas de que su eliminacion se relaciona con criterios necesarios
de simetria que es esencial en la teoria de transicion de fases de segundo orden
(Callen, 1985). Por otra parte existen dos parametros fenomenolégicos dependientes
de la temperatura en (1.22) a(T) y b(T). Estos parametros deben cumplir con ciertas
caracteristicas tales como ser continuos y diferenciables. Ademas, sabemos que la
energia libre (o la densidad de energia) debe poseer un minimo cuando ¥=0 en el
estado normal tal que garantice la estabilidad del estado. La existencia de dicho
minimo es posible Unicamente si b(T) es siempre positivo para todo T. En el caso de
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ser negativo (1.22) no seria fisicamente correcto. Por otro lado el parametro a(T)
puede ser positivo o negativo.

El modelo GL considera que por encima de la temperatura critica Tc, el Unico
estado estable es el normal, es decir donde el pardmetro de orden se anula. Sin
embargo, cuando el signo de a(T) es negativo, existe mas de un minimo; y en valores
de W distintos de cero. Asi, en el modelo GL se considera ademas que, conforme la
temperatura decrece, el valor de a(T) también lo hace de manera continua. Existe un
punto en el cual su valor es nulo, y posteriormente negativo. De esta manera, la
temperatura que anula a(T) es la temperatura critica Tc, y el estado donde el pardmetro
a(T) es negativo y ¥ = 0 se considera el estado superconductor.

Uno de los objetivos del estudio de la superconductividad a través del modelo
GL es, como se habrd notado, el calcular el pardmetro de orden. El parametro de
orden, en general, no tiene porque ser uniforme en todo el volumen de la muestra, sino
que puede llegar a depender de la posicion 7. El modelo GL postula que la forma
general de la densidad de energia libre es igual a la presentada en (1.22) mas un
término adicional:

b(

£, = FDu+a@e@R+ XD @1+ L v 23)

En (1.23) m* representa la masa del par de Cooper, que es 2 veces la masa del
electrén, es decir m*=2m,. Si se considera ¥ independiente de rentonces es posible
reducir (1.23) a (1.22). Hallar el parametro de orden en este Gltimo caso ya no es tan
simple. Sin embargo, ¥ debe ser tal que minimice la funcion de energia libre F (0 G):

F(T)s = F(T)x +j(a(T}I‘P(*}I +—— o) |w(*}|4+—|wﬁ’)| )drﬂ (1.24)

La derivacion formal utiliza el procedimiento variacional de funcionales
(Annett, Superconductivity, Superfluids and Condensates., 2004) con el objetivo de
hallar la funcion ¥ que minimice el funcional F. Asi, es comdn considerar F como un
funcional de P, es decir F[¥]. Aplicando técnicas variacionales a (1.24) se obtiene:

2)=10 (1.25)
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La ecuacion (1.25) es la condicidn sobre ¥ que minimiza a F. Asi mismo esta
es la primera ecuaciéon general del modelo GL y se aplica en ausencia de campo
magnético. Al comparar la ecuacién (1.25) con la ecuacién de Schrodinger se observa
que es similar, a excepcidn del término no lineal correspondiente al paréntesis. Esta
diferencia implica que al utilizar (1.25) no es posible aplicar el principio de
superposicion.

Un parametro importante en la teoria GL es la denominada longitud de
coherencia & Su expresion se halla el encontrar la solucion para el caso
unidimensional en (1.25) a través de los métodos convencionales de ecuaciones
diferenciales.

ﬁ!
5T = (m) (1.26)

RIS

Esta cantidad, que tiene dimension de longitud, es la longitud de coherencia de
Ginzburg-Landau. Su significado fisico se relaciona con la distancia, desde la
superficie de la muestra, donde el pardmetro de orden adquiere un valor constante en
el volumen ¥, (Tinkham, Introduction to Superconductivity, 1996). Es decir, se

relaciona de cierta manera con la variacion del pardmetro de orden. Obsérvese que &
depende de la temperatura y del material.

Como se habia mencionado, (1.25) es la primera ecuacién del modelo GL. A
pesar de que es general, esta no incluye los efectos de la corriente y el campo
magnético aplicado. Una forma aln mas conveniente y generalizada de (1.25) se
desarrolla al considerar justamente el efecto del campo magnético, o mas
concretamente el vector potencial magnético A. Informalmente, la idea es utilizar un
concepto analogo de la mecéanica cuantica para introducir este nuevo factor. En
mecanica cuantica el operador que considera el vector potencial magnético sobre una
funcidén de onda de particulas cargadas es (Annett, Superconductivity, Superfluids and
Condensates., 2004):

fi =
?T-'r— gA (1.27)

GL postulan por lo tanto, que el modelo general de la energia libre,
considerando los efectos de un campo magnético, adquiere la forma siguiente:
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-
.
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h2 |(h
o (Tv+2e)w

f(Ts = f(T)n +a(DI¥12+ b(THP* + + o (1.28)

El valor de g en (1.27) se ha reemplazado por 2e en (1.28). Este hecho se debe
a que la carga de la corriente superconductora es debida al par de Cooper, que como
sabemos, se conforma de dos electrones de carga -e. Tomar a g como -2e 0 +2e no €s
relevante para el calculo ya que se obtienen los mismo resultados (Annett,
Superconductivity, Superfluids and Condensates., 2004). De igual forma que como se
realizé en el caso deducido en (1.25), es necesario hallar la expresion de la energia
libre total F. Para ello se debe integrar (1.28) sobre todo el volumen del espeumen
pero se debe adicionar la contribucién del campo magnético BE=VxA que se

extiende a todo el espacio. De ello, resulta que la energia total es:
i A N ST SN o W R S .
F[I':|3=F[Te|n+f(ﬂr|‘[-"| +§I’~FI +ﬁ|(flv+zeﬁf]w| ) dr +EJE d3r (1.29)

El problema, una vez planteada la ecuacion (1.29), se reduce a minimizar la
funcién F. La expresion que minimiza F en este caso resulta ser:

—;3(? %EA) YE) + ¥ +bE@D =0 (1.30)

Sin embargo, si se observa la expresion (1.29) existen dos variables sobre las
cuales se debe efectuar la minimizacion. La primera es W, de la cual se obtuvo (1.30) y

la otra es el potencial vectorial A. Esto implica que la condicién de minimo para F se
satisface a través de dos ecuaciones, (1.30) y la que se obtiene al derivar F respecto
deA que resulta ser la densidad de corriente superconductora J.:

e 1 + 1 —+
Jo =~ Re[¥*(~inV - 2eA)¥} = L VXVx4 ~Jwt = VxB ~Jexr (1.31)

o

Estas dos dltimas ecuaciones (1.30) y (1.31), en conjunto con las ecuaciones
del Maxwell definen el modelo de Ginzburg-Landau para la superconductividad. Dado
que la corriente se relaciona con el campo magnético a través de la ley de Ampere, el
problema GL se reduce a un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales en las

variables ¥y A
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Otro parametro, que en conjunto con &, involucra el modelo GL tiene que ver
con la longitud de penetracion de London A que ya se habia definido anteriormente.
Sin embargo, en el modelo GL adquiere una expresion que involucra parametros
diferentes, pero equivalente a la expresion (1.3):

[EIS

AT = (Zgoe:;ETi - T}) (1:32)

En la teoria GL se trabaja con un parametro adimensional (Tinkham,
Introduction to Superconductivity, 1996), que se define como:

K= AT (1.33)
£(T)

El modelo GL hasta aqui presentado se aplica de manera exitosa al caso
estatico, es decir independiente del tiempo. Sin embargo, (Gor'kov, 1959), introdujo el
termino temporal en las dos ecuaciones del modelo GL para considerar los efectos
dindmicos sobre el sistema. Gorkov demostrd que tales ecuaciones temporales eran
correctas al deducirlas dentro de la teoria BCS. EI modelo dependiente del tiempo es
denominado modelo TDGL por sus siglas en inglés (Time Dependent Ginzburg
Landau) y esta formado por el siguiente sistema de ecuaciones (Tang & Wang, 1995):

n (ﬂ+219 )‘P la|® + b[W|2w + ( ﬁv+ze.5f)zw—ﬂ (1.34)
om Dot T n ¢ “ m\ 1 ¢ = '

UKV XA—TVxE = -0 124 vo ]+ 2| 2 e e 4E:|1+f|=£1' 1.35
RURA-VRH="—"\5 T ‘P,)*T R L (1.35]

D es el coeficiente de difusion, ¢ la velocidad de la luz, H el campo aplicado y
o la conductividad eléctrica. Se observa que (1.34) y (1.35) se reducen a (1.30) y
(1.31) cuando no se considera el pardmetro tiempo. Sin embargo, al considerar el
tiempo y por ende cargas en movimiento aparece un término adicional en las dos
Gltimas ecuaciones que se relaciona con el campo eléctrico que estas cargas producen,
y este es ®. Este parametro es un potencial eléctrico, y forma una incognita mas del
problema. Al tener Unicamente dos ecuaciones, es necesario por lo tanto adicionar
condiciones extras al problema de tal forma que resulte solucionable. Estas nuevas
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condiciones se logran al elegir un gauge adecuado (Fleckinger-Pelle & Kaper, 1995).
Con ello, a las dos ecuaciones (1.34) y (1.35) se afiaden las condiciones de frontera e
iniciales siguientes (Tang & Wang, 1995):

divA = 0 en el dominio 0 (1.36)

A.7i = 0enla fronteradn (137)
UxAxn=Hxn endf (1.38)
aw

57 =0 en 90 (1.39)
(%,4)].cp=(¥.4,) en 0 (1.40)

En las anteriores condiciones, 1 es el vector normal a la frontera, H, woyA

son funciones conocidas y establecidas para el problema particular. Estas condiciones
junto con las ecuaciones (1.34) y (1.35) representan el modelo completo dependiente
del tiempo de Ginzburg-Landau. Las mismas condiciones son utilizadas para el caso
estacionario definido por (1.30) y (1.31). Por Gltimo es importante volver a mencionar
lo que ya se habia dicho en parrafos anteriores, el modelo GL es valido cerca de Tc y
ademas para medios is6tropos y homogéneos. Existen modificaciones que se deben
incluir en el modelo GL para considerar efectos anisotropicos (Deang, 1997) pero que
para el presente trabajo no se estudiaran.

1.3 Vortices de Abrikosov

Una de las consecuencias mas interesantes, tanto desde el punto de vista
tedrico, como préactico que surgen de las ecuaciones estacionarias del modelo GL es la
existencia de lo que se conoce como los vortices de Abrikosov. Descubiertos en 1957
por el fisico ruso Alexander Abrikosov, este fendmeno se presenta en los conductores
tipo I1(Abrikosov A. A., 1957), es decir aquellos con densidad de energia negativa.
Los conductores tipo | son aquellos en los cuales el campo magnético dentro del
conductor permanece nulo, hasta que repentinamente, en un valor de campo mayor a
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Hc, el valor del campo dentro del material cambia bruscamente a un valor finito
distinto de cero. Los superconductores tipo Il, por el contrario, no presentan un
cambio de campo magnético de forma brusca, sino que més bien este cambio ocurre
de manera continua. Para este tipo de materiales existen dos valores del campo
magnético que se consideran criticos, Hc; y Hc,. Para valores pequefios del campo
magnético aplicado, H< Hc;,, en el interior del material ain se presenta el efecto
Meissner. Conforme el campo aumenta y sobrepasa Hc;, comienza a existir campo
magnético en el interior del material que se incrementa de manera gradual conforme
aumenta H, hasta que el alcanzar Hc,, el efecto superconductor se destruye y el
material se convierte en un conductor normal.

Una caracteristica interesante del ingreso del flujo magnético en los
superconductores tipo IlI, es que se presenta a través de vortices Fig.1.3.
Adicionalmente, el flujo de campo magnético que se presenta en cada uno de los
vOrtices esta cuantificado (Puri & Babbar, 1997). El valor de este flujo cuantico es un

- . ., h
multiplo entero del cuanto de magnetizacion ®, = —.

2=

Fig. 1.2Vortices de Abrikosov Superconductor Tipo I1.

1.3.1 Origen de los Vortices de Abrikosov

Hasta el momento se ha visto que en los superconductores tipo Il existe paso
del flujo magnético cuando el campo aplicado es de magnitud comprendida entre Hc,
y Hc,. Se sabe ademas, que el flujo magnético producto de la corriente de los pares de
Cooper esta cuantizado (Puri & Babbar, 1997).La deduccién completa sobre el origen
de los vortices se halla en el trabajo original de Abrikosov (Abrikosov A. A., 1957).
Sin embargo, a continuacion se presenta un breve resumen de los principales
conceptos utilizados en su desarrollo. Se parte con la observacion de que, cerca de
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Hc.el pardmetro de orden debe ser de una magnitud muy pequefia, ya que es en este
punto critico donde se produce el paso, gradual en el caso de superconductores tipo I,
al estado normal. Esto implica ademéas que la magnetizacién M puede ser despreciada,
de donde, una buena aproximacién para el campo magnético seria:

BE=up,H (1.41)

Por otro lado, cerca de Hc2, las variaciones en el campo son despreciables, asi
gue se puede considerar que el campo es constante:

B =(0,058) (1.42)

En (1.42) se ha considerado que el campo actda en la direccion del eje z; sin
embargo, esta eleccion es arbitraria ya que el resultado final es el mimo cualquiera sea
la eleccion. La deduccion de Abrikosov sugiere que es conveniente expresar el vector

potencial;i , en funcion del gauge de Landau, es decir:
A = (0,xB,0) (1.43)

Con estas consideraciones, la ecuacién (1.30) del modelo GL se puede escribir como:

(1425 (v + 2 5 )o@ + ¥ D@ BEOR =0 (149)

Como ya se habia mencionado, el valor del pardmetro de orden es muy
pequefio cerca de Hc,, por lo que en (1.44) los términos de orden cubico pueden ser
despreciados. De esta manera, desarrollando el cuadrado de (1.44) resulta:

i ( ,, 4eiB 8 (2eB)?

YR xﬂ)‘{'{F}+‘P(F}a=ﬂ (1.45)

2m*

En el material, en el estado superconductor, los pares de Cooper circulan en
trayectorias circulares, en un simil a una particula cargada que ingresa perpendicular
en un campo magnético constante. De ello, Abrikosov utiliza la frecuencia

ciclotrénica para reemplazar B en (1.45), de donde:
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[ 8 mfw?,
— Ve + hogix— —

5 2 xz)‘*"(?} =¥(P)lal (1.46)

La ecuacién (1.46) es similar a la ecuacion de Schrédinger para la funcion de
onda de una particular cargada en un campo magnético. Esta ecuacion tiene una
solucion conocida como los niveles de Landau (Annett, Superconductivity,
Superfluids and Condensates., 2004) y la ecuacion de la funcién de onda es de la
forma:

1{.(;} — Eilf_k}.}'+kzz,'|f(x} (14‘?}

En (1.47) no se conoce la funcion f(x). Para hallar dicha funcion se reemplaza
(1.47) en (1.46), se completa el cuadrado entre paréntesis y luego de algunas
simplificaciones se obtiene la siguiente ecuacion:

h! d!f N msmﬂc
2m*dx? 2

ﬂ hlk?,
(x —x,)%f = (Ial R )f (1.48)

hiy

El termino X, es equivalente a — y surge al completar el cuadrado en

g
(1.46). La ecuacién (1.48) es una ecuacién del tipo Schrodinger que representa un
oscilador arménico simple (Tinkham, Introduction to Superconductivity, 1996), con la
diferencia de que el origen ha sido cambiado al punto x,. Como se observa, el término
entre paréntesis de la derecha es la energia del oscilador, que como sabemos tiene la
forma:

k%,
2m*

(n +%)hmc = la] — (149)

Considerando la aproximacion sobre a expuesta en numerales anteriores,
(1.49) resulta:

1 h2k? _
(n +§)hmc+ Zm:‘= al(T.—T) (1.50)

Recuérdese que Tc es la temperatura critica de un material que no esta
sometido a un campo magnético. La solucién a la menor energia posible se obtiene
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cuando n=Kz=0. Esto permite hallar el valor de Tc cuando el cuerpo estd sometido a
un campo externo H constante:

2efiu,
2dm*

(5)hoe= 4@ -T.ED = T.0D=T.0)--cH (151)

Alternativamente, si se inicia con un campo magnético por encima de Hc, y se
lo reduce gradualmente, manteniendo la temperatura constante, de (1.51) y w.se

deduce que:
_2ma(T.-T)h @,
2 hZ 2e  2m&(T)2

UoHo =B, (1.52}

Esta dltima expresion nos indica que el flujo magnético en Hc, esta
cuantizado. Ademas, existe un solo cuanto de flujo (una sola linea de vortice) por
unidad de area 2m#(T)2. Es posible ademas, hallar Hc, en funcion del campo Hc de

un superconductor tipo I:

¢'o Hc!
H = (T.—-T) = ——=—
(u b)z 2wV 2EA Ky 2

=/2kH, (1.53)

= ch

En funcién de (1.53), Abrikosov clasificé los superconductores en tipo | y 1l
tal como ya se habia explicado anteriormente. Cuando k = i_ entonces se tiene un
WL

superconductor tipo Il. En el caso complementario de k, se obtendria un
superconductor tipo I. Hasta aqui se ha mostrado que la teoria de Abrikosov a
permitido hallar Hc,. Sin embargo, el objetivo es hallar el parametro de orden en
valores de campo menores que Hc. En general, la idea es resolver la ecuacién no
lineal (1.44). Esto es complejo de realizarlo analiticamente, pero Abrikosov realiz6 la
brillante observacion (Annett, Superconductivity, Superfluids and Condensates., 2004)
de que, basado en la solucién de la ecuacién lineal (1.46) solo las soluciones n=kz=0
que representa las soluciones del estado fundamental de un oscilador armoénico son
significativas, Asi, (1.47) implica que:

::::—::D:l:'-

w(7) = etk P (154)

En (1.54) se tienen infinitos estados degenerados, ya que ky puede tomar
cualquier valor. Abrikosov, para dar solucién al problema, asumié que es posible
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combinar las infinitas soluciones en una red periodica. Asi, buscando una solucion que
sea periddica en y, que presenta un periodo de red ly, entonces los valores de ky se
restringen a:

2
y = E—n (1.55)
¥

k
De esta forma, la solucién general con periodicidad en y para el pardmetro de
orden resulta ser:

{2y (1)~
w(7) = Z C, ell2mily) g T Fm (1.56)

fn=—00,00

f

El valor de X, en (1.56) se puede reemplazar con el de —mti" y tomando en
c

cuenta (1.55), (1.56) se escribe como:

o i _M
w(r) = Z fnerl._mn:m}.]e el -

fn=—00,00

Para generalizar la periodicidad en x, Abrikosov observd que es posible
hacerlo al asegurar que los coeficientes cumplan que:

Cn+v = Cn (158}

El valor de v es siempre entero. Bajo este supuesto la periodicidad en x hallada
por Abrikosov toma la forma:

!

l.=v
® Bl,

(1.59)

Abrikosov estudio el caso con v=1 que corresponde a una red cuadrada. De la
solucidn obtenida comprobd que el parametro de orden se anula en un punto de cada
celda unidad, y que ademas existe un cuanto de flujo por celda. Esto demostro que la
solucion (1.57) genera una red de vortices periodicos. En aquellos puntos donde el
parametro de orden se anula, el campo penetra con su valor maximo correspondiente
al valor de H aplicado (Abrikosov A. A., 1957). A este estado donde coexisten el
superconductor y el estado normal, se lo denomina estado mixto. Se debe haber
observado en la deduccion que el didmetro de un vortice se relaciona directamente con
el valor de &. Es importante mencionar que la red de vortices se presenta Gnicamente
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en una muestra ideal, que entre varias condiciones debe ser infinita de tal forma que
los efectos de la frontera no tengan influencia sobre la formacion de los vértices. En
los casos reales, es decir, muestras finitas y en general anisétropas no homogeéneas, los
vortices existen pero no forman una red perfecta. Se puede verificar, y esto se
observara en las simulaciones del capitulo 11, que el tamafio de la muestra tiene gran
influencia sobre la formacion de los vortices; tanto mas notorio mientras mas pequefia
es la muestra.
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CAPITULO II

2 IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO
GINZBURG-LANDAU

2.1 Formulacién Débil del Modelo Ginzburg-Landau

El modelo GL, tal como se expuso en el capitulo anterior, representa la
formulacion fuerte del problema. Esta formulacién, en general, es compleja de
resolver y no siempre es posible realizarlo analiticamente. De ello surge la necesidad
de utilizar técnicas numéricas para su resolucién. Entre las diversas técnicas que se
pueden estudiar, las mas comin y de uso en diversos campos de la ciencia y la
ingenieria, es sin lugar a duda el método de los elementos finitos (MEF). Como se
conoce, el MEF consiste en discretizar el dominio sobre el cual se busca la/s
solucion/es de la/s ecuacion/es diferencial/fes.  Posteriormente se utiliza una
aproximacion a la solucion por medio de funciones de forma y al final se resuelve un
sistema de ecuaciones lineales ordinarias (Ofate, 1995).

Para iniciar la aplicacion del MEF al modelo GL, es practica comun, dadas las
ventajas de manipulacion que representa, utilizar un cambio de variables que
normalice o escale matematicamente las ecuaciones del modelo GL, de tal forma que
no se tome en cuenta las unidades de cada uno de sus parametros. El detalle del
escalado de las dos ecuaciones que conforman el modelo se presenta en varios
trabajos, como por ejemplo en (Tang & Wang, 1995). El primer paso es definir los
siguientes parametros:
lal

” @
|1'P|p|‘ = F




E=¢T) = : (21)
(2m,lal)z
A
K=—
£
_%mﬂ
T]' - Cg
=D

Obsérvese que Hc, y en general H, tienen unidades de densidad de flujo
magneético, es decir del campo B, sin embargo es practicamente comin en casi toda la
literatura sobre el tema representarlo con la letra H. Comentado esto no habré lugar en
lo que sigue confusion respecto de si se trata de densidad de flujo magnético o
intensidad. Adicionalmente, se consideran los siguientes cambios de variables, donde
aquellas con representadas con primas son adimensonales:

x=Ax'

t=1t'

W=y, g

A =2H 24 (2.2)
c

H =+2H H'

De esta manera, los parametros introducidos en (2.1) sirven para escalar
longitudes (L), campos (+2H_.) donde el radical se incluye por conveniencia,

corrientes (ﬂjf;}, potencial magnético (viHC}L} y el pardmetro de Orde”((lbil)‘} (

(Du, Gunzburger, & Peterson, Analysis and Approxiation of the Ginzburg-Landau
Model of Superconductivity, 1992). El siguiente paso es utilizar los cambios de
variable (2.2) en conjunto con las ecuaciones del modelo GL (1.30) y (1.31). Al
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realizar los reemplazos respectivos, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
escaladas del modelo GL para el caso estacionario (Tinkham, Introduction to
Superconductivity, 1996):

i -2 .
(—;?—A) oW P2P=0 (2.3)
2 i o —
T-"XT-"KA=—E('{'*W—TW*}—|T|‘A+?XH (2.4)

Las condiciones de frontera también deben ser normalizadas, resultando para
el caso estacionario:

i .
(;w+ .»i’?).n:ﬂ en a0 (2.5)

en 80 (2.6)

=11

VxAxn=Hx

Una vez que se ha normalizado el modelo GL, el siguiente paso hacia el MEF
es formular las ecuaciones (2.3), (2.4), (2.5) y (2.6) en formulaciéon débil. Para
hacerlo, el método mas utilizado en elementos finitos es el Método de los Residuos
Ponderados de Garlekin MRPG (Daryl, 2007).

2.1.1 Formulacién Débil del Modelo Estacionario GL

A continuacion se aplicara el método de Garlekin al modelo estacionario GL
normalizado. Para empezar debemos notar ciertas caracteristicas del problema que nos
compete. Lo primero es que se trata de dos ecuaciones diferenciales parciales
acopladas del tipo elipticas, donde existen dos incdgnitas a resolver,'¥ y A La primera
de ellas, es generalmente un nidmero complejo, mientras que la segunda es una
cantidad vectorial de componentes reales. El problema, por lo tanto, es complejo, ya
gue involucra un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden y
grado tres no lineal, donde las soluciones existen en dos espacios vectoriales distintos.
Esto ultimo implica que se deben definir formalmente los espacios vectoriales donde
existen las soluciones al problema.
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Por lo tanto el problema a ser resuelto se plantea de la siguiente manera:
considérese un dominio 2 = R*que es de tipo Lipschitz por lo que Q posee una
frontera &f1tipo Lipschitz (Chen, Elliott, & Tang, 1998).Por otro lado, HS(Q) designa

un espacio comun de Sovolev de funciones reales ( (Mu, 1997).
H=() = {u+vi/u,veH?,} es otro espacio de Sovolev definido para funciones

complejas, y H*{01) = [H=(1)]%esta definido para vectores con funciones como d

componentes, que corresponden a 2 o 3 para el caso bi o tridimensional
respectivamente. Si se considera la condicion de frontera (2.5) se requiere,
adicionalmente, un subespacio de H* (0 )definido

comoHZ () = {A/ AeH=(), 4.7 = 0} para definir la condicién de frontera. Con esta

notacion, la formulacion débil del modelo GL estacionario se reduce en hallar
(P, A)eH(0) x HL(Q) tal que:

i i _ . __ —
CV® + AP~V + AF) + ((|¥2— D®,F) = 0, vFeH1() (2.7)
K K
(v x A7 xE)+(|w?4.4) + {,}iﬁ (e —wrw), i) = (v xd),  vi eHlO) (28)
Con las condiciones iniciales para el caso temporal:
w(F0)=¥,, A0 =4, (29)

Este es el planteamiento débil del modelo donde las funciones P y A son las
funciones de prueba o peso del parametro de orden y vector potencial magnético
respectivamente. Debe recordarse, ademas, que los simbolos <> son integrales, tal
como lo define el producto interior de funciones (Maximenko, 2017).

2.2 Discretizacion Espacial del Modelo GL lineal:
Aproximacion de Garlekin.

Los casos mas interesantes de estudio son aquellos que se presentan al aplicar
un campo perpendicular a una muestra superconductora. Sin embargo, ya que la
resolucion numérica, del modelo GL es compleja, se requieren considerar
suposiciones que permitan resolver el modelo. Una de ellas consiste en estudiar una
aproximacion al modelo GL que se conoce como el modelo GL lineal (Tinkham,
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Introduction to Superconductivity, 1996). EI mismo se obtiene al despreciar los
términos no lineales en la ecuacién (1.30). Esta aproximacion se justifica Unicamente
cerca de la frontera del diagrama de fase H-T, es decir, cuando la muestra se encuentra
en un estado superconductor muy cercano al estado de conductor normal. Esto implica
que el pardmetro de orden es ligeramente diferente de cero, y por lo tanto su cuadrado
en (1.30) puede despreciarse. Obsérvese que similar suposicion fue realizada por
Abrikosov al inicio de su deduccion.

Por otro lado, existe una relacion entre la longitud de coherencia & y el
parametro a(T) del modelo GL tal que:

-

ﬁ;
2m*|al

£ = (2.10)

Haciendo uso de esta relacién, la ecuacion (1.30) del modelo estacionario GL se
reduce a:

( v Em)zw—w (2.11)
YT, T TR |

Una simplificacion adicional surge del hecho de que en (1.30) ﬁzﬁext ya que

cerca de la frontera de H-T, el campo magnético inducido puede ser ignorado, y por lo
tanto el potencial magnético en (2.11) corresponde a aquel del campo magnético
externo (Kim, Gunzburger, Peterson, & Hu., 2009). De esta manera, la segunda
ecuacion del modelo estacionario (1.31) se desacopla de la primera (Tinkham,
Introduction to Superconductivity, 1996). Por lo tanto el problema se reduce a hallar
primeramente un vector potencial magnético ;ique cumpla las condiciones de frontera,

y posteriormente hallar ¥ a partir de (2.11).

El esquema de MEF para el modelo lineal que se presentara a continuacion se
basa en las pautas presentadas en el trabajo de (Kim, Gunzburger, Peterson, & Hu.,
2009). EIl primer paso consiste en normalizar (2.11). Para ello se utilizan las
relaciones (2.2):

(=iV - KA) ¥ = n2w (2.12)

|r-.'|

(2.13)

=
&

2m — .
K :E*-.-ZHGA‘; n=

=]
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La condicién de frontera correspondiente (2.5) también se debe adimensionar,
resultando:

n(iV+KA)¥=0; V.A=0 (2.14)

El siguiente paso hacia MEF es representar la aproximacion del parametro de
orden ¥ y de la funcién de prueba F%en el espacio discreto a través de funciones de
forma base {¢;}'L, nodales:

wr=) g% Pr=) 67 (215)

Hecho esto, se utiliza el método de Garlekin (2.7), el cual al desarrollarlo, en
conjunto con (2.12), (2.13) y (2.15) resulta que en el dominio Q:

[A]¥=n[B]¥ (2.16)
Ul=(5 2) BI=(} o) @217)
Cy; = j(aai aaq:: + ;: afj +K|A| qbqu})dﬂ (2.18)
D;; = J K [(Ax% + A}.aaii) b; — (Ax% + A}.%)cpi] dn (2.19)
M;; = —qui ¢;d0 (2.20)

Se ha obtenido asi la forma discreta del modelo lineal GL. Para tratar con el
hecho de que ¥ consiste de una parte imaginaria y otra real, se ha seguido el método
propuesto en (Sehra, 2006) para facilitar la resolucion numérica. Para la simulacion se
han utilizado las funciones base mas simples para el caso 2D que consisten en
polinomios lineales de Lagrange correspondientes a una triangulacion del dominio.

Como se habia mencionado, para resolver ¥ se requiere conocer A. Este

campo vectorial requiere de un gauge adecuado, de manera que se defina ¥ y A
univocamente. El gauge comunmente utilizado requiere que la componente normal de
A en la frontera del dominio Q debe ser nula. Adicionalmente se considera que A4 este
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libre de divergencia en el dominio. Obsérvese que con el gauge escogido, la condicién
de frontera (2.12) se reduce a una condicién homogénea tipo Neumman (1.iV¥ = 0).
Esta condicion se ha considerado de manera natural al utilizar integracion por partes
en el MRPG para obtener (2.16).Por otra parte (Chibotaru, Ceulemans, Morelle,
Teniers, Carballeira, & Moshchalkov, 2005) deducen expresiones analiticas para
hallar A gue cumpla el gauge escogido. Sin embargo, a pesar de ser correctas, son de
dificil resolucion para geometrias distintas a la rectangular o triangular. Ademas,
poseen la limitacion de que el método es aplicable solo a figuras que presenten
simetria, tales como poligonos regulares. Sin embargo, (Kim, Gunzburger, Peterson,
& Hu., 2009) presentan un método general basado en métodos de optimizacion.

En esencia, el método es similar al de los multiplicadores de Lagrange para
hallar los extremos de una funcién bajo ciertas restricciones. Kim et al. (2009)
minimizan la energia magnética (2.21) sobre la muestra sujeta a las condiciones de
divergencia nula (gauge de London o Coulomb) en todo el dominio y componente
normal nula en la frontera:

=+ 2 = =
F= j [{?xﬂ — Hext) +sa(v.;1}2]dﬂ+ caj (A.7)2dT (2.21)
4] A

Los pardmetros so y co deben ser mayores a cero y se denomina parametros de
peso. Segun los autores del método, los valores 6ptimos de los pardmetros pueden ser
hallados ajustando el algoritmo para algunos poligonos regulares estandar, y entonces
se puede generalizar el método con esos valores para geometrias arbitrarias. Por otra

parte, para resolver F se utiliza MEF. Para ello, es necesario expresar 4 en funcion de
H N .
las funciones base {¢;};;:

axr= ed Ayt=) fid, (2.22)

Al reemplazar las expresiones anteriores en F y minimizando la funcion para
cada e; y fi, se obtiene un sistema de ecuaciones cuyas incognitas a resolver son
justamente e; y f;. Este sistema debe ser ensamblado globalmente siguiendo los pasos

comunes del MEF. Al final, se resuelve el sistema global, se halla4, y posteriormente
¥. Notese que el modelo lineal GL se reduce basicamente a un problema de
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autovalores generalizado donde el autovalor es 1 y los autovectores correspondientes
son V. El esquema aqui presentado, es el implementado en la resolucién numérica
para el presente trabajo. Una cuestién sumamente importante sobre el modelo GL
lineal que se debe indicar es que, dada la aproximacion realizada, este modelo es
sumamente Util para estudiar el efecto de la geometria de la muestra sobre la
formacion de los vortices. Asi que, en las simulaciones que se presentardn en el
siguiente capitulo, este es el efecto primordial que se estudiara al implementar el
modelo lineal.

2.3Discretizacion Espacio-Temporal del Modelo General GL.:
Linealizacion mediante el esquema Crank-Nicolson-Garlekin
(LCNG).

Si bien es de mucha utilidad el esquema lineal anterior por lo ya comentado,
es importante también conocer el comportamiento del modelo completo, sin
aproximaciones. Es por ello, que en este numeral se presenta un esquema que permite
realizar el estudio del modelo temporal general TDGL. Para ello, se considerara el
esquema propuesto por (Mu, A Linearized Crank-Nicolson-Garlekin Method for the
Ginzburg-Landau Model, 1997). El citado autor presenta un modelo para resolver las
ecuaciones (1.34) y (1.35), de tal forma que logra desacoplar las variables, a saber, el
parametro de orden y el vector potencial magnético. Finalmente, el modelo propuesto
por Mu se reduce a resolver un sistema de dos ecuaciones lineales. Se comprendera las
ventajas que esto acarrea; ya que el costo computacional se reduce relativamente si
consideramos otros métodos como por ejemplo el de Newton -Rapshon para resolver
sistema de ecuaciones acopladas no lineales.

Al igual que para el modelo lineal GL, los detalles del método de Mu pueden
ser hallados en su trabajo. Sin embargo, en sintesis, el método consiste en que, para
resolver el valor de cada variable, se requieren utilizar los valores respectivos de pasos
anteriores del calculo. Es por ello que, como se necesita conocer valores previos de las
variables, para iniciar el célculo se recomienda utilizar el método corrector-predictor
tal como lo sugiere Mu. El primer paso es utilizar el MRPG y conceptos de linealidad
para representar la formulacién débil del modelo GL (1.34) y (1.35) del tal forma que
se obtiene:
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- i — a— b P — 12 —
(690, F) + CVER + ARBR, V8, + ARE)+ (|92] - 1) 1,80 = 0(2.23)

(8,47, K, ) + (V x A%,V x Ap) + (|@r[ A2, 4,)

= (He,V x Ay — (- ((Fp) VEp —Fpv(@)) B (224)

En esta formulacion ya se ha considerado las condiciones de frontera y
gauges, es decir, gradiente del parametro de orden nulo y componente normal nula del
vector potencial en la frontera respectivamente. Asi, esta es basicamente la
formulacion lineal de Crank-Nicolson-Garlekin (LCNG) para el modelo TDGL
propuesta por Mu. El valor de la funcién U™(ya sea ™ o A™) es la variable buscada,
es decir el valor actual. Por otra parte obsérvese que en el modelo surgen tres
parametros producto de la discretizacion temporal, y de las aproximaciones lineales
realizadas, a saber, 8.Um = i(U” —un 1y, gn = %(U” -y,

- 3 1 7 S las .
Un=-un—t—-pm=2. Al reemplazar estas tres Ultimas expresiones y separar las

variables actuales "n" de las variables en un paso anterior "n-1" se llega a las
siguientes expresiones discretas (Mu, A Linearized Crank-Nicolson-Garlekin Method
for the Ginzburg-Landau Model, 1997):

Mu®" = Fy; MyA™=F, (2.25)

Para la ecuacion del parametro de orden se tiene:

cy =2 (227)
g _ 1[(1 fny 1 ; gin|

By =3 [(%?q&r}- + Aﬁqb}-é?qbi + qubi) + ({l‘}',?l - 1) b qbf}] (2.28)

Fy = (Cy — By )¥™ 1 (2.29)

Para el vector potencial:

C.z'_;l' _ qbz'i ‘Jt'_;l'

2.31
AT At (231)
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ij 1 qin|?
By = 3 [(? X 5,V X ;) + ((|‘*’r’f )% '?5‘&3] (2.32)
Fy=(Cy—B A" 14+ G, (2.33)
G = (e, x 00— (5(%) Vo~ #7v(%) ) ) (234)

De esta forma, estos dos modelos, lineal y general, han sido implementados en
Matlab a través de un codigo que hace uso del MEF. A continuacion se presentan las
simulaciones logradas a través de estos codigos. Se debe comentar por ultimo, que el
modelo general, tal como ha sido expuesto aqui, es aplicable para geometrias
tridimensionales tal como se verd mas adelante. Los cddigos desarrollados en este
trabajo se presentan en la seccién de anexos.

2.4 Discretizacion Espacio-Temporal del Modelo General GL.:
Linealizacion mediante el esquema Crank-Nicolson-Garlekin
Mixto (LCNGM).

El método de Mu (1997) presenta algunas desventajas segun los trabajos
recientes de varios autores. Por ejemplo, (Gao & Sun, 2016) utilizan en el desarrollo
de su metodo denominado LCNG Mixto (LCNGM) el gauge de Lorentz. Sugieren que
si bien el metodo de Mu es correcto en cuanto a resultados, el uso del gauge de
potenciaol electrico nulo lo vuleve lento computacionalmente. Por otro parte, varios
autores tales como (Gao, 2017), (Li & Zhang, 2015), (Gao & Sun, An efficient fully
linearized semi-implicit Garlekin-mixed FEM for the dynamical Ginzburg-Landau
equations of superonductivity, 2015) entre otros han propuesto distintos metodos
basados en la aproximacion utilizada por Mu (1997) para resolver de manera mas
eficiente computacionalmente el modelo GL temporal. Incluso autores como Gao
(2017), proponen un modelo lineal basado en el gauge de Lorentz a diferencia del
gauge de potencial electrico nulo utilizado por Mu.

Todos los métodos desarrollados por estos autores se basan ademas en la
misma forma de obtener al sistema lineal de ecuaciones; sin embargo, con la gran
ventaja de que no solo se desacoplan las dos variables A y ¥, sino que ademas se
generan dos ecuaciones adicionales que permiten hallar simultaneamente el potencial
eléctrico 0 y el campo magnético . Eso produce resultados mucho mas precisos en la
basqueda de estas dos Ultimas variables, ya que con el método de Mu, por ejemplo, se
requiere realizar una derivacion numérica sobre los valores hallados del vector
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potencial y el parametro de orden, lo que conlleva a que se obtengan resultados de 6 y
0 menos precisos debido a errores de aproximacién y ademas es mas costOSO

computacionalmente hablando.

A continuacién se presenta el método propuesto por Gao (2017, que es hasta
el momento el mas completo y versétil para resolver el modelo TDGL. La intencion
de presentar este método es que se realizaran simulaciones para comparar los
resultados y tiempos de computo entre el método LCNG de Mu con gauge temporal y
el LCNGM de Gao con gauge Lorentz. EI método trabaja sobre la segunda ecuacion
del modelo GL, donde se propone tomar el rotacional y la divergencia de esta

ecuacion para obtener el siguiente sistema lineal:

aw i z 2 _ _
2 tko¥ +(SV+A) ¥+ (IPR-1D)P =0

t

da i . — .
E_ﬂm_-l_ RE(ET-" K‘-I-'.T-""-I-'*)+ ¥ — AV x |¥|‘=—-AH,

ag i .. = "
E—ﬂnﬂ' + RE(E‘-P*E-I-') + |¥[“8 — A.div|¥|* =0

A i -
VI +Vx G+RE(E‘P*£-.‘-P)+ |®|2A=V x H,

Con este nuevo sistema, las condiciones de contorno e iniciales son:

i & = 3
(—W+A'{').n=ﬂ

K

o = He \ en @ x [0,T]
% _ .

ﬂ“’.l".l_ J

W(x,0) =¥, (x), o(x,00=Vx4,, 6(x0)=divd,(x), A(x,0) =4,

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Luego, al aplicar el método de Garlekin, y linealizar con el método de Crank-
Nicolson el sistema (2.35)-(2.39) se obtiene el siguiente sistema para ser resuelto
numéricamente:

(D Whwi) + — (VR Vwy) =i (k- =) (B Wi wy,) (2.42)
-3 Ggrvugton) - (B + o - 1) vton )

(D.o}, &)+ (Vop,ve, ) = — (Re (—li{v X wa 1 v(wg‘l}*), E,h)

(2.42)
—(Jwpope, ) + (Ao x Jwp e, - (aHz.8)
(D87, ) + (V65 Vx,) = (Re (5 (wp ™) .vwp~t), vy, ) (2.43)
—(lwe e, ) + (A7 9] wz [ )
(D) = (Ve ) = (Vx o v = (Re (1 (w2) v, v,
(2.44)
—(lwp~* A vs ) + (V< HE,v)
Con la ecuacion para el cambio temporal:
un — Un—l
DUt =————
: At (2.45)

Para la resolucién por el MEF, el sistema (2.41)-(2.45) anterior puede ser
escrito en forma matricial como:

t _
(Mw +FKT)‘P§ = b3t
(M, +tK )o? = b2 1 (2.46)
(Mg + tKg)e? = byt

(M)A, = b5
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El sistema (2.46) se resuelve al considerar un valor inicial para P, .»*I, 0,0y

luego calcular el correspondiente valor en el tiempo "n". Otra de las grandes ventajas
del método LCNGM radica en que no se requiere promediar los valores en dos
tiempos anteriores como ocurre en el método LCNG de Mu, sino Unicamente conocer
el valor de la variable en el paso anterior respectivo. Aln mas importante, las
matrices M y K del lado izquierdo de (2.46) se deben ensamblar una sola vez y no
para cada intervalo de tiempo, lo que implica evidentes ahorros computacionales.

Por otra parte, el interés en el presente trabajo radica en resolver el modelo GL
para conocer la variacion del parametro de orden, y por ende la vorticidad en el
dominio. Por ello, el sistema (2.46) puede ser reducido al siguiente sistema que

permite calcular inicamente las variables ¥ y A:

(A tvwr L wy)

1 i
(D, Wi wy) + F(?WEJ?‘Wh} =ik ({divﬁﬂ_l}‘-}'g_leh) —

+2 (AR W Vwy) - ((E’g‘lf +wptf - 1) wg‘l,wh)

(DA™ vy ) + (divAR, dive,) + (VX A2,V X vy) = — (Re (—i(wg‘l}*. wg‘l) vh)
k (2.47)

- (|wﬂ_1|zﬁﬂ_1ﬁrh) + (HEJ VX Vh}

Este ltimo sistema es el que se ha implementado en Matlab para realizar las
simulaciones y comparar la ventaja del método LCNGM de Gao con el método
LCNG de Mu. Esto también permitirda observar si existe alguna ventaja
computacional al utilizar gauges diferentes.
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CAPITULO I11

3 SIMULACION NUMERICAY
RESULTADOS.

En este capitulo se utiliza el modelo GL implementado a través del MEF en
un algoritmo desarrollado en Matlab para la simulacion de la formacidon de los vortices
de Abrikosov sobre varias geometrias. Todos los mallados, a no ser que se indique lo
contrario, han sido generados en el software libre Gmsh. Se inicia con los resultados
obtenidos con el modelo reducido lineal GL, luego se simulan los casos no
estacionarios TDGL 2D y 3D. Para los casos 2D se consideran secciones planas de
cilindros de longitud infinita 0 cuyo efecto del espesor es insignificante. Se han
utilizado en todas las simulaciones elementos lineales de Lagrange. Todas las
simulaciones fueron realizadas en una laptop Toshiba Satellite core i5.Se utilizd
Matlab R2012a.

3.1 Simulacion del Modelo Estacionario Lineal Ginzburg-
Landau sobre Superconductores Mesoscopicos 2D.

Como ya se habia mencionado, el interés principal en las siguientes
simulaciones aplicando el modelo lineal, es observar la influencia de la geometria de
la muestra sobre la configuracién de los vortices. Este efecto es tanto méas notorio
mientras mas pequefia sea la muestra. Desde el punto de vista practico, tienen gran
importancia las muestras superconductoras de pequefio tamafio, como por ejemplo en
la fabricacion de microchips. Por otro lado esto de pequefio tamafio es ambiguo, por lo
que es conveniente mencionar que, al decir pequefio 0 mesoscopico se esta hablando
de muestras menores a una micra, donde la longitud de penetracion y la longitud de
coherencia son mayores o del mismo orden de magnitud que la dimensién mayor de la
muestra (Teniers, Moshchalkov, Chibotaru, & Ceulemans, 2003). Estas caracteristicas
son justamente las que definen un superconductor mesoscopico. Resulta muy
interesante mencionar un punto comentado en el trabajo de los anteriores autores; y es

, - . . 1

que para muestras mesoscopicas, aquellos conductores tipo I, es decir k << —, pueden
V&

comportarse como superconductores tipo Il. Esto implica que se formaran vortices.

Esto es interesante ya que para muestras del mismo material tipo | pero de
dimensiones macroscopicas no existen vortices en la muestra. El efecto del tamafio de
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la muestra se encuentra intimamente ligado a la mecénica cuéantica, ya que sus efectos
empiezan a ser notables a escalas microscopicas. Son estas fluctuaciones cuanticas las
que originan los vortices en materiales que normalmente no deberian presentar este
fendbmeno. Adicionalmente, se menciona que los vortices en superconductores
mesoscapicos no se ordenan de manera periodica, es decir, no forman una red de
Abrikosov. Esto se debe al efecto que genera la proximidad de la frontera tal como se
menciond al final del capitulo I.

Para verificar esta influencia de la geometria, se utilizard en la siguiente
simulacién de dominio cuadrado el campo critico Hc del Aluminio, cuyo valor
experimental es de 105 Oe. Adicionalmente al campo Hc, se utiliza una longitud A
para escalar longitudes como se define en (2.2) cuyo valor se indicara en cada
simulacion. Definidos estos dos parametros entonces, se puede hallar K en el modelo
lineal utilizando la expresién (2.13) En lo que sigue la escala de colores varia en un
rango desde 1 (Rojo) a0 (Azul).

3.1.1 Vortices de Abrikosov en Dominio Plano Cuadrado.

En esta primera simulacion se ha utilizado una geometria cuadrada de
dimensiones 1x1. El valor de A se ha considerado de 2um. El valor de K calculado es
de 180.3. Para el estudio en este dominio se han utilizado tres mallados presentados en
la Fig.3.1. El tercer mallado ha sido desarrollado en Matlab de manera directa
utilizando triangulos rectangulos como elementos finitos:

Fig. 3.1Mallado de Dominio Cuadrado.

El primer mallado consiste en 2017 nodos, el segundo en 7095 nodos y el
tercero en 10201 nodos. A continuacidn se calcula el vector potencial magnético en el
dominio. Dicho potencial debe cumplir con las condiciones siguientes: ser libre de
divergencia (gauge de London) en el volumen de la muestra Q, y poseer componente
normal nula en la frontera del dominio@f). El método utilizado e implementado en el
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algoritmo desarrollado para este trabajo es el expuesto en (Kim, Gunzburger, Peterson,
& Hu., 2009) como ya se explico en el capitulo anterior. El resultado obtenido para el
dominio cuadrado aplicando MEF en el software desarrollado en Matlab es el
siguiente Fig.3.2:

Fig. 3.2Potencial Magnético en Dominio Cuadrado.

Es fécil observar como este potencial cumple con las condiciones de ser libre
de divergencia y ademés, componente nula en la frontera. Obsérvese que para cumplir
con este Gltimo requisito, el potencial alcanza un méaximo en la mitad de la frontera y
disminuye hasta ser nulo en los vértices.

Hallado el vector potencial anterior, el Gltimo paso es calcular el parametro de
orden en el dominio. Ya que se estd aplicando el modelo lineal GL, nétese que el
problema se ha simplificado a resolver autovalores y autovectores. La resolucién del
parametro de orden también ha sido desarrollada mediante un algoritmo implementado
en Matlab. Como era de esperarse, en la resolucion se obtienen un sin nimero de
autovalores (por analogia puede mencionarse el caso de la ecuacién de Schrédinger de
una particula confinada en una barrera de potencial infinita. En este caso existen
infinitos autovalores correspondientes a los distintos niveles de energia permitidos), de
los cuales, sin embargo, el que resulta Gtil es aguel que posee un valor minimo mayor
a cero (estado fundamental) (Tinkham, Introduction to Superconductivity, 1996). En
parte, esto se requiere porque el modelo GL minimiza la energia libre, asi que se busca
valores de los parametros del modelo GL que cumplan este objetivo. Al aplicar el
algoritmo desarrollado el resultado obtenido es:
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Fig. 3.3a) Pardmetro de Orden en Dominio Cuadrado 3D, b) Parametro de Orden 2D, ¢) Zoom de
Vértices de Abrikosov. Campo Magnético Adimensional Aplicado He=0.32.
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En la Fig. 3.3 a) se observa la variacion del parametro de orden en el dominio.
En los vértices el parametro llega a su valor maximo. Esto quiere decir que esta zona
permanece aun en estado superconductor. Sin embargo, conforme se avanza hacia el
centro del dominio el parametro de orden disminuye. Existen 5 regiones de interés en
las cuales el pardmetro de anula. Estas regiones forman una estructura de cuatro nodos
con simetria cuadrada y el quinto en el centro tal como se observa en Fig.3.3 b) y c).
Estas zonas representan los vortices de Abrikosov en una muestra mesoscopica. Es en
estos puntos por donde el campo magnético externo inicia su penetracion en la
muestra. Recuérdese ademas, que se esta utilizando Al, que es un superconductor tipo
I en muestras macroscdpicas por lo que resulta interesante la presencia de vortices.

Es interesante también conocer cémo influye la variacion del campo
magnético externo aplicado sobre la muestra en el comportamiento del parametro de
orden. En la Fig.3.4 se ilustra la variacion de ¥ para un campo aplicado adimensional
He de 0.0871, 0.20, 0.23 y 0.2544 respectivamente. Para el campo menor la muestra
se encuentra practicamente en estado superconductor, a excepcion de la region central
donde el pardmetro de orden presenta un valor nulo en su magnitud. Existe un solo
vortice. Cuando el campo se aumenta a 0.2 el area de la region en estado normal crece,
sin embargo aln no se observan vértices adicionales (sin embargo esto no implica que
no existan vartices adicionales. VVéase el siguiente capitulo). Para un valor de 0.23 del
campo magnético, la regién central se torna cuadrada y crece ain més. Para un valor
de 0.2544 la region central es cuadrada y en su interior aparecen cuatro vortices. El
estado superconductor retrocede hacia los vértices del dominio y la muestra inicia su
transicion al estado normal conductor.
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Es importante recordar que se est4 utilizando el modelo lineal adimensional
GL, por lo que He es adimensional y no posee una unidad especifica para estas
simulaciones, sin embargo utilizando las expresiones (2.2) es posible calcular su valor
si se requiere. En las simulaciones de este capitulo el objetivo es enfocarse en el
comportamiento de los vértices, por lo que conocer los valores con unidades de los
pardmetros para este fin no es de relevancia.

0 [0 [0 [ i 0 [0 0 o 1

c) d)
Fig. 3.4Variacion del Parametro de Orden en Funcion del Campo Magnético Aplicado. a) He=0.0871, b)
He=0.20, c) He=0.23, d) He=0.2544.
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Posteriormente, al aumentar el campo, aparece un quinto vortice plenamente
visible Fig.3.5 b). Los cuatro primeros se alejan entre si. Si se aumenta ain mas el
campo, la distancia entre los vortices aumenta méas y el estado superconductor en los
vértices del dominio tiende a desaparecer Fig.3.5 f):
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) f
Fig. 3.5Variacion del Pardmetro de Orden. a) He=0.32, b) He=0.45, c¢) He=0.51, d)He=0.57, e)
He=0.76, f) He=1.15.
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Obsérvese ademas, que al aumentar el campo, el vortice central aumenta de
tamafio Fig.3.5 e). Este efecto es el que, a la postre, lleva a la muestra a un estado
normal conductor; y donde el estado superconductor se ha perdido totalmente.
También es importante recalcar que cuando se habla aqui de movimientos de los
vértices, no se refiere a un movimiento real en el sentido de que varian en el tiempo.
Recuérdese que se esta tratando aun el caso estacionario. El asunto es que al variar el
campo aplicado, los vortices que aparecen para cada valor de campo se originan en
distintas localizaciones de la muestra en comparacion con campos anteriores. El
movimiento real de los vértices se observara en el caso de las simulaciones para el
modelo TDGL.

Por otra parte, al tratarse de una simulacién numérica, los resultados deberian
ser validados mediante experimentacion; después de todo como saber si lo que se ha
obtenido es correcto. Si bien es cierto, en el presente trabajo no se ha realizado
experimentacion fisica; sin embargo, existen investigaciones de diversos autores sobre
el tema que presentan imagenes de simulaciones similares que han permitido
corroborar la validez del comportamiento de la simulacién presentada, y por ende
confirmar que el cddigo desarrollado es correcto. Por ejemplo en la investigacion de
(Deang, 1997) se ilustran las siguientes imagenes de simulaciones sobre muestras
superconductoras cuadradas sometidas a un campo externo creciente Fig.3.6. Es
evidente que el comportamiento de la simulacion del presente trabajo concuerda con
Deang (1997):
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Fig. 3.6Simulacion Obtenida en Trabajo de Deang, 1997.

De la misma manera, Kim et al. (2009) presentan la simulacién en una
muestra 2D cuadrada, donde obtiene el siguiente resultado Fig.3.7. Similares
simulaciones se pueden hallar en los trabajos de Chibotaru et al. (2005):
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Fig. 3.7Simulacidn Vértices de Abrikosov en Muestra Cuadrada. Trabajo de Kim et al. 2009.

¢Como afecta la calidad del mallado en la simulacién de los vortices? Este es
un punto importante. Para averiguarlo se ha implementado en Matlab, sobre la muestra
cuadrada, un mallado uniforme compuesto de elementos triangulares rectangulos
Fig.3.1 c). Con este mallado se obtuvieron resultados similares (Fig.3.8) a los
obtenidos con los mallados a y b). Sin embargo, con tiempos de computo més largos
en comparacion con aquellos obtenidos con el mallado Delaunay. En esencia, esto se
debe a que para obtener resultados adecuados, se requirid una mayor cantidad de
nodos que los necesarios con el método de triangulacion Delaunay.
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Fig. 3.8Vortices de Abrikosov con Mallado Uniforme. He=0.32.

3.1.2 Vértices de Abrikosov en Dominio Plano Triangular.

En la segunda simulacion se utiliza un dominio de triangulo equilatero cuya
longitud de lados es igual a la unidad. EI mallado generado en Gmsh para el calculo
por MEF es el ilustrado en la Fig.3.9. El primer mallado se compone de 7664
elementos y 3833 nodos, el segundo de 30176 elementos y 15089 nodos v el tercero
de 16768 elementos y 8385 nodos. Para este caso se cambié del valor de K. Con el fin
de observar el comportamiento de los vortices se escogio el caso con K=1, sin que esto
represente necesariamente algun material en particular. Puede confirmarse, sin
embargo, que con este valor de K, las dimensiones de la muestra se encuentran aun en
el rango mesoscopico.

Fig. 3.9Mallado de Dominio Triangular.
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El potencial magnético obtenido utilizando el algoritmo desarrollado en
Matlab para este dominio triangular es el presentado en Fig.3.10. Obsérvese como, al
igual que para el caso anterior, este potencial cumple las condicione de ser libre de
divergencia y poseer componente nula en la frontera. También la magnitud del
potencial alcanza un maximo en el centro de cada lado y se anula en los vértices.

Fig. 3.10Vector Potencial Magnético en Dominio Triangular.

Al correr el algoritmo para el calculo del pardmetro de orden por MEF, se
obtiene la variacion representada en la Fig.3.11. ElI campo magnético externo aplicado
externo es de 80 adimensional. Al igual que para el caso cuadrado, se observa la
concentracién de estado superconductor en los vértices del dominio. Por otro lado, en
este dominio se obtiene la presencia de tres vortices de Abrikosov. Estos tres vértices
ademas presentan la simetria de la geometria triangular en su configuracion espacial.

- ‘

a) b) c)
Fig. 3.11Parametro de Orden en Dominio Triangular Equilatero, 3D, b) Parametro de Orden 2D, c)
Zoom de Vértices de Abrikosov. Campo Magnético Aplicado He=80.
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En general, salvo las evidentes diferencias en simetria, el comportamiento del
parametro de orden al variar el campo externo aplicado es similar para este dominio
como lo fue para el caso de dominio cuadrado. Esto quiere decir, tal como se
evidencia en la Fig.3.12, que para cierto valor de campo aplicado, inicia la formacién
del estado normal conductor a través de un solo vortice. Al incrementar el campo, este
vortice aumenta de tamafio mientras que, al mismo tiempo, el estado superconductor
remanente disminuye retrocediendo hacia los vértices del dominio. El vortice central
adquiere la simetria del dominio mientras crece tal como se observa en la Fig.3.12 d).
En cierto valor del campo externo, en el interior del vértice central nacen tres vortices
Fig.3.12 e). Al incrementar el campo aun mas, un cuarto vértice central aparece
Fig.3.12 f).
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i) )
Fig.3.12 Variacion del Parametro de Orden. a) He=40, b) He=50, ¢) He=60, d) He=70, €) He=90, f)
He=100, g) He=120, h) He=160, i) He=360, j) He=580.

Comparaciones cualitativas en el comportamiento del pardmetro de orden en
un dominio de tridangulo equilatero puede ser hallada en trabajos de simulaciones tales
como los citados para el caso de dominio cuadrado. Sin embargo, resulta interesante
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conocer como influye el tipo de triangulo, y por ende la simetria del dominio, sobre la
formacion de los vortices. Para ello, se estudian a continuacién simulaciones sobre
dominios triangulares isésceles y escalenos. Para ello, se inicia con una simulacion
sobre un dominio triangular is6sceles de base y altura la unidad Fig.3.13:

A
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Fig. 3.13Variacion del Parametro de Orden en Dominio Isosceles. a) He=30, b) He=40, c) He=48, d)
He=50, e) He=60, f) He=63, g) He=70, h) He=90, i) He=200.
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La variacién del parametro de orden en el dominio isdsceles es diferente a la
correspondiente en dominio equilatero. Principalmente, la concentracién de
superelectrones tiende a acumularse en el vértice mas agudo. La nucleacion del primer
vértice ocurre en un valor de campo magnético similar al correspondiente de dominio
equilatero; sin embargo, los siguientes vortices en aparecer, si bien lo hacen en un
campo similar, la simetria es notablemente distinta a la del triangulo equilatero.
Ademas, se observa que el siguiente vortice en aparecer no lo hace dentro del primero,
sino que se origina desde el lado opuesto al vertice mas lejano Fig.3.13 c). Este hecho
contrasta con lo que ha ocurrido en las simulaciones anteriores donde los vortices
nuclean siempre cerca del centro de gravedad de la muestra. La nucleacion de los
primeros dos vortices ocurre en un campo relativamente cercano al que origina el
segundo vortice Fig.3.13 €) en contraste con lo ocurrido para el caso anterior Fig.3.12.

Conforme el campo se incrementa, se observa que la primera nucleacion no es
definitiva. El ndcleo formado se separa nuevamente en dos vdrtices y se desplazan
hacia el vértice lejano Fig.3.13 f) y g). Ademas, el segundo vértice aumenta de
tamafio, pero si se aumenta el campo ligeramente, este vortice se divide en dos,
formandose asi una configuracion triangular con el primero Fig.3.13 h). Esta
configuracion no permanece en ese estado por mucho, ya que al variar el campo
ligeramente, los dos vortices formados nuevamente se unen entre si Fig.3.13 i). Para
siguientes incrementos en el campo, el ndcleo formado crece hasta que en algin punto
la muestra se encontrara en un estado normal conductor. Se concluye entonces que un
ligero cambio en la geometria del dominio (altura de triangulo equilatero 0.866 y de
isdsceles 1 en términos adimensionales) genera un comportamiento distinto de los
vortices.

La siguiente simulacion es en un dominio escaleno de angulo obtuso, de base
unidad y altura 0.9. Como es de esperarse, basados en la simulacién anterior, la
simetria influye en el comportamiento de los vértices Fig.3.14. Sin embargo, al ser
completamente asimétrico el dominio, no se observa en la simulacién la formacion de
una estructura triangular de vértices como en los casos precedentes. De hecho, solo
dos vortices se formaron, e iniciaron la nucleacion en un valor de campo relativamente
cercano al de la formacion del segundo vortice Fig. 3.14 b).
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d) ) R
Fig. 3.14Variacion del Pardmetro de Orden en Dominio Escaleno. a) He=50, b) He=60, c) He=70, d)
He=73, e) He=120, f) He=220.

3.1.3 Vdrtices de Abrikosov en Dominio Plano Hexagonal.

El dominio es un hexagono de apotema igual a la unidad. EI mallado generado
para el dominio hexagonal es el presentado en Fig.3.15. El nimero de nodos es de
12481 y 24960 elementos. En este caso K=1.
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Fig. 3.15 Mallado de Dominio Hexagonal.

El vector potencial magnético resultante es el ilustrado en Fig.3.16.:

Fig. 3.16 Vector Potencial Magnético en Dominio Hexagonal.

Para este dominio, se observd, al realizar el célculo con el algoritmo
desarrollado, que si bien la presencia de vortices existe, su tamafio es mucho mas
pequefio en comparacion a los casos anteriores. Es asi que se utiliz6 una escala igual a
la raiz del parametro de orden para visualizar los vértices con mayor facilidad. En
ocasiones es posible, o incluso necesario, utilizar una escala logaritmica que permita la
visualizacién de los vértices. De esta manera, con la escala indicada, en el dominio en
estudio se obtiene la siguiente configuracion de los vortices Fig. 3.17:
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2) b) )
Fig. 3.17a) Raiz de Parametro de Orden en Dominio Hexagonal, 3D, b) Parametro de Orden 2D, c)
Zoom de Vértices de Abrikosov. Campo Magnético He aplicado de 90.

En general, el comportamiento es semejante a los casos simétricos anteriores.
Las diferencias ocurren en los tamafios de los vortices. Una vez mas la concentracion
de electrones superconductores ocurre en los vértices del dominio. Es interesante el
patrén que forman los vartices, que concuerda con la simetria del dominio. Ademas,
los vrtices se alinean siguiendo las diagonales principales del hexagono. Vale la pena
estudiar un poco mas el efecto de la simetria sobre la configuracion de los vértices. A
continuacion se simula el modelo lineal GL sobre otros dominios poligonales
regulares.

3.1.4 Vértices de Abrikosov en Dominio Plano Pentagonal.

El dominio es un pentagono de apotema igual a la unidad. EI mallado
generado para el dominio es el presentado en Fig.3.18. El nimero de nodos es de
10401 y 20800 elementos. El valor de K=1.

Fig. 3.18Mallado de Dominio Pentagonal.
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El vector potencial magnético resultante es el ilustrado en Fig.3.19.:

Fig. 3.19Vector Potencial Magnético en Dominio Hexagonal.
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a) b) ©)
Fig. 3.20a) Raiz de Parametro de Orden en Dominio Pentagonal 3D, b) Parametro de Orden 2D, c)
Zoom de Vértices de Abrikosov. Campo Magnético He aplicado de 20.

El comportamiento es similar al correspondiente para dominio hexagonal. Se
observa una vez mas una influencia directa en los vdrtices por parte de la simetria del
dominio.
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3.1.5 Vdrtices de Abrikosov en Dominio Octogonal.

El dominio es un octdgono de lado igual a 0.4 unidades. EI mallado generado
para el dominio es el presentado en Fig.3.21. El nimero de elementos es de 33280 y
16641 nodos. El valor de K=1.

Fig. 3.21Mallado de Dominio Octogonal.

El vector potencial magnético sobre este dominio es el siguiente:

Fig. 3.22Vector Potencial Magnético en Dominio Octogonal.

La variacion del pardmetro de orden y la configuracion de los vortices de
Abrikosov obtenidos para este dominio es el representado en la Fig.3.23. Se observa,
como en el resto de poligonos, que los vortices se alinean siempre con la diagonal al
centro de gravedad.
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Fig. 3.23a) Raiz de Parametro de Orden en Dominio Octogonal 3D, b) Parametro de Orden 2D, c)Zoom
de Vértices de Abrikosov. Campo Magnético He adimensional aplicado de 120, d) Raiz Decima de
Parametro de Orden en He=230, e) Zoom de Vortices de Abrikosov, f) y g) He=260, h) e i) He=330.

Para apreciar de manera mas adecuada el patron de formacion de los vortices
en este dominio, se prob6 un cambio de escala. Para ello se hall6 la raiz quinta del
parametro de orden. Adicionalmente se vari6 el campo a He=230. Con ello resulté
posible vislumbrar el patron de formacion de los vortices de manera mas detallada.
Una de las peculiaridades en este caso es que se aprecia la presencia de una segunda
capa de vortices. La primera formada por los vortices de la Fig.3.23 a), b) y c).
Mientras que la segunda capa nace del vortice central de la Fig. ¢). Se observa que el
tamafio de los vértices de la primera capa son menores, y ademas, se desplazan hacia
los vértices del octdgono. Por otro lado, los vértices de la segunda capa se desplazan
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hacia el centro de los lados del octdgono y lo hacen con mayor rapidez, siempre
toméandose en cuenta el significado de movimiento y rapidez discutido anteriormente.

3.1.6  Vortices de Abrikosov en Dominio Tipo ""L"".
El dominio consiste en una "L" de lado mayor la unidad y lado menor 0.5

unidades. EI mallado utilizado consiste de 6273 nodos y 12544 elementos Fig. 3.24. El
valor de K=1:

é.-.i:i
Fig. 3.24Mallado de Dominio Tipo "

El vector potencial magnético resultante es el ilustrado en Fig.3.25:

Fig. 3.25Vector Potencial Magnético en Dominio Tipo "L".
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¢Como influye esta geometria sobre el parametro de orden? La Fig.3.26
muestra la variacion del parametro sobre el dominio. Lo primero en observar es que la
concentracion de superelectrones se acumula cerca de los vértices adyacentes al lado
corto, pero su distribucion es distinta a los casos anteriores. Su tendencia es formar un
patrén rectangular cerca de los vértices. Por otro lado, para un campo He de 30 se
aprecia que se forma el primer vértice.
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Fig. 3.26Variacion del Pardmetro de Orden en Dominio Tipo "L". a) Campo adimensional He=30, b)
He=38, c) He=39, d) He=43, e) He=50, f) He=60, g) He=70, h) He=75, i) He=80, j) He=85, k) He=90,
1) He=100, m) He=115, n)He=125, 0) He=135.

En este caso se observa a simple vista la formacion de 9 vortices. Esta
visualizacion se ha logrado utilizando en la Fig.3.26 m) la raiz del parametro de
orden. El patrén que conforman los vortices es similar al dominio. Ademas, se observa
que los vortices se desplazan hacia los lados cortos del dominio.

3.1.7 Vortices de Abrikosov en Dominio Cuadrado con Abertura.

A continuacion se presenta una simulacion realizada sobre el mismo dominio
gue la primera. Sin embargo, la diferencia radica en que ahora se introduce una
abertura en el dominio con la finalidad de observar cobmo afecta su presencia en la
formacion de los vortices. Para iniciar, se introduce una abertura cuadrada de 0.2
veces el lado, que es igual a la unidad. EI mallado es el ilustrado en Fig.3.27 y consiste
en 8128 nodos y 16256 elementos. El valor de K=1. Se indica que estas simulaciones
no han sido corroboradas con resultados de trabajos similares:



Fig. 3.27Mallado Dominio Cuadrado con Abertura.

El vector potencial magnético resultante se presenta a continuacion:

ST R Ty,

a) b) c)
Fig. 3.29a) Raiz de Parametro de Orden en Dominio Cuadrado con Abertura Cuadrada, 3D, b)
Parametro de Orden 2D, ¢) Zoom de Vortices de Abrikosov. Campo Adimensional Magnético He
aplicado de 60.
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Fig. 3.30Variacion del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado de abertura Cuadrada. a) Campo
adimensional He=70, b) He=110, ¢) He=140, d) He=180, e) He=220.

La formacion de los vortices se inicia cerca de la abertura. En general, el
comportamiento es similar al hallado en la primera simulacion. El estado
superconductor se retrae hacia los vértices externos del dominio. El movimiento de los
vortices es similar. Se observa la formacion de vortices adicionales cerca de la
abertura. Sin embargo, esto se debe a que la escala utilizada en esta simulacion
permite observar su formacidn, lo que quiere decir que, si se varia la escala de la
primera simulacion realizada en este capitulo, se obtendrdn vortices adicionales.
¢ Como afecta el tamafio de la abertura en la formacién de los vortices? Para responder
esta pregunta, a continuacion se presenta la simulacion con un orificio de 0.6 veces el
lado del cuadrado de lado unidad Fig. 3.31:



Fig. 3.31Variacion del Pardmetro de Orden en Dominio Cuadrado de abertura Cuadrada. a) He=60, b)
He=150, c) He=180, d) He=200, e) He=230.

Lo interesante de esta Gltima simulacion, es que los vortices, con total
claridad, se originan en los vértices de la abertura Fig. 3.31 b). Para valores de campo
aplicado mas altos, también se observa que vortices adicionales aparecen en los puntos
medios de la abertura. Es también interesante notar que, para el mismo valor de
He=60, utilizado en la simulacidn anterior, en el presente dominio no se encuentra ain
presencia de vortices, mientras que en el caso anterior, los vortices estan plenamente
formados en este magnitud de campo. Es decir, se requiere mayor intensidad de
campo para que la aparicion de los vortices sea notable. Ahora, ¢, afecta la forma de la
abertura en la formacion de los vortices?. En la siguiente simulacion, utilizamos la
abertura inicial, pero truncada para formar un tridngulo rectangulo. Los resultados
obtenidos son:
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Fig. 3.32Variacion del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado de abertura Triangular. a) Campo
adimensional He=60, b) He=110, c) He=135.

Se forman cuatro vortices diagonales como en los casos anteriores. Sin
embargo, para el mismo campo He=60, existe un cuarto vortice que se origina en la
hipotenusa del triangulo. Para un campo de He=110, dos vdrtices mas se originan
desde los puntos medios de los catetos. La retraccion del estado superconductor se
concentra en los vértices, pero con mayor cantidad cerca del vértice opuesto a la
hipotenusa, o lado mayor de la abertura.

Ahora, si se desplaza el orificio hacia uno de los vértices, por ejemplo, se
obtienen resultados interesantes sobre los vortices Fig. 3.33:
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Fig. 3.33Primer Caso: Abertura Esquina Inferior. Variacion del Parametro de Orden en Dominio
Cuadrado de abertura Cuadrada. a) Campo adimensional He=20, b) He=25, ¢) He=30, d) He=40, e)
He=45, f) He=50, g) He=55, h) He=60, i) He=130.

d)
Fig. 3.34Segundo Caso: Dos Aberturas Esquinas Inferiores. Variacion del Parametro de Orden en
Dominio Cuadrado de abertura Cuadrada. a) Campo adimensional He=20, b) He=40, c) He=80, d)
He=100, e) He=150.
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d) B e) f)
Fig. 3.35Tercer Caso: Tres Aberturas, dos inferiores y una de Doble Tamafio superior. Variacién del
Parametro de Orden en Dominio Cuadrado de abertura Cuadrada. a) Campo adimensional He=20, b)

He=22.5, c) He=40, d) He=60, e) He=90, f) He=140.

En los dos primeros casos, los vartices se originan opuestos a la/s abertura/s.
Solo en el tercer caso se observa que los vortices se originan en la abertura mayor Fig.
3.35. En todos los casos, los vortices se desplazan en el sentido de las aberturas
opuestas. No se observa una configuracion particular de los vortices. Es interesante
que en el tercer caso, la menor densidad de superelectrones se aglomeran alrededor de
la abertura superior. Por ultimo, se estudiara el caso en el que se colocan cuatro
aberturas cuadradas en los lugares exactos donde aparecieron los vortices en la
primera simulacion de este numeral. El objetivo es observar que ocurre cuando existen
orificios en donde se espera que se origen los vortices. Para ello se aplicara el mismo
campo, es decir He=60 Fig.3.36:

b



87

c) d) €)
Fig. 3.36Variacion del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado de abertura Cuadrada. a) Campo
adimensional He=60, b) He=75, ¢) He=100, d) He=130, e) He=1000.

A pesar de que las aberturas se encuentran en el lugar exacto donde se
esperaria que los vortices aparezcan, estos se desplazan, de manera que se originan
adyacentes a las aberturas. Sin embargo, al comparar este caso con la simulacion de la
Fig.3.1, se observa una concentracion maxima de superelectrones en el centro de
gravedad del dominio. En el caso de la Fig.3.1 esta concentracion se localizaba en los
vértices, ahora, el estado normal es el que se concentra en los vértices del dominio.

3.2 Simulacién del Modelo No Estacionario de Ginzburg-Landau 2D.

Una vez estudiadas las simulaciones del caso estacionario lineal, en este
numeral se presentan los resultados obtenidos al aplicar el esquema LCNG al modelo
TDGL. Se ha desarrollado en Matlab el MEF utilizando este esquema. EI mallado se
ha vinculado igualmente con Gmsh. Sin embargo, como se comprendera, el nimero de
iteraciones necesarias para estas simulaciones es mucho mas elevado que para el caso
anterior. De hecho, mientras que para el modelo lineal se armaban dos matrices de
rigidez de aproximadamente 16000 elementos, para este caso se deben armar esas
mismas dos matrices pero para cada intervalo de tiempo. Asi que, mientras mas corto
sea este intervalo, mas costo computacional se requiere. Situacion semejante ocurre al
afinar el mallado. Es por ello que se opté utilizar para cada simulacién un mallado de
pocos nodos, con un paso temporal relativamente corto. Si bien la finura del mallado
afecta la calidad numérica de resultados, en general, la forma cualitativa de variacion
del pardmetro de orden sigue un patron evidente con los mallados utilizados. Ademas,
para su validacion se han utilizado las simulaciones realizadas por (Mu, A Linearized
Crank-Nicolson-Garlekin Method for the Ginzburg-Landau Model, 1997), mismas que
han sido corroboradas exitosamente.
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3.2.1 Vortices de Abrikosov en Dominio Cuadrado. Modelo LCNG.

Se ha generado un mallado regular dentro de un dominio cuadrado de lado
igual a la unidad Fig.3.37. El nimero de nodos es de 1089:

Fig. 3.37Mallado Dominio Cuadrado.

Para el célculo temporal se ha utilizado un intervalo de 0.05 adimensional.
Como se recordard, el modelo TDGL esta adimensionalizado por lo que el intervalo de
tiempo no posee unidad especifica. Se realiz6 un calculo hasta un valor de tiempo
igual a 40. El valor de k es de 10, es decir un superconductor tipo Il, y el campo
adimensional He=3.5. Para el valor inicial del parametro de orden se considera que la
muestra se encuentra en un estado superconductor total, es decir |¥,|* = 1. Es por

ello que se asume ¥, = 0.8 + 0.6i. El valor inicial para el vector potencial es

A=(0,0). Todos estos parametros han sido seleccionados acorde al ejemplo presentado
por Mu (1997). Esto con el fin de lograr realizar comparaciones entre las
simulaciones. Igualmente, los tiempos en los cuales se presentan las simulaciones son
los intervalos 0.4, 8,10 y 40. Los resultados obtenidos al aplicar la implementacion
desarrollada en Matlab son:
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c) d)
Fig. 3.38Variacion del Modulo del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado. a) t=0.4, b) t=8, c) t=10,
d) t=40.

Al comparar la variacion del médulo del parametro de orden de la Fig. 3.38
con las correspondiente al trabajo del Mu (1997) Fig. 3.39, es evidente que la
configuracion y los valores de la variable concuerdan. Debe mencionarse que Mu
utiliza elementos de segundo orden mientras que en esta simulacion se han utilizado
elementos lineales, y sin embargo, los resultados son similares. Se observa, ademas,
que el parametro de orden inicia cerca de un valor igual a la unidad para t=0.4.
Mientras el tiempo avanza, los vértices ingresan desde los lados del dominio. Esta es
una de las diferencias mas notorias comparando con las simulaciones del modelo
lineal, donde los vdrtices se generaban en el centro del dominio. Otra caracteristica
observada es que los vortices se desplazan hacia el centro donde se estabilizan.
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Por otro lado, afinando el mallado se lograria una mejor calidad de la
simulacién, pero es interesante que con relativamente pocos nodos se pueda obtener
informacion de los vértices adecuada. A pesar de que se ha tratado de optimizar al
maximo el algoritmo desarrollado, el tiempo de simulacion fue de 35 minutos
aproximadamente, mientras que para el caso lineal con 10 veces mas nodos, el tiempo
aproximado fue de 2 minutos. Esto evidencia lo comentado en parrafos anteriores.
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Fig. 3.39Simulacién Obtenida en Trabajo de Mu, 1997.

3.2.2 Vortices de Abrikosov en Dominio Triangular Equilatero. Modelo LCNG.

En esta simulacion, al igual que en la anterior, se ha utilizado una malla de
pocos elementos con el fin de obtener resultados cualitativos del comportamiento de la
simulacion en un tiempo de computo razonable. Es por ello que el mallado utilizado
tiene 861 nodos y es una malla estructurada Fig. 3.40. EI campo aplicado en esta caso
es He=9. El coeficiente de Ginzburg-Landau k=10. Las dimensiones del tridngulo en
términos adimensionales son las mismas que las utilizadas para el modelo lineal.
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Fig. 3.40Mallado Dominio Triangular.

Los resultados de la simulacion sobre la variacion del parametro de orden se
muestran en la Fig. 3.41:

Fig. 3.41Variacioén del Médulo del Parametro de Orden en Dominio Triangular, 3D. a) t=0.4, b) t=5, c)
t=10, d) t=40.
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Fig. 3.42Variacion del Médulo del Parametro de Orden en Dominio Triangular, 2D. a) t=0.4, b) t=5, c)
t=10, d) t=40.

El comportamiento en general sigue el mismo patrén que en el caso cuadrado,
es decir, los vortices se originan en los lados del dominio y se desplazan hacia el
centro donde se estabilizan. Obsérvese que en este trayecto los vortices se reacomodan
hasta hallar la posicién mas estable. El campo vectorial magnético cumple con las
condiciones adecuadas al utilizar el método LCNG sobre el modelo TDGL tal como
puede observarse a continuacién:

Fig. 3.43 Vector Potencial Magnético en Dominio Triangular, t=0.4.

3.2.3 Vortices de Abrikosov en Dominio Circular. Modelo LCNG.

Una geometria importante que es utilizada en la creacién de varios artefactos
en la préctica es la circular. Sobre esta geometria hasta el momento no se ha realizado
simulacion alguna, y tomando en cuenta su relevancia es momento de conocer coémo
se comportan los vortices en dicho dominio. Para ello se gener6 una circunferencia de
diametro igual a la unidad. EI mallado utilizado consisti6é en 546 nodos. Es un nimero
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corto de nodos, pero sirve para visualizar el comportamiento cualitativo de los
vortices. EI campo aplicado es He=9 y k=10. Los resultados obtenidos sobre el
pardmetro de orden fueron:

€)
Fig. 3.44Variacion del Modulo del Parametro de Orden en Dominio Circular, 2D .Campo Aplicado
He=9. a) t=0.4, b) t=10, c) t=15,d) t=40, e)t=60, f) t=100.

El comportamiento en esta geometria es peculiar. Se observa la entrada de
vortices desde el perimetro hacia el centro en un numero de cuatro. Estos vértices no
poseen un patron definido de formacién, aunque si se atraviesa un eje cartesiano
girado un cierto angulo hacia la derecha entonces el patron de formacién es simétrico.
Interesante resulta la simulacién en t=100. Mientras parecia que antes de este tiempo
la configuracion se mantenia, en un tiempo de 100 esta cambia completamente. Aqui
se observa con claridad dos vdrtices perfectamente definidos y opuestos, mientras
aparentemente se forman mas vortices. Se espera que el nimero de vortices aumenten
y se configuren siguiendo un aro concéntrico con la circunferencia en su estado
estable. Se requieren simulaciones con mallados mas finos y tiempos mas amplios
para estudiar con mayor detalle esta configuracién. En cuanto al vector potencial
magnético este se ajusta perfectamente a las condiciones esperadas tal como se ilustra
a continuacion:
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Fig. 3.45Vector Potencial Magnético en Dominio Circular.

Se realiz6 también la simulaciéon con un campo He=5 con el fin de estudiar
cémo influye la variacion del campo sobre los vértices. Los resultados obtenidos
muestran que definitivamente este parametro tiene total influencia sobre la
configuracion de los vértices. Se puede observar que para este valor de campo son
cuatro vértices que nuclean en la muestra. Se vera en una simulacion posterior que la
configuracion de la Fig. 3.36 no es estable aun.
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Fig. 3.46Variacion del Médulo del Parametro de Orden en Dominio Circular, 2D. Campo Aplicado
He=5. a) t=0,4, b) t=10, c) t=15,d) t=40, e)t=60, f) t=100.
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3.2.4 Vortices de Abrikosov en Dominio Cuadrado. Modelo LCNGM.

Se aplicara ahora el método desarrollado por Gao (2017). Como en la
presente investigacion el enfoque es en el comportamiento de los vértices, se hara uso
de la version que involucra unicamente el calculo de A y W. Los resultados obtenidos
son similares a los hallados con el método LCNG, sin embargo, el objetivo ahora es
mostrar la ventaja computacional que presente el LCNGM. Esto, como se observara,
ha permitido simular el comportamiento temporal en tiempos superiores a los
presentados en las simulaciones con el método LCNG. Con fines comparativos se
utilizaron los mismos datos de los parametros involucrados en el modelo y el mismo
mallado. Los resultados obtenidos se presentan a continuacion:
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Fig. 3.47 Variacion del Mddulo del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado. Método LCNGM, 2D.
Campo Aplicado He=5. a) t=100, b) t=700, c) t=900,d) t=1200, e)Vista 3D t=1200.

Comparando con la simulacién obtenida utilizando el método de Mu LCNG se
concluye que con LCNGM se obtienen tiempos de computo 30 veces menores y se
logran los mismo resultados. Esto ha permitido apreciar que la configuracion en el
tiempo t=100 con LCNG no es completamente estable. En Fig. 3.47 se observa que en
el tiempo t=700 la configuracion de vortices se modifica, hasta alcanzar una nueva
configuracion como la que se aprecia en los tiempo t=900, 1000 y 1200. A
continuacion se realiza una simulacién donde se ha modificado el campo aplicado a
He= 0.9 y la constante GL a k=4 en una muestra cuadrada de 10x10 adimensional:

Fig. 3.48 Variacion del Modulo del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado. Método LCNGM, 2D.
Campo Aplicado He=0.9. a) t=100, b) t=200, c) t=1000,d) t=1200.
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Es interesante observar que al variar las dimensiones y los parametros del
modelo se presenta un mayor nimero de vortices. Para la geometria aqui expuesta,
estos aparecen desde el perimetro y tienden a estabilizarse cerca del mismo. Su
nimero no cambia en el transcurso del tiempo, pero si existe movimiento de los
mismos hasta hallar su configuracion estable Fig.3.48 d). De acuerdo a la simulacion
presentada en (Ma, Wang, & Zhou, 2016) o en (Barba-Ortega, Sardella, & Albino
Aguiar, 2015) la distribucién de vortices aun no es estable, pues en las simulaciones
realizadas por el autor mencionado los dos vértices medios superior e inferior tienden
a trasladarse hacia el centro del dominio. Esto ocurre para un tiempo t=4000 segin Ma
et al. (2016).

3.2.5 Vortices de Abrikosov en Dominio Circular. Modelo LCNGM.

Se simulé también la vorticidad en dominio circular tal como se realizd
anteriormente utilizando los mismos datos. Se logrd también conocer la configuracion
en tiempos mucho mas altos. En la Fig. 3.49 se presenta los vortices en t=1200 para el
dominio circular presentado en el numeral 3.2.3.

1 (] [0 i W ] i

Fig. 3.49 Variacién del Modulo del Parametro de Orden en Dominio Circular. Método LCNGM, 2D.
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Variando las dimensiones del dominio es posible observar una mayor cantidad
de vértices. Asi, por ejemplo, para el caso circular si se aplica el método LCNGM en
un dominio de radio 5, con He=0.9 y k=4 se obtiene el siguiente sistema de vortices:

Fig. 3.50 Variacion del Mddulo del Parametro de Orden en Dominio Circular. Método LCNGM, 2D.
Campo Aplicado He=0.9. a) t=2, b) t=20, c¢) t=40,d) t=80, ¢) t=100, f) t=200.

Es interesante observar que los vortices se acomodan muy cerca del perimetro
del dominio. Sin embargo, para los tiempos aqui considerados los vértices aun no
hallan una configuracién estable. Se observa por ejemplo que el nimero de vértices
disminuye con el tiempo. Para este caso particular se utiliz6 un mallado de 1905
nodos. Con esta cantidad de nodos el costo computacional, a pesar de aplicar el
método LCNGM, sigue siendo demasiado alto. Para observar que ocurre en tiempos
mas amplios se utilizara un mallado menos fino consistente en 493 nodos. Se
sacrificara la exactitud pero se tendra conocimiento sobre el comportamiento
cualitativo de los vortices. El resultado obtenido Fig. 3.51 para t=1200 es:
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Fig. 3.51 Variacion del Mddulo del Parametro de Orden en Dominio Circular. Método LCNGM, 2D.
Campo Aplicado He=0.9, t=1200.

Con esta simulacion se pudo observar que en un tiempo t=1200 la
configuracion no es aun completamente estable ya que los vortices presentan
movimiento. Sin embargo para tiempos superiores a t=700 se observé que el nimero
de vortices se redujo a 8 y que este nUmero se mantiene constante para tiempos
superiores.

3.3 Simulacion del Modelo No Estacionario de Ginzburg-Landau 3D.

Por (ltimo, se presentan una simulacién 3D del modelo TDGL. Los datos
fisicos utilizados son los mismos que para el caso 2D anterior. Sin embargo, no se
realizaron simulaciones sobre dominios de dimensiones geométricas similares ya que,
si bien el algoritmo desarrollado funciona correctamente para cualquier geometria, se
requiere cierta cantidad de tetraedros para obtener resultados adecuados. Sin embargo,
este nimero necesario implica altos costos computacionales para el codigo 3D
desarrollado. Es por ello que resulta mas facil utilizar geometrias con una de sus
dimensiones, tal como la altura, igual al orden de los elementos finitos utilizados. La
razén es que en este caso, la altura del solido puede ser escogida igual a las
dimensiones de los tetraedros necesarios para el calculo. Esto permite obtener un
namero menor de elementos para una finura de malla adecuada, lo que implica costos
computacionales menores, pero con las obvias limitaciones en la simulacion.
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3.3.1 Vdrtices de Abrikosov en Dominio Paralelepipedo. Modelo LCNG.

El primer caso a estudiarse es sobre un paralelepipedo adimensional de base
1x1 y altura 0.1. EI nimero de elementos es de 3840 y el nimero de nodos 729. Los
resultados obtenidos sobre esta geometria se presentan en la Fig.3.48: El
comportamiento obtenido de la simulacion 3D es similar al 2D. Es decir, tal como se
esperaba, los vértices se originan en los puntos medios de las caras del volumen y
paralelos al campo aplicado. Conforme el tiempo avanza, los vortices se movilizan
hacia el centro y se estabilizan.

a) b)
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9) h)
Fig. 3.53Variacion del Mddulo del Pardmetro de Orden en Dominio Paralelepipedo. a) t=3, b) t=5, c)
t=10, d) t=15, e)t=20, f) t=30, g) t=40, h) Vista Isométrica t=40.

3.4 Simulacién del Efecto de Fallas en el Material sobre los
\Vortices.

A continuacién se presentan simulaciones en las cuales se intentara observar el
efecto de defectos en el material sobre el comportamiento de los vortices. Estos
defectos han sido simulados considerando aberturas diminutas en relacion al tamafio
del dominio. Como ya se habia mencionado, los defectos en el material tales como
impurezas, cambios de pardmetros en el material, imperfecciones fisicas, etc., son de
gran interés en la fisica de los superconductores ya que su presencia en la muestra
limita, en cierta forma, el movimiento de los vortices, lo que a su vez implica que se
evita la aparicion de resistencias que es un efecto poco deseado en la préctica. Se debe
aclarar que estas simulaciones no han sido corroboradas con resultados de trabajos
similares.

3.4.1 Efecto sobre los Vortices considerando Defecto Central. Modelo Lineal.

En esta simulacion se ha considerado un diminuto efecto central de geometria
cuadrada de lado unidad. EI modelo matematico utilizado para este fin ser& el modelo
lineal GL. Con este modelo no se puede observar el movimiento de los vértices dado
que el parametro temporal no se considera. Sin embargo, el efecto esperado es que los
vortices se estabilicen en un rango cercano al defecto. EI nimero de nodos del mallado
generado sobre esta geometria es de 22064. Se utilizd una relacion de flujo ®/®o de
15 y el tamafio del defecto es de 0.01 adimensional que es 100 veces menor a la
longitud lateral del dominio.
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Fig. 3.54 Variacion del Pardmetro de Orden sobre Dominio Cuadrado con Falla Central. Modelo Lineal
GL 2D.a) Configuracion de Vortices @/@o=15, b) Zoom Zona Central.

La simulacion permite observar que los vortices se aglomeran cerca de la
abertura Fig. 3.54 b). En este caso para la relacion de flujo considerada, se observan 3
vortices estabilizados alrededor de la abertura.

3.4.2 Efecto sobre los Vértices dado Tres Defectos Centrales. Modelo Lineal.

Ahora se simula el efecto de tres aberturas diminutas colocadas en el eje
central vertical del dominio. Los datos utilizados en la simulacién son los mismos
mencionados para la anterior, a excepcion del mallado que ahora consta de 21174
nodos Fig.3.55 a). El efecto de las tres aberturas en esta simulacion es mucho mas
evidente que el anterior. En primer lugar, a pesar de ser aberturas diminutas la
configuracion global de los vértices es diferente al caso anterior. En este caso se
aprecia que el nimero de vartices observables a simple vista para la misma relacién de
flujo es menor. Ademas, dos vdrtices se aprecian gque se encuentran cerca de dos
aberturas, a saber, al superior y la inferior. En este caso el defecto central no aglomera
vortices como en la simulacién anterior, pero 4 vortices se estabilizan muy cerca de
este defecto.
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Fig. 3.55 Variacion del Parametro de Orden sobre Dominio Cuadrado con 3 Fallas Centrales. Modelo
Lineal GL 2D. a) Mallado del Dominio, b) Configuracion de Vortices @/@o=135.

3.4.3 Efecto sobre los Vértices dado Seis Defectos Centrales. Modelo Lineal.

En esta simulacién se colocan 6 defectos en hileras verticales, en nimero de 3
por hilera Fig.3.56 a). El mallado utilizado consiste en 7338 nodos. Una vez mas, el
nimero de aberturas y su ubicacién altera completamente la distribucion de vortices
respecto a los casos anteriores. En este caso, para la relacion de flujo de 15 se observa
con total claridad la acumulacion de vértices, dos vortices adicionales que se ubican
en la parte media superior e inferior respectivamente Fig. 3.56 d). Se realizaron
también dos simulaciones con relaciones de flujo de 12 y 13 respectivamente, Fig.
3.56 b) y c). De estas dos simulaciones se observa como los 4 vdrtices extremos se
acumulan cerca de las aberturas extremas, mientras que se aprecia como desde el
centro dos vortices se abren camino hacia las aberturas centrales de las hileras.
Adicionalmente, para el flujo de 13 se observa la aparicion de un vortice central. Una
caracteristica de los efectos de esta simulacion es que permite concluir que en esta la
region superconductora es mayor respecto a las anteriores ya que los vortices se hallan
mejor definidos tal como se aprecia en la Fig.3.56 d) para flujo de 15.
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©) d)
Fig. 3.56 Variacion del Pardmetro de Orden sobre Dominio Cuadrado con 6 Fallas. Modelo Lineal GL
2D. a) Mallado del Dominio, b) Configuracion de Vortices @/@o=12, c¢) Configuracion de Vortices
@/Po=13, d) Configuracion de Vortices @/@o=15.

3.4.4 Efecto sobre los Vértices dado Nueve Defectos Centrales. Modelo Lineal.

En este caso se colocan nueve aberturas igualmente espaciadas Fig.3.57 a). El
namero de nodos utilizado es de 7876.

a) I "b) "

Fig. 3.57 Variacion del Parametro de Orden sobre Dominio Cuadrado con 9 Fallas. Modelo Lineal GL
2D. a) Mallado del Dominio, b) Configuracién de Vértices @/®@o=15.
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Esta simulacion permite observar que en primer lugar el efecto de las
aberturas genera una configuracion completamente distinta a los casos anteriores ya
que resulta que los vértices se originan desde el perimetro del dominio. Por otro lado,
los vortices se configuran de tal manera que parecen alinearse con las aberturas
tomando la forma de la distribucion de estas Ultimas Fig. En general se aprecia que los
vortices tienden a acumularse cerca de las fallas.

3.45 Efecto sobre los Vértices dado Seis Defectos Centrales. Modelo TDGL.

Ahora se presenta una simulacion utilizando el modelo temporal GL. Para ello
el método aplicado serd el LCNGM que permite obtener resultados confiables en
tiempos mas cortos que con el método de Mu. Lo interesante de esta simulacion
temporal es que permite observar coémo se mueven los vortices dentro del dominio y
como se los defectos tienden a controlar ese movimiento. EI campo aplicado He es de
5 adimensional y el valor de k de 10. EI mallado consta de 541 nodos.
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) k)
Fig. 3.58 Variacion del Modulo del Parametro de Orden en Dominio Cuadrado con 6 Fallas Laterales.
Modelo Temporal TDGL. Método LCNGM, 2D. Campo Aplicado He=5. a) t=80, b) t=100, c) t=160, d)
t=200, e) t=300, f) t=400, g) t=500, h) t=600, i) t=800, j) t=1000, k) t=1200.

El efecto de los defectos sobre el movimiento de los vortices es evidente. Si se
sigue la secuencia temporal de la Fig. 3.58, se puede apreciar que los 4 vortices rotan
en sentido anti horario hasta que los mismos quedan fijados a las 4 aberturas extremas.
Es interesante observar que para tiempos mayores a t=200 la configuracion se
estabiliza. Si se observa la simulacion sin aberturas sobre este mismo dominio
realizada anteriormente, el tiempo para que los vortices adquieran la misma
configuracion estable que la presentada en la Fig. 3.58 d), era mayor a 700. Esto
quiere decir que la presencia de fallas controla el movimiento de los vortices en un
tiempo menor y de esta forma se llega a la estabilizacion de los mismos de manera
mas rapida, siendo esto un efecto completamente positivo.
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3.4.6 Efecto sobre los Vortices dado un Defecto Lateral. Modelo TDGL.
Se simulara ahora el efecto de un defecto lateral colocado en la parte inferior

derecha del dominio. Los pardmetros son los mismos utilizados en la simulacion
anterior, pero con un mallado de 1186 nodos.

Fig. 3.59 Variacién del Modulo del Pardmetro de Orden en Dominio Cuadrado con 1 Falla Lateral.
Modelo Temporal TDGL. Método LCNGM, 2D. Campo Aplicado He=5. a) Mallado del Dominio, b)
t=40, c) t=100, d) t=200, ) t=300, f) t=700.

El efecto de la falla introducida para esta simulacion es similar al anterior. Se
logra una estabilizacion en un tiempo corto, que para este caso es similar a t=200. Se
puede apreciar que existe un giro anti horario donde el vortice inferior de la Fig. 3.59
a) se desplaza hacia la falla Fig. 3.59 d). Luego, los vortices parecen girar respecto a
este punto de falla Fig. 3.59 e) y f).
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3.4.7 Efecto sobre los Vortices dado Abertura Central. Modelo TDGL.

Por altimo se simula el efecto de una falla que represente una abertura central
en el dominio. Esta abertura es de ancho 0.01, mientras que su longitud es de 0.5
adimensionales Fig.3.60 a). EI mallado consta de 569 nodos.

9)
Fig. 3.60 Variacion del Mddulo del Pardmetro de Orden en Dominio Cuadrado con 1 Falla Transversal
Central. Modelo Temporal TDGL. Método LCNGM, 2D. Campo Aplicado He=5. a) Mallado del
Dominio, b) t=20, c) t=40, d) t=50, e) t=80, f) t=100, g) t=200, h) t=700.
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Para este caso particular, se observa que el movimiento de los vértices se
estabiliza cerca de t= 100. Se debe notar ademas, que uno de los vértices se origina en
el vértice de la falla Fig.3.60 b). Esto Gltimo esta de acuerdo al resultado obtenido por
(Gao & Sun, An efficient fully linearized semi-implicit Garlekin-mixed FEM for the
dynamical Ginzburg-Landau equations of superonductivity, 2015) para dominio
circular donde los vortices se originan desde el vértice del defecto. Por otra parte, en
esta simulacion, la presencia de la falla logré contener el movimiento de los vortices
en un tiempo corto cercano a t=200. Como caracteristica particular, se debe observar
gue en el régimen estable los vortices no se configuran de manera simétrica como
ocurria en casos anteriores. Los vortices inferiores se hallan méas cercanos al perimetro
lateral que los vortices superiores.



110

CAPITULO IV

4 OBSERVACIONES Y CONCLUSION

4.1 Diagrama de frontera de fase H-T para muestras mesoscopicas.

En el capitulo anterior se realizaron varias observaciones netamente del tipo
cualitativo y basado en lo que se observé directamente de las simulaciones. Sin
embargo, ahora se presentaran algunas conclusiones cuantitativas sobre el
comportamiento de varias de las simulaciones del capitulo Ill. Existe una propiedad
interesante en el comportamiento de la curva que representa la variacion de los
autovalores con la magnitud del campo aplicado en el caso de los superconductores
mesoscopicos, curva que representa la frontera de la fase H-T. Resulta pues, que al
realizar la gréfica de dicha curva, esta muestra un comportamiento cuasi lineal en el
incremento del autovalor conforme aumenta el campo. Sin embargo, existen puntos no
diferenciables que aparecen como "crestas" en la grafica de fase y que ocurren cada
cierto intervalo del campo magnético(es decir son periédicos), tal que en cada rango
entre crestas la vorticidad se mantiene. La vorticidad, que en la literatura se representa
con la letra L, no hace méas que cuantificar el nimero de cuantos de flujo magnético
®o que cruzan a través del dominio en la muestra superconductora. Por ejemplo, una
vorticidad L=0 significa que en la muestra no existen aun vortices, L=1 que ha
aparecido el primer vortice y asi sucesivamente. La vorticidad entre crestas por lo
tanto se mantiene constante. Esto es analogo a lo que acontece en mecénica cuéantica;
los vortices solo pueden aparecer en numero entero. Esto implica que para producir un
cambio en L se requiere una cantidad exacta y discreta de energia. Si esto acontece
entonces se produce una variacion en L y este valor en la vorticidad se mantendra
hasta que exista un incremento en la energia mdltiplo del cuanto necesario para
producir variacion.

Para entender mejor de lo que se esta hablando es conveniente observar la Fig.
4.1. Esta fue obtenida utilizando los datos de las simulaciones presentadas en el
capitulo anterior para muestras mesoscopicas y basados en el modelo lineal GL
aplicadas al aluminio. En la gréafica se ha representado la curva correspondiente al
dominio triangulo equilatero, cuadrado y pentagono. El valor de Hc para los tres casos
se asumid igual a 1050e. Los valores del campo externo aplicado se tabularon como
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factor del cuanto de flujo magnético ®o. Es importante mencionar que la Fig. 4.1
puede ser considerada como la grafica de la frontera de fase H-T de cada dominio
simulado (Kim, Gunzburger, Peterson, & Hu., 2009). Para poder representar en la
misma gréfica la curva H-T para diferentes dominios los autovalores deben ser
escalados. Para ello varios estudios sugieren que la variable relacionada con T se
. 5 1 5 . . . .
defina como bt donde S es la superficie de la muestra. ¢Por qué esta variable
se relaciona con T? Esto se debe a que la variable asi definida involucra a & que, como
se vio en el capitulo I, se relaciona directamente con la temperatura. De hecho, de

. . . ToiHe)
acuerdo a Kim et al. (2009) y otros autores, esta variable es proporcional a 1 — ;—D}
ch
&= s las .
y o« He. Es por esto Ultimo que la Fig.4.1 representa la frontera de fase H-T.
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Fig. 4.1Diagrama de la frontera de fase H-T para muestra cuadrada, triangular y pentagonal.

De la Fig. 4.1, es posible observar con total claridad el comportamiento
aproximadamente lineal del autovalor. Adicionalmente, se observa las crestas que
existen cada cierto rango de valores del campo aplicado. Es en estos puntos donde se
produce el cambio de vorticidad. Otra caracteristica a observarse es que, conforme el
nimero de lados del dominio aumenta, las curvas respectivas parecen disminuir su
distancia entre si. Este comportamiento ha sido corroborado en trabajos similares tales
como el de (Chibotaru, Ceulemans, Morelle, Teniers, Carballeira, & Moshchalkov,
2005) o (Kim, Gunzburger, Peterson, & Hu., 2009). De hecho, basado en estos
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trabajos, se concluye ademas que las curvas se acercan a un limite conforme aumenta
el nimero de lados del dominio. Este limite es el correspondiente a una geometria
circular. Asi mismo, de las experiencias realizadas se ha observado que las curvas de
la Fig. 4.1 son independientes del tamafio de la muestra, por lo que se pueden
considerar como caracteristicas de determinada geometria y material.

Por otra parte, en el caso del dominio cuadrado con aberturas se obtuvieron las
siguiente graficas H-T Fig. 4.2:
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Fig. 4.2Diagrama de la frontera de fase H-T para muestra cuadrada con aberturas.

De las curvas presentadas en la figura anterior se pueden extraer algunas
conclusiones aplicables al caso del dominio cuadrado con aberturas. La curva mas
oscura representa el dominio sin aberturas. Al colocar una abertura central de 0.1
veces el lado del cuadrado, que es la unidad, la curva H-T correspondiente se ajusta
préacticamente a la curva del dominio sin aberturas. Esto implica que el dominio con
abertura central se comporta de manera similar al dominio continuo. Esto quiere decir
que, mientras en este ultimo existen en ciertos intervalos de la curva H-T la presencia
de vortices gigantes o anti vortices centrales (obsérvese las simulaciones del cap. I11),
en el caso del dominio con abertura tales vortices centrales no aparecen, sino que es la
abertura misma la que actta posiblemente como uno. Esta es la Unica forma de que la
configuracion de los vortices adquiera la simetria correcta de acuerdo al dominio. Esto
parece indicar que el flujo del campo externo a través de la abertura posiblemente
también esta cuantizado para ciertos valores de campo.
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De las experiencias y datos recolectados la curva, para abertura central, se
encuentra siempre ligeramente bajo la curva que representa el comportamiento del
dominio sin abertura. EI hecho de que una curva sea inferior implica que su energia
fundamental (que es lo que las ordenas en cierta forma representan) para un mismo
valor de campo es menor. Esto sugiere, que en ese caso, la temperatura critica para un
mismo valor de campo es mayor.

La siguiente curva que se ha representado en la Fig. 4.2 es la correspondiente
a una abertura central cuadrada de 0.6 veces el lado unidad del dominio. Esta curva
permite concluir que para el caso de la geometria estudiada, las dimensiones de la
abertura si influyen en el comportamiento de la superconductividad en la muestra.
Obsérvese como, mientras para el caso de abertura de 0.1 la curva se ajustaba
practicamente al cuadrado, para el caso de 0.6 la curva es completamente distinta. En
la misma existen puntos donde oscila, es decir cambios de vorticidad, pero estos son
mucho menos notorios. Ademas, la curva no parece seguir una tendencia lineal como
ocurria en los casos anteriores. Adicionalmente, ciertos rangos de vorticidad son
menos estables como por ejemplo el de vorticidad nula que es practicamente
imperceptible en la Fig. 4.2. Otros rangos son mucho mas extensos y por ende estable,
por ejemplo el caso de vorticidad uno es mayor que para cualquiera de los otros
dominios.

Otra curva que se presenta en la Fig. 4.2, es la de una abertura central en
forma de tridngulo rectdngulo. Los catetos son de 0.1 veces el lado del dominio. Esta
curva, al igual que para el caso de una abertura, se halla bajo la curva principal, pero
de manera practicamente imperceptible, de modo que se puede concluir que la forma
del orificio no influye en el comportamiento del dominio estudiado.

La curva que indica el comportamiento del dominio con presencia de tres
aberturas cuadradas de 0.1 de lado distribuidas en forma de L ene | dominio se puede
observar en Fig.4.2. EI comportamiento global de esta curva es préacticamente lineal.
Sin embargo, se observé que las oscilaciones si existen pero son en detalle
imperceptibles ya que se requiere un cambio de escala para ser observadas. La curva
H-T correspondiente se encuentra siempre bajo la principal. Este comportamiento
distinto en comparacion con las otras curvas permite inferir que la distribucién de las
aberturas sobre el dominio influye en el comportamiento de la superconduccion sobre
la muestra.

El caso de dominio con cuatro aberturas cuadradas de lado 0.1 veces el
dominio Fig.3.36también se observa un comportamiento peculiar. La nucleacion de
los vortices se presenta en valores de campo mayores a los del cuadrado continuo. Asi
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mismo, existen rangos de vorticidad de mayor amplitud, por lo que la vorticidad es
mas estable en esos casos, como por ejemplo en L= {2,4}. Interesante resulta
observar en el comportamiento general de la curva que, para un mismo rango de
valores de He, la vorticidad en el caso de cuatro aberturas es menor. Obsérvese que
mientras el cuadrado continuo se halla en una L=7 en un rango 0<He<12, el caso de
cuatro aberturas se halla en L=4. En definitiva, este comportamiento de H-T parece
indicar que aun gue se cologuen de manera simétrica las aberturas, su nimero tiene
notable influencia sobre el comportamiento de la muestra.

4.2 Comportamiento de vértices en muestras mesoscopicas utilizando el
modelo LGL.

Por otro lado las simulaciones realizadas en el capitulo anterior permiten
concluir que, para los casos simulados en muestras mesoscopicas, la geometria del
dominio influye definitivamente en el patron de formacion de la vorticidad tal como
muchos trabajos similares lo corroboran. De hecho, es interesante que para los casos
sin aberturas, la simetria de los vortices adquiere la configuracion correspondiente a la
simetria del dominio. Una caracteristica en comun que comparten los dominios
poligonales de las simulaciones realizadas es que, en adicion a los vortices, siempre
existe un vortice de mayor tamafio localizado en el centro del dominio. A este tipo de
vOlrtices en muestras mesoscopicas se le denomina vértices gigante y anti vortice
(Teniers, Moshchalkov, Chibotaru, & Ceulemans, 2003). EI nombre de anti vértice se
debe a que la supercorriente gira en sentido contrario respecto al giro que se produce
en los vértices. Las simulaciones permiten inferir que conforme el campo aumenta, los
vortices nacen del cerca del centro de la muestra. Otra caracteristica que presentan los
vortices, especificamente los primeros vortices en aparecer, en muestras mesoscépicas
es que en los casos perfectamente simétricos, estos se alinean siempre siguiendo la
direccion de las diagonales.

A la pregunta del por qué en muestras mesoscopicas los vortices se originan
muy cerca del centro de la muestra, pues la respuesta de acuerdo a (Kim, Gunzburger,
Peterson, & Hu., 2009) es resultado de lo que ellos llaman "efecto de repulsion de la
superficie". De acuerdo a los autores, cerca de la frontera H-T el pardmetro de orden
es altamente no uniforme. Este pardmetro adquiere valores altos cerca de la frontera
del dominio y disminuye hacia el centro de la muestra en una longitud en escala de la
longitud de coherencia. Esto implica que mientras méas cerca se forma un vortice de la
frontera del dominio, mas alto es el costo energético involucrado. Considerando el
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principio de energia minima resulta que los vortices gustan estar lo més alejados de las
fronteras del dominio.

Referente a la presencia de aberturas de tamafio comparable con las
dimensiones del dominio se concluye que los tamafios, forma y localizacion de las
aberturas si afectan la formacion de vortices. En cuanto a su comportamiento, de las
simulaciones realizadas, se ha observado que en el caso de abertura central los
vortices se originan desde los vértices y lados de las aberturas. En el caso de abertura
simétrica los vortices se configuran de forma simétrica alrededor de esta; y en el caso
de no ser simétrica, existe mayor concentracién de vortices en el lado mayor de la
abertura. Variando el campo aplicado, los vortices se alejan de la abertura. En los
casos en los cuales la abertura se localiza en un punto distinto del centro del dominio,
el comportamiento es diferente. En estos casos se observd que los vértices se
originaron desde el lado opuesto a donde se encuentra una mayor cantidad de
aberturas. Ademas, el aumento del campo conlleva un movimiento hacia la zona
donde existe mayor cantidad de aberturas. En los casos de aberturas asimétricas, los
vOrtices no se originan en el centro de la muestra y tampoco tienden a desplazarse
hacia este punto conforme el campo aumenta.

Las simulaciones con aberturas sobre dominio cuadrado sugieren que la
presencia de aberturas conlleva mayor permanencia, sobre el dominio, del estado
superconductor. Esto se evidencia al comparar, cualitativamente, el area cubierta por
un color rojo (estado superconductor) y el éarea azul (estado normal) en las
simulaciones respectivas del capitulo Ill. Considerando que desde el punto de vista
practico es conveniente que la muestra se mantenga en estado superconductor para
valores de campo altos, la presencia de aberturas en muestras mesoscépicas sugiere
resultados positivos desde este punto de vista.

4.3 Comportamiento de vortices utilizando el modelo TDGL.

Los resultados de las simulaciones utilizando el modelo TDGL difieren de
aquellos obtenidos con el modelo lineal en muestras mesoscopicas. En el caso del
dominio cuadrado, los vortices aparecen alineados con los puntos medios de los lados
del cuadrado; y de hecho, se originan en esos puntos mientras se estabilizan cerca del
centro del dominio. Otra diferencia surge del hecho de que no existen anti vortices y
vortices gigantes. En este caso en el centro se acumulan pares de Cooper.
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Una diferencia sumamente importante entre las simulaciones del modelo lineal
y TDGL aparte de las ya mencionadas, es que como se explico en el capitulo I, el
modelo lineal es vélido cerca de la frontera H-T. Esto implica que se esta simulando

una muestra cercana a H¢o por lo que la muestra la densidad de pares de Cooper tiene

gue ser muy baja. Por el contrario, el modelo TDGL simulado no tiene esta
restriccion. De hecho, el valor del parametro de orden inicial es de médulo 1, por lo

gue este representa un estado cercano a Heg.

4.4 Comportamiento del vector potencial magneético.

Las simulaciones permitieron también concluir que el cumplimiento de las
condiciones de contorno por parte del vector potencial magnético influye de manera
directa sobre la calidad de la simulacién respecto a la formacién de los vortices, y
especificamente, sobre su configuracion y simetria. Esto quiere decir que, para el caso
mesoscopico en particular, que es donde para el calculo del potencial magnético se
utiliza métodos de optimizacidn, la calidad del calculo depende enormemente de los
valores de so y co. Como se podra observar de las simulaciones sobre el vector
potencial Aobtenidas en el capitulo 111, el potencial debe adquirir de la manera méas
exacta posible la configuracion del dominio sobre el que se impone cumpliendo con
las condiciones de frontera necesarias. Que esto se cumpla depende de los dos valores
co Yy so, siendo el mas relevante el primero. El factor co se relaciona en gran medida
con el cumplimiento de la condicién de componente normal nula en la frontera. Se ha
observado que valores bajos de co se obtienen resultados incorrectos en la simulacion;
es por ello que se deben tomar valores altos de co, esto con el fin de aumentar el peso
que tiene la restriccion de cumplirse la nulidad de la componente normal en la
frontera. Por otro lado, en el caso del modelo TDGL no existe este inconveniente ya
gue la segunda ecuacion del modelo lleva consigo implicita el cumplimiento adecuado

de las condiciones de frontera por parte de A.

Siguiendo con el punto anterior respecto al vector potencial magnético, tanto
para el modelo lineal como para en el TDGL la finura del mallado conlleva a mejores

resultados en cuanto al comportamiento del campo A. Sin embargo, mientras en el
segundo caso no interesa si el mallado es estructurado o no, en el primer caso esto si
influye sobre 4, especificamente para mallados no muy finos y ciertos tipos de

dominios. Se ha observado en las simulaciones que, por ejemplo en el caso del
dominio octagonal, un mallado no estructurado produce un comportamiento incorrecto

de A sobre el dominio, y que, dado que el comportamiento del vector potencial y el
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mallado influyen directamente sobre el parametro de orden W, este ultimo presenta un
comportamiento no esperado y a la final incorrecto. Sin embargo, al utilizar un
mallado estructurado, el comportamiento final del parametro de orden se ajusta a lo
esperado dada la simetria del dominio. Sobre las razones del por qué el mallado
influye en el comportamiento de ciertos dominio mesoscépicos, una posibilidad radica
en que se ha utilizado elementos de interpolacion lineales en todas las simulaciones. Si
bien el vector potencial puede cumplir las condiciones impuestas, la irregularidad del
mallado y el ajuste con elementos lineales, implica que puntos simétricos del dominio
que deberian presentar valores idénticos del vector potencial no lo hagan. En el caso
de un mallado estructurado esto no se presenta dada la simetria del propio mallado.
Como se habia mencionado, para que utilizando el codigo desarrollado, mallados no
estructurados brinden datos adecuados se requiere que sean muy finos; sin embargo
esto se realiza a expensas de un mayor costo computacional por lo que se recomienda
en el caso lineal utilizar mallados estructurados cuando sea posible.

4.5 Efecto de fallas presentes en el dominio de muestra superconductor.

Las simulaciones en las cuales se han considerado fallas en el material a través
de pequefias aberturas, permiten concluir que la presencia de las aberturas genera un
cambio en el comportamiento de los vortices respecto al dominio continuo. Las
aberturas tienden a concentrar a su alrededor a los vortices. Esto parece estar acorde
con lo esperado, ya que las aberturas deben actuar como atractores de vértices. Esto
es importante debido a que se disminuye el movimiento de la vorticidad en la muestra
y se evita asi la aparicién de resistencia que es un fendmeno practico poco deseado.
Resulto interesante también observar el efecto de estas fallas al utilizar el modelo
TDGL por medio del método LCNGM. En estas simulaciones se pudo apreciar como
el movimiento de los vértices evoluciona con el tiempo y son guiados por la presencia
de los defectos introducidos. Si bien seria interesante conocer el comportamiento de
estas fallas utilizando mallados mas finos mediante el método LCNGM, los resultados
obtenidos, que son valiosos desde un punto de vista cualitativo, confirman el efecto
estudiado en trabajos tales como el de Lee et al. (1999).



118

4.6 Comportamiento entre método LCNG y LCNGM.

Es definitivo que el método LCNGM es mucho mas eficiente que el método LCNG
donde se presentd una disminucion en tiempo computacional aproximado de 90%, lo
que permitié conocer el comportamiento del modelo GL en tiempos méas altos. Por
ejemplo, con el método LCNG requirié un tiempo aproximado de 1 hora computadora
para modelar un t=40 en la muestra. Por otro lado, el método LCNGM en la misma
hora permitid llegar a tiempos t=1200.

En cuanto al uso de un tipo particular de gauge, el método LCNGL como se
habia ya comentado utiliza el gauge de Lorentz mientras que el método LCNG de Mu
utiliza el gauge de potencial eléctrico nulo. Para las variables de interés en esta
investigacion, que es el parametro de orden y el vector potencial, los dos gauges y
métodos producen los mismos resultados, mismo que ha sido verificado con los
obtenidos por los autores correspondientes en simulaciones semejantes. Sin embargo,
la eficacia LCNGM en cuanto a tiempos de computo si depende en parte del gauge
escogido, ya que el gauge de Lorentz, por ejemplo, requiere menos iteraciones para
resolver el sistema de ecuaciones para el vector potencial corroborando lo indicado en
(Gao, Efficient Numerical Solution of Dynamical Ginzburrg-Landau Equations under
the Lorentz Gauge, 2017). Sin embargo, la mayor ventaja del método LCNGL radica
en el armado de las matrices de rigidez y en el nUmero de términos que se requiere
considerar para ensamblarla. En el LCNGM esta matriz se ensambla una sola vez y
posee menos términos en su desarrollo. Esto dltimo permite que los tiempos de
coémputo se reduzcan considerablemente.

4.7 Resumeny Conclusién

En la presente obra se abordd el tema de la superconductividad.
Especificamente el objetivo principal consisti6 en la simulaciébn numérica de los
vortices de Abrikosov en muestras superconductores utilizando MEF aplicados al
modelo Ginzburg-Landau (GL). Para este fin se utilizo el software libre Gmsh y
Matlab R2012a. El fin primordial de estudiar la superconductividad y conocer sus
propiedades radica en que es un tema de la fisica que reviste importantes
implicaciones practicas en la actualidad y en el futuro. Los resultados obtenidos de las
simulaciones realizadas sobre varios tipos de geometrias concuerdan con los
resultados de simulaciones en obras similares tanto 2D como en 3D por lo que se han
desarrollado cédigos informaticos que sirven como punto de partida para ser utilizados
en futuras investigaciones sobre el tema. Los datos observados durante todas las
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simulaciones sugieren que en conclusion: la geometria, y aln mas, la simetria de la
misma, influye de forma directa en la formacién de vortices en superconductores
mesoscopicos. El comportamiento entre el modelo lineal en muestras mesoscépicas en
la fronteras superior del diagrama de fase H-T y el modelo TDGL cerca del estado
Meissner muestran comportamientos distintos de los vortices en la muestra. La
variacion del campo aplicado y del pardmetro k también demuestra que de su
magnitud depende el comportamiento de los vértices dentro del nicleo de la muestra.
Y, en el caso particular de muestra cuadrada mesoscOpica, la presencia de
discontinuidades, forma, ubicacion, tamafio y numero influyen de manera notable en
el comportamiento de la vorticidad.

Por otro lado se deben comentar las limitaciones de los cédigos desarrollados
para esta investigacion: En primer lugar el método de optimizaciéon para hallar el
vector potencial siguiendo el modelo propuesto por Kim et al. (2009) requiere de la
calibracion, a través de una comparacién "visual" con geometria simétricas, de los
pardmetros de peso so y co. Es necesario por lo tanto contar con un método analitico
gue permita calcular de manera precisa estos valores. Los autores Kim et al. (2009)
sugieren en su trabajo otros posibles métodos que pueden ser utilizados para optimizar
el campo vectorial por lo que su aplicacion para modelar el vector potencial bajo las
condiciones frontera adecuadas pueden ser temas a ser estudiados en futuras
investigaciones. Por otro lado, el algoritmo desarrollado en esta obra sobre el modelo
lineal se puede aplicar exitosamente para cualquier figura de lados rectos 2D. Sin
embargo, la generalizacion a casos de geometrias curvas es un tema pendiente que
igualmente puede ser abordado en futuros trabajos. En cuanto a costo computacional,
el modelo lineal es adecuado.

Los cddigos desarrollados para aplicar el método LCNG de Mu (1997) y
LCNGM de Gao (2017) al modelo TDGL tanto en 2D y 3D deben ser optimizados ya
que los costos computacionales que actualmente requieren para simular los vértices
con intervalos de tiempo cortos y mallas finas limitan la investigacion sobre su
comportamiento. Se habia mencionado que los tiempos de computo del método
LCNGM son 30 veces menores a los de LCNG. Sin embargo, a pesar de todo esto,
aun los tiempos de computo siguen siendo altos. La razon de que aln se tenga
problemas en velocidad de calculo se relaciona con los términos no lineales del
modelo GL y presentes tanto en el LCNGM como LCNG los cuales producen
matrices que deben ser calculadas y ensambladas para cada elemento y en cada
intervalo de tiempo. Para resolver este problema de la no linealidad y dada la
naturaleza del ensamblaje puede resultar muy factible utilizar técnicas de célculo en



120

paralelo para optimizar tiempos. Se debe aclarar que los métodos LCNG Y LCNGM
son lineales en el sentido de que la variable a determinarse se calcula como la inversa
de una matriz por un vector. Sin embargo el vector contiene aun término no lineales.
A eso me refiero cuando hablo de que se deben solventar las no linealidades.
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5 ANEXO

5.1 Diagrama de flujo del codigo para resolver el modelo GL por MEF.

En el capitulo Il se presentaron las expresiones discretas del modelo lineal GL
y TDGL respectivamente. Con ellas es posible implementar de manera directa el MEF
en cualquier software. En este trabajo se opté por codificar el algoritmo en Matlab
R2012a. Este software presenta la ventaja de que su libreria de funciones es
completamente versatil. Por ejemplo, para el caso lineal donde se requiere buscar
autovalores y autovectores, Matlab utiliza la funcion eig(A) que al utilizarla permite
obtener los datos necesarios. De igual manera funciones tales como B\A o pcg(A,B)
como método pre condicionado para resolver sistemas de ecuaciones lineales permiten
ahorrar tiempo al no tener que ser programadas por el usuario. Desde el punto de vista
de graficas, Matlab resulta ser una herramienta potente para casos 2D. La funcion
trisurf(TRI,x,y) resulta sumamente (til para obtener las gréaficas en cualquier dominio
2D. Otra gran ventaja de Matlab es la posibilidad que brinda de vincularse con otros
softwares. En este trabajo, por ejemplo, se utilizé el vinculo con Gmsh para realizar
los mallados del dominio. Adicionalmente, Matlab permite que el programador tenga
un mejor control durante el desarrollo del cédigo, ya que permite visualizar de manera
directa cada paso del proceso si es necesario. Como Unica desventaja, que a criterio
del autor se encontr6 al utilizar Matlab en el desarrollo de este trabajo, es que no
cuenta aun con una funcion analoga a triplot para el caso 3D. Para usar las funciones
que Matlab posee para la visualizacién de datos volumétricos es primero necesario
realizar un arreglo de los datos en cierta forma tal que las funciones puedan ser
aplicadas correctamente. Esto limita el tipo de dominio en el cual se requiere realizar
la simulacién. A pesar de ello, en general, Matlab es una herramienta adecuada para
realizar simulaciones por el MEF.

En cuanto a Gmsh, se puede decir que es un software para mallado que en
primer lugar es de acceso libre y del cual existe variada informacion y manuales en la
red. En segundo lugar, es intuitivo en su aplicacién por lo que realmente su aplicacion
es sencilla. Cuenta ademas con varias posibilidades y algoritmos para mallados de
cualquier tipo de dominio, ya sea 2D o 3D. Como Gmsh realiza Unicamente el
mallado, su vinculacién con otro software para desarrollar el MEF requiere que los
datos de cada nodo y elementos se ordenen de una manera Idgica de tal forma que el
acceso sea mas simple. Gmsh logra este objetivo, ya que el archivo de datos presenta
un orden sumamente coherente de cada dato, por lo que su lectura es relativamente
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simple y se requieren pocas lineas de cddigo para hacerlo, tal como se puede
corroborar al revisar los codigos desarrollados en este trabajo.

Habiendo aclarado por qué se escogié Matlab y Gmsh para desarrollar las
simulaciones, el siguiente punto es presentar un diagrama de flujo que represente
como se armO cada codigo de manera general. Tal diagrama se presenta a
continuacion:

Datos fisicos del problema, tales como

Lectura Datos Malla . ) "
—»| campo aplicado, céalculo de pardmetros

desde GMSH. ]
varios entre otros.
v A
Caélculo de matriz de rigidez de Caélculo de matriz de rigidez
cada elemento para calcular —» | de cada elemento para hallar el
vector potencial magnético parametro orden. En el caso de
TDGL se halla también A.

‘ y

Alculo v r de fuerz ,
Calculo vector de fuerzas Calculo vector de fuerzas

r lemento.
sobre cada elemento sobre cada elemento.

v ¥

Ensamblaje y solucién del Ensamblaje y solucion del
sistema Ka=F. sistema Ka=F.
v
A 4
Calculo autovalores y R Graficas de campos
autovectores | vectoriales y pardmetro de
orden sobre el dominio.

Fig. 5.1 Diagrama de flujo general para resolver el modelo GL por el MEF.
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Como se aprecia en el diagrama de flujo, la estructura general de cada cddigo
no se diferencia de la estructura que normalmente se sigue en la programacién del
MEF. Se inicia el pre proceso con la lectura de los datos del mallado del dominio.
Posteriormente se ingresan todos los valores de los parametros que el modelo GL
requiere para iniciar el célculo, tales como los valores so y co, K, He entre otros. En el
proceso, el diagrama diferencia en su lado derecho lo correspondiente para el caso
lineal del modelo GL y en su lado izquierdo para el modelo TDGL. En el lado lineal,
es necesario calcular el vector potencial que cumpla con las condiciones de frontera.
Todo ello ocurre dentro de un bucle que recorre cada elemento finito. En el lado del
modelo TDGL se ingresa directamente a la etapa del armado de la matriz de rigidez
para hallar el parametro de orden. Una vez més ello ocurre dentro de un bucle. Al
finalizar este ltimo, para el caso lineal se requiere calcular los autovalores y
autovectores. Por ultimo se realiza el pos proceso donde se visualizan los datos
necesarios tales como el vector potencial magnético y el pardmetro de orden.

Por otro lado, existen algunos pasos previos que se deben ejecutar antes de
ingresar a cada bucle. Estos pasos previos son de suma utilidad para disminuir el
tiempo de célculo. Estos consisten en realizar previamente todas las operaciones que
no varian en cada iteracion dentro del bucle. No tiene sentido calcular siempre la
misma matriz en cada iteracién si es que sus componentes son siempre las mismas ya
que esto conllevaria un alto costo computacional. Como se podrd observar en los
cddigos, no existen integrales dentro de los bucles de armados de las matrices de
rigidez, todo ello se lleva a cabo fuera. La clave para lograr aquello es utilizar las
funciones de forma isoparametricas tal como se puede encontrar de manera
sumamente clara y didactica en (Ofiate, 1995). También se puede observar que se
calcular varias matrices previamente, tales como las G's, J's entre otras. Estas han sido
deducidas al desarrollar las expresiones discretas del capitulo Il. Al agrupar ciertos
términos en determinada forma se llega a las matrices anteriormente mencionadas.
Estas matrices involucran integrales que son invariantes durante todo el calculo.

5.2 Pasos generales para correr el cdigo en Matlab.

Para que el usuario interesado pueda utilizar de manera exitosa los cédigos
gue se presentan en el numeral siguiente es importante indicar ciertas acciones que se
deben tomar para lograrlo. En primer lugar, una vez copiado el codigo en Matlab, el
archivo generado se debe guardar en una direccién especifica del ordenador. Luego, se
construye la geometria en el programa Gmsh y se realiza el mallado correspondiente.
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Todos los archivos generados por Gmsh deben ser guardados en la misma
direccion en donde se encuentra el archivo del codigo en Matlab. El archivo .msh que
genera Gmsh puede ser cambiado a una extension .txt con un nombre que el usuario
elija. En el caso del modelo TDGL no se requiere realizar ninguna modificacion
interna en el archivo .msh. En el caso del modelo lineal, se debe abrir el archivo .msh
cambiando previamente su extension a .txt. Hecho esto es indispensable que las
primeras cuatro filas del archivo solo cuenten con la siguiente informacion Fig. 5.2:

EMeshFormat
2.2 8 8
FEndMeshFormat
FHodes

8321

1 8 8

Fig. 5.2 Ejemplo de formato que debe cumplir el archivo .msh para correr el modelo lineal.

Si se encuentra cualquier otro tipo de datos entre estas filas, todos esos datos
extras deben ser borrados. Si no se hace esto, cuando Matlab lee el archivo genera
errores. Este es el nico cambio que se debe realizar para correr el cédigo del modelo
lineal. Hecho esto se guarda los cambios en el archivo. Si todo lo anterior se ha
llevado a cabo correctamente, entonces se ingresa a Matlab y se abre el archivo que
contiene el codigo respectivo. En la parte pertinente se coloca el nombre del archivo
gue contiene los datos del mallado de Gmsh. Por ejemplo," cuadrado.txt". Los pasos
siguientes involucran ingresar los datos necesarios del problema. Con todas estas
indicaciones el codigo se debe ejecutar sin mayor inconveniente.

5.3 Cadigos en Matlab r2012a

A continuacién se culmina esta seccion presentando los 3 codigos utilizados
en este trabajo, el primero corresponde al modelo lineal GL, el segundo al modelo
TDGL 2D. Para el caso 3D se generaliza facilmente el caso 2D. Se sugiere tomar en
cuenta que su correcta ejecucién en versiones mas recientes de Matlab puede que
requiera realizar ciertas modificaciones de ser necesario. Se aclara que la variable K
del modelo lineal y el coeficiente de Ginzburg Landau en el cédigo se presentan como
Ks y ks respectivamente.



%o-- %

%--SIMULACION MODELO LINEAL GINZBURG LANDAU--------------

%o-- %

cle

clf

close all

clear ND2V2KiKdCCO0C1C2M1AdMolMoKf
clearall

% INGRESO DE DATOS INICIALES------------

so=1;

c0=10000000000;

Ks=180.3;

He=0.3; % Campo externo aplicado

% %
% LECTURA ARCHIVO DE MALLADO GMSH
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% %
file =( ");

N_n  =dlmread(file,",[5-1 1-1 5-1 1-1]);
N_e =dlmread(file,",[7+N_n 0 7+N_n 0]);

node _id = dImread(file,",[5 0 4+N_n 0]);
nodes = dlmread(file,",[5 1 4+N_n 3]);
elements = dlmread(file,",[8+N_n 0 7+N_n+N_e 7]);

%0------- Geometria 2D e e S EE e

two_d_nodes = nodes(:,1:2);
elem_type =elements(:,2);

%--- Halla el indice inicial de los elementos 2D
two_ind = 1;
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fori=1:N_e

if(elem_type(i) ~= 2)

two_ind = two_ind+1,;

end

end

% _—

two_d_elements(1:N_e-two_ind,1:3) = 0;
k=1;

fori =two_ind:N_e
two_d_elements(k,1:3) = elements(i,6:8);
k=k+1;

end

one_d_elements=two_ind-1;
Bound=zeros(one_d_elements,3);
fori=1:1:0ne_d_elements
Bound(i,1)=elements(i,4);
Bound(i,2)=elements(i,6);
Bound(i,3)=elements(i,7);

end

% Calculo de pendientes en frontera---------------

N_bound=0;

n=1;

s=0;

i=1;

whilei~=one_d_elements+1

=n;

while elements(i,4)-elements(j,4)==
n=n+1;
=i+

end

i=n;

N_bound=N_bound+1; %------ Calculanumero de fronteras
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end

Pend=zeros(N_bound,1);
Codigo=zeros(N_bound,1);
Vec=zeros(N_bound,2);
k=1;
i=1;
n=1;
whilei~=one_d_elements+1
j=n;
while elements(i,4)-elements(j,4)==
n=n+1;
=+
end
Codigo(k,1)=elements(j-1,4);
Pend(k,1)=(nodes(Bound(i,3),2)-nodes(Bound(i,2),2))/(nodes(Bound(i,3),1)-
nodes(Bound(i,2),1));
Vec(k,1)=nodes(Bound(i,3),1)-nodes(Bound(i,2),1); %---Normal comp x
Vec(k,2)=nodes(Bound(i,3),2)-nodes(Bound(i,2),2); %---Normal comp y
k=k+1;
i=n;
end
%--------- Vector Normal UnitarioenFrontera
Nor_u=zeros(N_bound,2);

fori=1:1:N_bound

ifVec(i,2)==0

Nor_u(i,1)=0;

Nor_u(i,2)=1;

else

Nor_u(i,1)=1;

Nor_u(i,2)=-Vec(i,1)/Vec(i,2);

end
Nor_u(i,:)=Nor_u(i,:)/(Nor_u(i,1).”2+Nor_u(i,2).*2)."0.5;
end

Matriz=zeros(N_bound,4);
Matriz(:,1)=Codigo;
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Matriz(:,2)=Pend;
Matriz(:,3)=Nor_u(:,1);
Matriz(:,4)=Nor_u(:,2);

%---- Grafica de Mallado

%figure(1)
%triplot(two_d_elements(;,1:3),two_d_nodes(:,1),two_d_nodes(:,2),'k")
%xlabel("X','fontsize',14)
%ylabel ("Y', 'fontsize',14)

%title('Mallado de Dominio', fontsize',14)
%fh = figure(1);

%set(fh, 'color’, ‘white");

%hold on

%x=nodes(34,1);

%y=nodes(34,2);

%plot(x,y,™";

/)= mm - m oo m oo o mmmm oo mmmm mm o m e mm e
%p-mnmmmmme- DETERMINACION VECTOR POTENCIAL MAGNETICO--------=-mnnmn--
% —

d = ones(3,3);

C0=zeros(6,1);
Cl=zeros(6,1);
B=zeros(6,6);
Div=zeros(6,6);
K=sparse(2*N_n,2*N_n);
F=sparse(2*N_n,1);
tic
fori = 1:1:N_e-one_d_elements

nl =two_d_elements(i,1);

n2 = two_d_elements(i,2);

n3 =two_d_elements(i,3);
d(1,2) = nodes(n1,1); d(1,3) = nodes(n1,2);
d(2,2) = nodes(n2,1); d(2,3) = nodes(n2,2);
d(3,2) = nodes(n3,1); d(3,3) = nodes(n3,2);
J =det(d); %-----Jacobiano por elemento-------------------
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% Calculo de Matriz B y Div------------=--=-=mnemum-
C0(1,1)=-(nodes(n3,1)-nodes(n2,1))/J;
C0(2,1)=-(nodes(n1,1)-nodes(n3,1))/J;
C0(3,1)=-(nodes(n2,1)-nodes(n1,1))/J;
C0(4,1)=(nodes(n2,2)-nodes(n3,2))/J;
CO0(5,1)=(nodes(n3,2)-nodes(n1,2))/J;
CO0(6,1)=(nodes(n1,2)-nodes(n2,2))/J;
B=2*CO0*transpose(C0)*J*0.5;
f=2*He*C0*J*0.5;
C1(1,1)=(nodes(n2,2)-nodes(n3,2))/J;
C1(2,1)=(nodes(n3,2)-nodes(n1,2))/J;
C1(3,1)=(nodes(n1,2)-nodes(n2,2))/J;
C1(4,1)=(nodes(n3,1)-nodes(n2,1))/J;
C1(5,1)=(nodes(n1,1)-nodes(n3,1))/J;
C1(6,1)=(nodes(n2,1)-nodes(n1,1))/J;
Div=2*s0*C1*transpose(C1)*J*0.5;

A=B+Div;
K(n1,n1)=K(n1,n1)+A(1,1);
K(n1,n2)=K(n1,n2)+A(1,2);
K(n1,n3)=K(n1,n3)+A(1,3);
K(n1,n1+N_n)=K(n1,n1+N_n)+A(1,4);
K(n1,n2+N_n)=K(n1,n2+N_n)+A(1,5);
K(n1,n3+N_n)=K(n1,n3+N_n)+A(1,6);

K(n2,n1)=K(n2,n1)+A(2,1);
K(n2,n2)=K(n2,n2)+A(2,2);
K(n2,n3)=K(n2,n3)+A(2,3);
K(n2,n1+N_n)=K(n2,n1+N_n)+A(2,4);
K(n2,n2+N_n)=K(n2,n2+N_n)+A(2,5);
K(n2,n3+N_n)=K(n2,n3+N_n)+A(2,6);

K(n3,n1)=K(n3,n1)+A(3,1);
K(n3,n2)=K(n3,n2)+A(3,2);
K(n3,n3)=K(n3,n3)+A(3,3);
K(n3,n1+N_n)=K(n3,n1+N_n)+A(3,4);
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K(n3,n2+N_n)=K(n3,n2+N_n)+A(3,5);
K(n3,n3+N_n)=K(n3,n3+N_n)+A(3,6);

K(n1+N_n,n1)=K(n1+N_n,n1)+A(4,1);
K(n1+N_n,n2)=K(n1+N_n,n2)+A(4,2);
K(n1+N_n,n3)=K(n1+N_n,n3)+A(4,3);
K(n1+N_n,n1+N_n)=K(n1l+N_n,n1+N_n)+A(4,4);
K(n1+N_n,n2+N_n)=K(n1+N_n,n2+N_n)+A(4,5);
K(n1+N_n,n3+N_n)=K(n1+N_n,n3+N_n)+A(4,6);

K(n2+N_n,n1)=K(n2+N_n,n1)+A(5,1);
K(n2+N_n,n2)=K(n2+N_n,n2)+A(5,2);
K(n2+N_n,n3)=K(n2+N_n,n3)+A(5,3);
K(n2+N_n,n1+N_n)=K(n2+N_n,n1+N_n)+A(5,4);
K(n2+N_n,n2+N_n)=K(n2+N_n,n2+N_n)+A(5,5);
K(n2+N_n,n3+N_n)=K(n2+N_n,n3+N_n)+A(5,6);

K(n3+N_n,n1)=K(n3+N_n,n1)+A(6,1);
K(n3+N_n,n2)=K(n3+N_n,n2)+A(6,2);
K(n3+N_n,n3)=K(n3+N_n,n3)+A(6,3);
K(n3+N_n,n1+N_n)=K(n3+N_n,n1+N_n)+A(6,4);
K(n3+N_n,n2+N_n)=K(n3+N_n,n2+N_n)+A(6,5);
K(n3+N_n,n3+N_n)=K(n3+N_n,n3+N_n)+A(6,6);

F(n1,1)=F(nl,1)+f(1,1);
F(n2,1)=F(n2,1)+f(2,1);
F(n3,1)=F(n3,1)+f(3,1);
F(n1+N_n,1)=F(n1+N_n,1)+f(4,1);
F(n2+N_n,1)=F(n2+N_n,1)+f(5,1);
F(n3+N_n,1)=F(n3+N_n,1)+f(6,1);
end

syms x

Iso=zeros(6,6); %------ Matriz en Coordenadas Isoparametricas---------------
Iso(1,1)=double(int((1-x).”2,x,0,1));

Iso(1,2)=double(int((1-x)*x,x,0,1));

Iso(1,3)=0;

Iso(2,1)=double(lso(1,2));
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Iso(2,2)=double(int(x.”2,x,0,1));
Iso(2,3)=0;

1s0(3,1:3)=0;
Iso(1:3,4:6)=Is0(1:3,1:3);
Iso(4:6,1:3)=Is0(1:3,1:3);
1s0(4:6,4:6)=Is0(1:3,1:3);

=1

B1=zeros(6,6);

tic

fori=1:1:N_bound

ifMatriz(i,2)==Inf || Matriz(i,2)==-Inf %--Cond. Elementos verticales-
Matriz(i,2)=0;
f=2;
else
f=1;
end
whileMatriz(i,1)==elements(j,4)
nl=elements(j,6);
n2=elements(j,7);

%------ Ensamblaje Matriz Rigidez por Elementos de Borde en cada Elemento--

B1(1,1)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,3)*(1+Matriz(i,2).~2).70.5)*Iso(1,1);

B1(1,2)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,3)*(1+Matriz(i,2).~2).20.5)*Iso(1,2);
B1(1,3)=Is0(1,3);

B1(1,4)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).~2).70.5)*Iso(1,4);

B1(1,5)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(n1,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1so(1,5);
B1(1,6)=0;

B1(2,1)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,3)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1so(2,1);

B1(2,2)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,3)*(1+Matriz(i,2).”2).”0.5)*1so(2,2);
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B1(2,3)=Is0(1,3);
B1(2,4)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1s0(2,4);
B1(2,5)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).~2).20.5)*Is0(2,5);
B1(2,6)=0;

B1(3,1:6)=0;

B1(4,1)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*Iso(4,1);

B1(4,2)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1so(4,2);
B1(4,3)=Is0(1,3);

B1(4,4)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,4)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1so(4,4);

B1(4,5)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,4)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1so(4,5);
B1(4,6)=0;

B1(5,1)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).~2).20.5)*Iso(5,1);

B1(5,2)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,3)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1s0(5,2);
B1(5,3)=Is0(1,3);

B1(5,4)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,4)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).~2).20.5)*Is0(5,4);

B1(5,5)=2*co*((nodes(n2,f)-
nodes(nl,f))*Matriz(i,4)*Matriz(i,4)*(1+Matriz(i,2).”2).~0.5)*1s0(5,5);
B1(5,6)=0;

B1(6,1:6)=0;

%if n1==6 && n2==84
% B1
%end
0ffmmmm e Ensamblaje Matriz de Rigidez Global ----
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K(n1,n1)=K(n1,n1)+B1(1,1);
K(n1,n2)=K(n1,n2)+B1(1,2);
K(n1,n1+N_n)=K(n1,n1+N_n)+B1(1,4);
K(n1,n2+N_n)=K(n1,n2+N_n)+B1(1,5);

K(n2,n1)=K(n2,n1)+B1(2,1);
K(n2,n2)=K(n2,n2)+B1(2,2);
K(n2,n1+N_n)=K(n2,n1+N_n)+B1(2,4);
K(n2,n2+N_n)=K(n2,n2+N_n)+B1(2,5);

K(n1+N_n,n1)=K(n1+N_n,n1)+B1(4,1);
K(n1+N_n,n2)=K(n1+N_n,n2)+B1(4,2);
K(n1+N_n,n1+N_n)=K(n1+N_n,n1+N_n)+B1(4,4);
K(n1+N_n,n2+N_n)=K(n1+N_n,n2+N_n)+B1(4,5);

K(n2+N_n,n1)=K(n2+N_n,n1)+B1(5,1);
K(n2+N_n,n2)=K(n2+N_n,n2)+B1(5,2);
K(n2+N_n,n1+N_n)=K(n2+N_n,n1+N_n)+B1(5,4);
K(n2+N_n,n2+N_n)=K(n2+N_n,n2+N_n)+B1(5,5);

=i+

end

end

clear A B1

%p-=mnmmmmmmeeen %VECTOR POTENCIAL MAGNETICO (V)

% - —

U=sparse(K)\sparse(F);
Ux=U(1:N_n);
Uy=U(N_n+1:2*N_n);

% — —
% GRAFICA FUNCION VECTOR POTENCIAL
% — —

figure(2)

%title("Vector PotencialMagnetico A")
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quiver(two_d_nodes(:,1),two_d_nodes(:,2),Ux,Uy);
%x=[nodes(3,1) nodes(4,1) nodes(9,1)];
%y=[nodes(3,2) nodes(4,2) nodes(9,2)];
%oplot(x,y);

U=zeros(N_n,2);

U(1:N_n,1)=Ux;

U(1:N_n,2)=Uy;

clear XYFIF2TFGFgGl1G2f
% — —
e PARAMETRO DE ORDEN

% — —

%------ Ensamblaje matrices de rigidez por elemento normalizado-------------
symsalf bet

M1=zeros(3,3);

N(1,1)=1-alf-bet;

N(1,2)=bet;

N(1,3)=alf;

fori=1:1:3

for j=1:1:3
M1(i,j)=int(int(N(1,)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);

end

end

G11=Ks*Ks*double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,1)*N(1,1),alf,0,1-
bet),bet,0,1));
G12=Ks*Ks*2*double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,1)*N(1,2),alf,0,1-
bet),bet,0,1));
G13=Ks*Ks*2*double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,1)*N(1,3),alf,0,1-
bet),bet,0,1));
G14=Ks*Ks*double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,3)*N(1,3),alf,0,1-
bet),bet,0,1));
G15=Ks*Ks*double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,2)*N(1,2),alf,0,1-
bet),bet,0,1));
G16=Ks*Ks*2*double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,2)*N(1,3),alf,0,1-
bet),bet,0,1));
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F11=zeros(1,3);

F12=zeros(1,3);

F13=zeros(1,3);

Fl14=zeros(3,1);

F15=zeros(3,1);

F16=zeros(3,1);

fori=1:1:1

for j=1:1:3
F11(i,j))=Ks*int(int(N(1,1)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F12(i,j))=Ks*int(int(N(1,2)*N(1,)),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F13(i,j)=Ks*int(int(N(1,3)*N(1,)),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F14(j,)=Ks*int(int(N(1,1)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F15(j,1)=Ks*int(int(N(1,2)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F16(j,1)=Ks*int(int(N(1,3)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);

end
%fp----mmmmmmmm Ensamblaje Matriz de rigidez global
clear COC1CC2Ad

d = ones(3,3);
C0=zeros(3,2);
Cl=zeros(3,3);
C2=zeros(3,3);
C=zeros(3,3);
A=zeros(6,6);
Kd=sparse(N_n*2,N_n*2);
Ki=sparse(N_n*2,N_n*2);

fori = 1:1:N_e-one_d_elements

nl =two_d_elements(i,1); n2 = two_d_elements(i,2); n3 = two_d_elements(i,3);
d(1,2) = nodes(n1,1); d(1,3) = nodes(n1,2);

d(2,2) = nodes(n2,1); d(2,3) = nodes(n2,2);

d(3,2) = nodes(n3,1); d(3,3) = nodes(n3,2);

J =(det(d)); %-----Jacobiano por elemento-------------------

C0(1,1)=(nodes(n2,2)-nodes(n3,2))/J;
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C0(1,2)=(nodes(n3,1)-nodes(n2,1))/J;
C0(2,1)=(nodes(n3,2)-nodes(n1,2))/J;
C0(2,2)=(nodes(n1,1)-nodes(n3,1))/J;
CO0(3,1)=(nodes(n1,2)-nodes(n2,2))/J;
C0(3,2)=(nodes(n2,1)-nodes(n1,1))/J;
C1=CO0*transpose(C0)*J*0.5;

C2(1:3,1:3)=G11*(U(n1,1)."2+U(n1,2)."2)+G12*(U(n1,1)*U(n2,1)+U(n1,2)*U(n2,2)
)+G13*(U(n1,1)*U(n3,1)+U(n1,2)*U(n3,2))+G14*(U(n3,1).72+U(n3,2)."2)+G16*(U
(n2,1)*U(n3,1)+U(n2,2)*U(n3,2))+G15*(U(n2,1).~2+U(n2,2)."2);

C=C1+C2*J;

A(1:3,1:3)=C;

A(4:6,4:6)=C;

A(1:3,4:6)=U(n1,1)*C0(;,1)*F11*J+U(n1,2)*CO0(:,2)*F11*J+U(n2,1)*CO(;,1)*F12*J+
U(n2,2)*C0(:,2)*F12*J+U(n3,1)*C0(:,1)*F13*J+U(n3,2)*CO0(;,2)*F13*J-
U(n1,1)*F14*transpose(CO(:,1))*J-U(n1,2)*F14*transpose(CO0(:,2))*J-
U(n2,1)*F15*transpose(C0(:,1))*J-U(n2,2)*F15*transpose(CO0(:,2))*J-
U(n3,1)*F16*transpose(C0(:,1))*J-U(n3,2)*F16*transpose(CO0(:,2))*J;
A(4:6,1:3)=transpose(A(1:3,4:6));

%p-----mmmmm- Ensamblaje matriz Ki y Kd
nump=N_n;

Ki(n1,n1)=Ki(n1,n1)+A(1,1);

Ki(n1,n2)=Ki(n1,n2)+A(1,2);

Ki(n1,n3)=Ki(n1,n3)+A(1,3);

Ki(n2,n1)=Ki(n2,n1)+A(2,1);
Ki(n2,n2)=Ki(n2,n2)+A(2,2);
Ki(n2,n3)=Ki(n2,n3)+A(2,3);

Ki(n3,n1)=Ki(n3,n1)+A(3,1);
Ki(n3,n2)=Ki(n3,n2)+A(3,2);
Ki(n3,n3)=Ki(n3,n3)+A(3,3);

Ki(n1,n1+N_n)= Ki(n1,n1+N_n)+A(1,4);
Ki(n1,n2+N_n)= Ki(n1,n2+N_n)+A(1,5);
Ki(n1,n3+N_n)= Ki(n1,n3+N_n)+A(1,6);
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Ki(n2,n1+N_n)= Ki(n2,n1+N_n)+A(2,4);
Ki(n2,n2+N_n)= Ki(n2,n2+N_n)+A(2,5);
Ki(n2,n3+N_n)= Ki(n2,n3+N_n)+A(2,6);

Ki(n3,n1+N_n)= Ki(n3,n1+N_n)+A(3,4);
Ki(n3,n2+N_n)= Ki(n3,n2+N_n)+A(3,5);
Ki(n3,n3+N_n)= Ki(n3,n3+N_n)+A(3,6);

Ki(n1+nump,nl)= Ki(hl+nump,nl)+A(4,1);
Ki(n1+nump,n2)= Ki(nl+nump,n2)+A(4,2);
Ki(n1l+nump,n3)= Ki(n1+nump,n3)+A(4,3);
Ki(n1+nump,n1+nump)= Ki(nl+nump,n1+nump)+A(4,4);
Ki(n1l+nump,n2+nump)= Ki(n1+nump,n2+nump)+A(4,5);
Ki(n1+nump,n3+nump)= Ki(n1+nump,n3+nump)+A(4,6);

Ki(n2+nump,nl)= Ki(n2+nump,n1)+A(5,1);
Ki(n2+nump,n2)= Ki(n2+nump,n2)+A(5,2);
Ki(n2+nump,n3)= Ki(n2+nump,n3)+A(5,3);
Ki(n2+nump,n1l+nump)= Ki(n2+nump,n1+nump)+A(5,4);
Ki(n2+nump,n2+nump)= Ki(n2+nump,n2+nump)+A(5,5);
Ki(n2+nump,n3+nump)= Ki(n2+nump,n3+nump)+A(5,6);

Ki(n3+nump,nl)= Ki(n3+nump,n1)+A(6,1);
Ki(n3+nump,n2)= Ki(n3+nump,n2)+A(6,2);
Ki(n3+nump,n3)= Ki(n3+nump,n3)+A(6,3);
Ki(n3+nump,n1l+nump)= Ki(n3+nump,n1+nump)+A(6,4);
Ki(n3+nump,n2+nump)= Ki(n3+nump,n2+nump)+A(6,5);
Ki(n3+nump,n3+nump)= Ki(n3+nump,n3+nump)+A(6,6);

Kd(n1,n1)=Kd(n1,n1)+J*M1(1,1);
Kd(n1,n2)=Kd(n1,n2)+J*M1(1,2);
Kd(n1,n3)=Kd(n1,n3)+J*M1(1,3);

Kd(n2,n1)=Kd(n2,n1)+J*M1(2,1);
Kd(n2,n2)=Kd(n2,n2)+J*M1(2,2);
Kd(n2,n3)=Kd(n2,n3)+J*M1(2,3);

Kd(n3,n1)=Kd(n3,n1)+J*M1(3,1);
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Kd(n3,n2)=Kd(n3,n2)+J*M1(3,2);
Kd(n3,n3)=Kd(n3,n3)+J*M1(3,3);

Kd(n1,n1+nump)= Kd(nl1,n1+nump);
Kd(n1,n2+nump)= Kd(n1,n2+nump);
Kd(n1,n3+nump)= Kd(n1,n3+nump);

Kd(n2,n1+nump)= Kd(n2,n1+nump);
Kd(n2,n2+nump)= Kd(n2,n2+nump);
Kd(n2,n3+nump)= Kd(n2,n3+nump);

Kd(n3,n1+nump)= Kd(n3,n1+nump);
Kd(n3,n2+nump)= Kd(n3,n2+nump);
Kd(n3,n3+nump)= Kd(n3,n3+nump);

Kd(n1+nump,nl)= Kd(nl+nump,nl);
Kd(n1+nump,n2)= Kd(nl+nump,n2);
Kd(n1+nump,n3)= Kd(n1+nump,n3);
Kd(n1+nump,n1+nump)= Kd(n1+nump,nl+nump)+J*M1(1,1);
Kd(n1+nump,n2+nump)= Kd(nl+nump,n2+nump)+J*M1(1,2);
Kd(n1+nump,n3+nump)= Kd(n1+nump,n3+nump)+J*M1(1,3);

Kd(n2+nump,nl)= Kd(n2+nump,nl);
Kd(n2+nump,n2)= Kd(n2+nump,n2);
Kd(n2+nump,n3)= Kd(n2+nump,n3);
Kd(n2+nump,n1+nump)= Kd(n2+nump,n1+nump)+J*M1(2,1);
Kd(n2+nump,n2+nump)= Kd(n2+nump,n2+nump)+J*M1(2,2);
Kd(n2+nump,n3+nump)= Kd(n2+nump,n3+nump)+J*M1(2,3);

Kd(n3+nump,nl)= Kd(n3+nump,nl);
Kd(n3+nump,n2)= Kd(n3+nump,n2);
Kd(n3+nump,n3)= Kd(n3+nump,n3);
Kd(n3+nump,nl+nump)= Kd(n3+nump,nl+nump)+J*M1(3,1);
Kd(n3+nump,n2+nump)= Kd(n3+nump,n2+nump)+J*M1(3,2);
Kd(n3+nump,n3+nump)= Kd(n3+nump,n3+nump)+J*M1(3,3);

%oclear A
end
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% ———

% CALCULO DE EIGENVALORES Y EIGENVECTORES------------
% —— ——— —

[V2,D2]=eigs(Ki,Kd,10,0);

D3=zeros(1,10);

fori=1:1:10

D3(1,))=D2(i,i);

end

all=min(D3);

fori=1:1:10
if D2(i,i)==all
al2=i;
end
end
all=alz;
toc
) ——_——
Ofp---mmmmmmmm e GRAFICA DEL PARAMETRO DE ORDEN
% ——_——

Mol=sparse(nump,2*nump);
fori=1:1:nump
Mol(i,i)=V2(i,all);
Mol(i,i+nump)=V2(i+nump,all);
end

Mo=Mol*V2(;,all);

%p--------m-m--- Grafica parametro de orden. Superficie

figure(3)
trisurf(two_d_elements,two_d_nodes(:,1),two_d_nodes(:,2),M0.”0.5,'Edgecolor’,'none’
)

shadinginterp

title('Parametro de Orden GL','fontsize',14)

% —_

% FINAL CODIGO-----




%-- %

%p---------- SIMULACION MODELO TDGL 2D GINZBURG LANDAU----- %
%-- %

cle

clf

close all

clear ND2V2KiKdCCOC1C2M1AdMolMoKf

clearall

Q=== mmm e e e -%

% LECTURA ARCHIVO DE MALLADO GMSH
% %

file =();

N_n  =dImread(file,",[5-1 1-1 5-1 1-1]);
N_e =dlmread(file,",[7+N_n 0 7+N_n 0]);

node_id = dlImread(file,",[5 0 4+N_n 0]);
nodes  =dlmread(file,",[5 1 4+N_n 3]);
elements = dImread(file,",[8+N_n 0 7+N_n+N_e 7]);

% — —

% INGRESO DE DATOS INICIALES

% ——-

ks=10; % Coeficiente de GL

He=3.5; % Campo externo aplicado

T=0.4; % Tiempo Total(s)
Phi=zeros(N_n,2);

A=zeros(N_n,2); % Vector Potencial inicial
fori=1:1:N_n

Phi(i,1)=0.8; % Parametro de orden parte real inicial
Phi(i,2)=0.6; % Parametro de orden parte imaginaria inicial
end

dt=0.05; % Intervalo de tiempo

%------- Geometria 2D e

two_d_nodes = nodes(:,1:2);
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elem_type =elements(:,2);

%--- Halla el indice inicial de los elementos 2D
two_ind = 1;

fori=1:N_e

if(elem_type(i) ~= 2)

two_ind =two_ind+1;

end

end

% _—

two_d_elements(1:N_e-two_ind,1:3) = 0;
k=1;

fori = two_ind:N_e
two_d_elements(k,1:3) = elements(i,6:8);
k = k+1;

end

%---- Grafica de Mallado --

%figure(1)
%triplot(two_d_elements(;,1:3),two_d_nodes(:,1),two_d_nodes(:,2),'k")
%xlabel("X','fontsize’,14)
%ylabel ("Y', 'fontsize’,14)

%title('Mallado de Dominio', fontsize',14)
%fh = figure(1);

%set(fh, 'color’, ‘white");

%hold on

%x=nodes(34,1);

%y=nodes(34,2);

%plot(x,y,™";

% ——-
Qo-----mmmmm e PARAMETRO DE ORDEN
% ——-

tic

%------ Ensamblaje matrices de rigidez por elemento normalizado-------------
symsalf bet
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Co=zeros(3,3);

N(1,1)=1-alf-bet;

N(1,2)=bet;

N(1,3)=alf;

%p---------- Matriz Co para para temporal de modelo GL

fori=1:1:3

for j=1:1:3
Co(i,j)=int(int(N(1,i)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);

end

end

Z2=-C0*0.5;

%-Elementos para terminos de integral de modulo Vector Potencial y Parametro---

G1l1=double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,1)*N(1,1),alf,0,1-bet),bet,0,1));

G12=double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,1)*N(1,2),alf,0,1-bet),bet,0,1));

G13=double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,1)*N(1,3),alf,0,1-bet),bet,0,1));

Gl4=double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,3)*N(1,3),alf,0,1-bet),bet,0,1));

G15=double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,2)*N(1,2) alf,0,1-bet),bet,0,1));

G16=double(int(int(transpose(N(1,:))*N(1,:)*N(1,2)*N(1,3),alf,0,1-bet),bet,0,1));

%---Elementos para terminos de parte imaginaria

F11=zeros(1,3);

F12=zeros(1,3);

F13=zeros(1,3);

Fl14=zeros(3,1);

F15=zeros(3,1);

F16=zeros(3,1);

fori=1:1:1

for j=1:1:3
F11(i,j)=(1/(2*ks))*int(int(N(1,1)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F12(i,j)=(1/(2*ks))*int(int(N(1,2)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F13(i,j)=(1/(2*ks))*int(int(N(1,3)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F14(j,1)=(2/(2*ks))*int(int(N(1,1)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F15(j,1)=(2/(2*ks))*int(int(N(1,2)*N(1,)),alf,0,1-bet),bet,0,1);
F16(j,1)=(2/(2*ks))*int(int(N(1,3)*N(1,j),alf,0,1-bet),bet,0,1);

end

end

% Matriz Temporal para Vector Potencial-----------------

S11=double(int(int(transpose([N(1,1) N(1,2) N(1,3) 0 0 0;0 0 0 N(1,1) N(1,2)

N(1,3)D*[N(1,1) N(1,2) N(1,3) 00 0;0 0 0 N(1,1) N(1,2) N(1,3)],alf,0,1-bet),bet,0,1));
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% Coeficientes para A13
H11l=double(int(int([N(1,1)."4;N(1,2).72*N(1,1).72;N(1,1).72*N(1,3).”2;2*N(1,1)."3
*N(1,2);2*N(1,1).23*N(1,3);2*N(1,1).~2*N(1,2)*N(1,3)],alf,0,1-bet),bet,0,1));
H12=double(int(int([N(1,1).*3*N(1,2);N(1,2).*3*N(1,1)."1;N(1,1).1*N(1,2)*N(1,3).
A2;2*N(1,1).22*N(1,2).72;2*N(1,3)."1*N(1,2)*N(1,1).72;2*N(1,1).*1*N(1,2).*2*N(1
,3)],alf,0,1-bet),bet,0,1));
H13=double(int(int([N(1,1).*3*N(1,3);N(1,2)."2*N(1,1).*1*N(1,3);N(1,1).*1*N(1,3).
A3;2*N(1,1).22*N(1,2).21*N(1,3);2*N(1,3).72*N(1,1).72;2*N(1,1).*1*N(1,2).*1*N(1
,3).72],alf,0,1-bet),bet,0,1));
H14=double(int(int([N(1,1)."2*N(1,2)."2;N(1,2)."4;N(1,2).72*N(1,3).”2;2*N(1,1)."1
*N(1,2).73;2*N(1,3).21*N(1,1)."1*N(1,2).72;2*N(1,2).*3*N(1,3).*1],alf,0,1-
bet),bet,0,1));
H15=double(int(int([N(1,1)./2*N(1,2).*1*N(1,3);N(1,2).*3*N(1,3);N(1,2).*1*N(1,3).
A3;2*N(1,1).2M1*N(1,2).22*N(1,3);2*N(1,3).72*N(1,1).~1*N(1,2).A1;2*N(1,2).2*N(1
,3).72],alf,0,1-bet),bet,0,1));
H16=double(int(int([N(1,1).2*N(1,3)."2;N(1,2).72*N(1,3)."2;N(1,3)."4;2*N(1,1)."1
*N(1,2).A1*N(1,3).72;2*N(1,3)."3*N(1,1)."1;2*N(1,2).*1*N(1,3)."3],alf,0,1-
bet),bet,0,1));

% Coeficientes para A15
J11=double(int(int(N(1,1)*N(1,2),alf,0,1-bet),bet,0,1));
J12=-double(int(int(N(1,1)*N(1,1),alf,0,1-bet),bet,0,1));
J13=double(int(int(N(1,3)*N(1,1),alf,0,1-bet),bet,0,1));

J14=J12;

J15=J13;

J16=-J11,

J17=double(int(int(N(1,2)*N(1,2),alf,0,1-bet),bet,0,1));

J18=-J11,

J19=double(int(int(N(1,2)*N(1,3),alf,0,1-bet),bet,0,1));

J110=-J11;

J111=J19;

J112=-J17;

J113=J19;

J114=-J13;

J115=double(int(int(N(1,3)*N(1,3),alf,0,1-bet),bet,0,1));

J116=-J15;

J117=J115;

J118=-J19;




144

toc

% — — -
%p------------ Ensamblaje Matriz de rigidez global

% — —

D Definicion de Matrices

K=sparse(N_n*2,N_n*2);

Kl1=sparse(N_n*2,N_n*2);

F=sparse(2*N_n,1);

Fl=sparse(2*N_n,1);

t=0;

n=1;

Phit=zeros(2*N_n,1);

Phit(1:N_n,1)=Phi(:,1);

Phit(N_n+1:2*N_n,1)=Phi(:,2);

At(1:N_n,1)=A(:,1);

At(N_n+1:2*N_n,1)=A(;,2);

Phio=Phit;

PhiO=Phit;

Ao=zeros(2*N_n,1);

A0=Ao;

C=Col/dt;

Al1=S11/dt;

Al3=zeros(6,6);

% ——- ——-

tic

nn=size(two_d_elements);

while t<=T

t

if n==
Phi(:,1)=(Phio(1:N_n,1)+Phit(1:N_n,1))*0.5;
Phi(:,2)=(Phio(N_n+1:2*N_n,1)+Phit(N_n+1:2*N_n,1))*0.5;
A(:,1)=(Ao(1:N_n,1)+At(1:N_n,1))*0.5;
A(:,2)=(Ao(N_n+1:2*N_n,1)+At(N_n+1:2*N_n,1))*0.5;

end

if n>2

Phi(:,1)=1.5*Phit(1:N_n,1)-0.5*PhiO(1:N_n,1);

Phi(:,2)=1.5*Phit(N_n+1:2*N_n,1)-0.5*PhiO(N_n+1:2*N_n,1);
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A(;,1)=1.5*At(1:N_n,1)-0.5*A0(1:N_n,1);
A(:,2)=1.5*At(N_n+1:2*N_n,1)-0.5*A0(N_n+1:2*N_n,1);
end
fori=1:1:nn(1,1)
nl =two_d_elements(i,1); n2 = two_d_elements(i,2); n3 =two_d_elements(i,3);
d = ones(3,3);
Cl=zeros(3,2);
d(1,2) = nodes(n1,1);
d(1,3) = nodes(nl1,2);
d(2,2) = nodes(n2,1);
d(2,3) = nodes(n2,2);
d(3,2) = nodes(n3,1);
d(3,3) = nodes(n3,2);
J =(det(d)); %-----Jacobiano por elemento--------

C1(1,1)=(nodes(n2,2)-nodes(n3,2))/J;
C1(1,2)=(nodes(n3,1)-nodes(n2,1))/J;
C1(2,1)=(nodes(n3,2)-nodes(n1,2))/J;
C1(2,2)=(nodes(n1,1)-nodes(n3,1))/J;
C1(3,1)=(nodes(n1,2)-nodes(n2,2))/J;
C1(3,2)=(nodes(n2,1)-nodes(n1,1))/J;
Z1=(1/(2*ks*ks))*C1*transpose(C1)*J*0.5;

Z3=G11*(A(n1,1).2+A(n1,2)./2)+2*G12*(A(n1,1)*A(n2,1)+A(n1,2)*A(n2,2))+2*G
13*(A(NL,1)*A(n3,1)+A(n1,2)*A(n3,2))+G14*(A(n3,1)./2+A(n3,2)./2)+2*G16*(A(n
2,1)*A(n3,1)+A(n2,2)*A(n3,2))+G15*(A(n2,1)./2+A(n2,2)./2);

Z4=G11*(Phi(n1,1)."2+Phi(n1,2)."2)+2*G12*(Phi(n1,1)*Phi(n2,1)+Phi(n1,2)*Phi(n2
,2))+2*G13*(Phi(n1,1)*Phi(n3,1)+Phi(n1,2)*Phi(n3,2))+G14*(Phi(n3,1).A2+Phi(n3,2
)."2)+2*G16*(Phi(n2,1)*Phi(n3,1)+Phi(n2,2)*Phi(n3,2))+G15*(Phi(n2,1)."2+Phi(n2,
2).72);
BR=Z1+0.5*Z3*J+0.5*Z4*;

%Z2*]

%Z4*0.5*J;

%C*J

BI=J*(A(n1,1)*C1(;,1)*F11+A(n1,2)*C1(;,2)*F11+A(n2,1)*C1(;, 1)*F12+A(n2,2)*C
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1(:,2)*F12+A(n3,1)*C1(;,1)*F13+A(n3,2)*C1(:,2)*F13-
A(nl,1)*F14*transpose(C1(:,1))-A(n1,2)*F14*transpose(C1(:,2))-
A(n2,1)*F15*transpose(C1(:,1))-A(n2,2)*F15*transpose(C1(:,2))-
A(n3,1)*F16*transpose(C1(:,1))-A(n3,2)*F16*transpose(C1(:,2)));
M(1:3,1:3)=C*J+BR+Z2*];

M(4:6,4:6)=M(1:3,1:3);

M(1:3,4:6)=-BlI,

M(4:6,1:3)=Bl,

M1(1:3,1:3)=C*J-BR-Z2*J;

M1(4:6,4:6)=M1(1:3,1:3);

M1(1:3,4:6)=BI;

M1(4:6,1:3)=-Bl,

Poo(1,1)=Phit(n1,1);

Poo(2,1)=Phit(n2,1);

Poo(3,1)=Phit(n3,1);

Poo(4,1)=Phit(n1+N_n,1);

Poo(5,1)=Phit(n2+N_n,1);

Poo(6,1)=Phit(n3+N_n,1);

MO=M1*Poo;
M-transpose(M);
%p---------- Ensamblaje matriz MA y FA. Coeficientes para Vector Potencial---

C0=zeros(6,1);
C0(1,1)=-(nodes(n3,1)-nodes(n2,1))/J;
C0(2,1)=-(nodes(n1,1)-nodes(n3,1))/J;
C0(3,1)=-(nodes(n2,1)-nodes(n1,1))/J;
C0(4,1)=(nodes(n2,2)-nodes(n3,2))/J;
CO0(5,1)=(nodes(n3,2)-nodes(n1,2))/J;
C0(6,1)=(nodes(n1,2)-nodes(n2,2))/J;

A12=0.5*CO*transpose(C0)*J*0.5;

%a=Phi(n1,1)."2+Phi(n1,2)."2;

%b=Phi(n2,1).A2+Phi(n2,2)./2;

%c=Phi(n3,1).*2+Phi(n3,2).72;

%d=Phi(n1,1)*Phi(n2,1)+Phi(n1,2)*Phi(n2,2);

%e=Phi(n1,1)*Phi(n3,1)+Phi(n1,2)*Phi(n3,2);

%f=Phi(n2,1)*Phi(n3,1)+Phi(n2,2)*Phi(n3,2);

%fact=[abcdef];

A13(1:3,1:3)=G11*(Phi(n1,1).~2+Phi(n1,2).A2)+2*G12*(Phi(n1,1)*Phi(n2,1)+Phi(n1,
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2)*Phi(n2,2))+2*G13*(Phi(n1,1)*Phi(n3,1)+Phi(n1,2)*Phi(n3,2))+G14*(Phi(n3,1)./2
+Phi(n3,2).72)+2*G16*(Phi(n2,1)*Phi(n3,1)+Phi(n2,2)*Phi(n3,2))+G15*(Phi(n2,1).A
2+Phi(n2,2)./2);;
%A13(1,2)=fact*H12;
%A13(1,3)=fact*H13;
%A13(2,1)=A13(1,2);
%AL13(2,2)=fact*H14;
%A13(2,3)=fact*H15;
%A13(3,1)=A13(1,3);
%A13(3,2)=A13(2,3);
%A13(3,3)=fact*H16;
Al13(4:6,4:6)=A13(1:3,1:3);
Al4=He*0.5*J*C0;
al=Phi(n1,1)*Phi(n2,2)-Phi(n2,1)*Phi(n1,2);
b1=Phi(n1,1)*Phi(n3,2)-Phi(n3,1)*Phi(n1,2);
c1=Phi(n2,1)*Phi(n3,2)-Phi(n3,1)*Phi(n2,2);
A15(1,1)=-al1*(J11*C0(1,1)+J12*C0(2,1))-b1*(J13*C0(1,1)+J14*C0(3,1))-
c1*(J15*C0(2,1)+J16*C0(3,1));
A15(2,1)=-al*(J17*C0(1,1)+J18*C0(2,1))-b1*(J19*C0(1,1)+J110*C0O(3,1))-
¢1*(J111*C0(2,1)+J112*C0(3,1));
A15(3,1)=-al*(J113*C0(1,1)+J114*C0(2,1))-b1*(J115*C0(1,1)+J116*CO(3,1))-
¢1*(J117*C0(2,1)+J118*C0(3,1));
Al15(4,1)=al1*(-J12*C0(5,1)-J11*C0(4,1))+b1*(-J14*C0(6,1)-
J13*C0(4,1))+c1*(-J16*C0(6,1)-J15*C0(5,1));
A15(5,1)=al1*(-J18*C0(5,1)-J17*C0(4,1))+b1*(-J110*C0(6,1)-
J19*C0(4,1))+c1*(-J112*C0(6,1)-J111*C0(5,1));
A15(6,1)=al1*(-J114*C0(5,1)-J113*C0(4,1))+b1*(-J116*CO(6,1)-
J115*C0(4,1))+c1*(-J118*C0(6,1)-J117*C0(5,1));
%A15
MA=A11*J+A12+0.5*A13*];
Aoo(1,1)=At(n1,1);
Ao00(2,1)=At(n2,1);
A00(3,1)=At(n3,1);
Ao0(4,1)=At(n1+N_n,1);
A00(5,1)=At(n2+N_n,1);
A00(6,1)=At(n3+N_n,1);
FA=(A11*J-A12-0.5*A13*J))*A00+A14-A15*J*(1/ks);




% — —
nump=N_n;

K(n1,n1)=K(n1,n1)+M(1,1);
K(n1,n2)=K(n1,n2)+M(1,2);
K(n1,n3)=K(n1,n3)+M(1,3);

K(n2,n1)=K(n2,n1)+M(2,1);
K(n2,n2)=K(n2,n2)+M(2,2);
K(n2,n3)=K(n2,n3)+M(2,3);

K(n3,n1)=K(n3,n1)+M(3,1);
K(n3,n2)=K(n3,n2)+M(3,2);
K(n3,n3)=K(n3,n3)+M(3,3);

K(n1,n1+N_n)= K(n1,n1+N_n)+M(1,4);
K(n1,n2+N_n)= K(n1,n2+N_n)+M(1,5);
K(n1,n3+N_n)= K(n1,n3+N_n)+M(1,6);

K(n2,n1+N_n)= K(n2,n1+N_n)+M(2,4);
K(n2,n2+N_n)= K(n2,n2+N_n)+M(2,5);
K(n2,n3+N_n)= K(n2,n3+N_n)+M(2,6);

K(n3,n1+N_n)= K(n3,n1+N_n)+M(3,4);
K(n3,n2+N_n)= K(n3,n2+N_n)+M(3,5);
K(n3,n3+N_n)= K(n3,n3+N_n)+M(3,6);

K(n1+nump,nl)= K(nl+nump,nl)+M(4,1);
K(nl+nump,n2)= K(nl+nump,n2)+M(4,2);
K(n1+nump,n3)= K(n1l+nump,n3)+M(4,3);
K(n1l+nump,nl+nump)= K(n1l+nump,nl+nump)+M(4,4);
K(n1l+nump,n2+nump)= K(n1l+nump,n2+nump)+M(4,5);
K(n1+nump,n3+nump)= K(n1+nump,n3+nump)+M(4,6);

K(n2+nump,nl)= K(n2+nump,n1)+M(5,1);
K(n2+nump,n2)= K(n2+nump,n2)+M(5,2);
K(n2+nump,n3)= K(n2+nump,n3)+M(5,3);
K(n2+nump,n1+nump)= K(n2+nump,n1l+nump)+M(5,4);
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K(n2+nump,n2+nump)= K(n2+nump,n2+nump)+M(5,5);
K(n2+nump,n3+nump)= K(n2+nump,n3+nump)+M(5,6);

K(n3+nump,nl)= K(n3+nump,n1)+M(6,1);
K(n3+nump,n2)= K(n3+nump,n2)+M(6,2);
K(n3+nump,n3)= K(n3+nump,n3)+M(6,3);
K(n3+nump,nl+nump)= K(n3+nump,n1l+nump)+M(6,4);
K(n3+nump,n2+nump)= K(n3+nump,n2+nump)+M(6,5);
K(n3+nump,n3+nump)= K(n3+nump,n3+nump)+M(6,6);

F(n1,1)=F(n1,1)+MO(1,1);
F(n2,1)=F(n2,1)+MO(2,1);
F(n3,1)=F(n3,1)+MO(3,1);
F(n1+N_n,1)=F(n1+N_n,1)+MO(4,1);
F(n2+N_n,1)=F(n2+N_n,1)+MO(5,1);
F(n3+N_n,1)=F(n3+N_n,1)+MO(6,1);

% — —

K1(n1,n1)=K1(n1,n1)+MA(1,1);
K1(n1,n2)=K1(n1,n2)+MA(1,2);
K1(n1,n3)=K1(n1,n3)+MA(1,3);

K1(n2,n1)=K1(n2,n1)+MA(2,1);
K1(n2,n2)=K1(n2,n2)+MA(2,2);
K1(n2,n3)=K1(n2,n3)+MA(2,3);

K1(n3,n1)=K1(n3,n1)+MA(3,1);
K1(n3,n2)=K1(n3,n2)+MA(3,2);
K1(n3,n3)=K1(n3,n3)+MA(3,3);

K1(n1,n1+N_n)= K1(n1,n1+N_n)+MA(1,4);
K1(n1,n2+N_n)= K1(n1,n2+N_n)+MA(1,5);
K1(n1,n3+N_n)= K1(n1,n3+N_n)+MA(1,6);

K1(n2,n1+N_n)= K1(n2,n1+N_n)+MA(2,4);
K1(n2,n2+N_n)= K1(n2,n2+N_n)+MA(2,5);
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K1(n2,n3+N_n)= K1(n2,n3+N_n)+MA(2,6);

K1(n3,n1+N_n)= K1(n3,n1+N_n)+MA(3,4);
K1(n3,n2+N_n)= K1(n3,n2+N_n)+MA(3,5);
K1(n3,n3+N_n)= K1(n3,n3+N_n)+MA(3,6);

K1(nl+nump,nl)= K1(nl+nump,n1)+MA(4,1);
K1(nl+nump,n2)= K1(nl+nump,n2)+MA(4,2);
K1(nl+nump,n3)= K1(nl+nump,n3)+MA(4,3);
K1(nl+nump,nl+nump)= K1(nl+nump,nl+nump)+MA(4,4);
K1(n1+nump,n2+nump)= K1(nl+nump,n2+nump)+MA(4,5);
K1(n1+nump,n3+nump)= K1(n1+nump,n3+nump)+MA(4,6);

K1(n2+nump,nl)= K1(n2+nump,n1)+MA(5,1);
K1(n2+nump,n2)= K1(n2+nump,n2)+MA(5,2);
K1(n2+nump,n3)= K1(n2+nump,n3)+MA(5,3);
K1(n2+nump,n1l+nump)= K1(n2+nump,nl+nump)+MA(5,4);
K1(n2+nump,n2+nump)= K1(n2+nump,n2+nump)+MA(5,5);
K1(n2+nump,n3+nump)= K1(n2+nump,n3+nump)+MA(5,6);

K1(n3+nump,nl)= K1(n3+nump,nl)+MA(6,1);
K1(n3+nump,n2)= K1(n3+nump,n2)+MA(6,2);
K1(n3+nump,n3)= K1(n3+nump,n3)+MA(6,3);
K1(n3+nump,n1+nump)= K1(n3+nump,nl+nump)+MA(6,4);
K1(n3+nump,n2+nump)= K1(n3+nump,n2+nump)+MA(6,5);
K1(n3+nump,n3+nump)= K1(n3+nump,n3+nump)+MA(6,6);

F1(n1,1)=F1(n1,1)+FA(1,1);
F1(n2,1)=F1(n2,1)+FA(2,1);
F1(n3,1)=F1(n3,1)+FA(3,1);
F1(n1+N_n,1)=F1(n1+N_n,1)+FA(4,1);
F1(n2+N_n,1)=F1(n2+N_n,1)+FA(5,1);
F1(n3+N_n,1)=F1(n3+N_n,1)+FA(6,1);

end

%---Calculo de Parametro de Orden y Vector Potencial
if n>3
PhiO=Phit;
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AO0=At;
end
Phit=K\F;
if n==1

K\F;
end

At=K1\F1;

%At=pcg(K1,F1);
9~ Grafica parametro de orden. Superficie
if t==0.4 %)]| t==8 || t==10 || t==40

MoZl=sparse(nump,2*nump);
fori=1:1:nump
Mo1(i,i)=Phit(i,1);
Mo1(i,i+nump)=Phit(i+nump,1);
end

Mo=Mo1*Phit(:,1);
figure(n)

trisurf(two_d_elements,two_d_nodes(:,1),two_d_nodes(:,2),Mo)%'Edgecolor’,'none")
shadinginterp
title('Parametro de Orden GL','fontsize’,14);
end
% —— ——
%figure(n)
%Ux=At(1:N_n);
%Uy=At(N_n+1:2*N_n);
%quiver(two_d_nodes(:,1),two_d_nodes(:,2),Ux,Uy);
0p---- —— —_—
n=n+1;
t=n*dt;
clear K K1 FF1
K=sparse(N_n*2,N_n*2);
Kl1=sparse(N_n*2,N_n*2);
F=sparse(2*N_n,1);
Fl=sparse(2*N_n,1);
end
toc
% FINAL CODIGO-----
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GLOSARIO

C

Campo Magnético Critico
Campo aplicado por encima del cual
la muestra superconductora
retorna a su estado normal
conductor. - 24

muestra superconductora. - 16,
35, 49, 58, 114
Longitud de Penetracion
Longitud en la cual el campo
magnético externo ingresa al
volumen de la muestra
superconductora. - 23

D

Densidad de corriente critica
Valor de la densidad de corriente
eléctrica por encima de la cual el
material pierde la propiedad de
supercoductor. - 23, 25, 26, 36
Diagrama de fase magnético H-T.
Curva en el plano gue representa la
variacion del campo magnético
en funcién de la temperatura. - 25

E

Efecto Meissner
Propiedad particular de la
superconductividad en la cual el
material presenta repulsion casi
total del campo magnético
aplicado en su interior. - 22

L

Longitud de coherencia
Longitud que mide la variacion del
parametro de orden desde la
superficie hacia el interior de la

M

Modelo Estacionario
Modelo GL en el cual no se
considera la variable temporal. -
47,58
Modelo GL
Modelo matematico basado en las
propiedades termodindmicas del
estado superconductor. Fue
desarrollado por Landau y
Ginzburg para explicar el
fendmeno desde un punto de vista
mascroscopico. - 11, 12, 17, 32,
33, 34, 35, 37, 38, 45, 46, 47, 48,
49, 52, 58, 60, 121, 122, 123, 142
Modelo lineal
Modelo GL que consiste en una
aproximacion para valores del
parametro de orden cercanos a
cero, es decir cerca de la frontera
del diagrama H-T. - 12, 49, 50,
51, 52, 58, 59, 60, 62, 74, 87, 89,
90, 110, 115, 116, 119, 121, 124
Modelo TDGL
Modelo GL que considera al tiempo
dentro de sus variables. - 12, 37,



53, 64, 87, 88, 92, 99, 115, 116,
119, 123, 124

P

Par de Cooper
Par apareado de electrones que
explican el origen de la
superconductividad desde la
mecanica cuantica. - 34, 36
Parametro de orden
Variable del modelo GL que
representa la densidad de pares de
Cooper dentro de la muestra
superconductora. - 14, 16, 17, 32,
33, 34, 35, 40, 42, 43, 46, 48, 49,
50, 52, 53, 60, 61, 67, 68, 69, 71,
73,76, 77,79, 80, 87, 88, 89, 91,
93, 114, 116, 117, 123

153

Agquellos superconductores donde la
relacién entre la longitud de
penetracion y la de coherencia es
mayor o igual a la raiz de 1/2 -
14, 15, 28, 31, 38, 39, 40, 42, 58,
88

Superelectrones

Electrones en estado
superconductor, o pares de
Cooper. - 25, 71, 79, 86, 87

S

Superconductividad
Fenémeno electromagnético de la
materia, considerado como un
estado estable de la misma, y que
se caracteriza por presentar
resistencia electrica nula 'y
diamagnetismo perfecto - 11, 13,
14,18, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 28,
32, 33, 34, 36, 113, 118
Superconductores tipo |
Aguellos superconductores donde la
relacion entre la longitud de
penetracion y la de coherencia es
menor a laraiz de 1/2 - 14, 30,
32, 38, 42,58, 61
Superconductores tipo Il

T

Temperatura critica
Temperatura por debajo la cual el
fendmeno de la
supercondcutividad es estable -
16, 20, 22, 28, 33, 41
Teoria BCS
Teoria cuéntica de la
superconductividad. - 11, 28, 33,
37

\Y,

Vortices de Abrikosov

Efecto que se presenta en los
superconductores tipo Il cuando
en ellos se sobrepasa el primer
campo critico. A traves de lo
vortices el flujo del campo
magnético penetra por cuantos de
flujo - 38, 39, 59, 61, 65, 66, 67,
72,74,75,76,77,78, 80, 81, 88,
90, 93, 95, 97, 100
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ACRONIMOS

Modelo GL: Modelo de Ginzburg-
Landau

MEF: Método de los Elementos
Finitos

Modelo BCS: Modelo Bardeen-
Cooper-Schrieffer

Modelo TDGL: Time Dependent
Ginzburg-Landau Model (Modelo
Temporal de Ginzburg-Landau)

CERN: Conseil Europeen pour la
Recherche Nucleaire (Concejo
Europeo para la Investigacion Nuclear)

SQUID: Superconducting Quantum
Interference Devices (Dispositivos
Superconductores de Interferencia
Cuéntica)

Técnica pSR: Muon Spin Rotation
Technique (Técnica de Rotacion del
Spin del Mudn)

HTSC: High-Temperature
Superconductors (Superconductores de
Alta Temperatura)

CBE: Condensado Bose-Einstein

Método LCNG: Linear Crank-
Nicolson-Garlekin Method (Método
Lineal de Crank-Nicolson-Garlekin)

MRPG: Método de los Residuos
Ponderados de Garlekin

Modelo LGL: Lineal Ginzburg-
Landau Model (Modelo Lineal de
Ginzburg-Landau)
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SIMULACION DE LOS VORTICES DE
ABRIKOSOV EN MATERIALES
SUPERCONDUCTORES UTILIZANDO
ELEMENTOS FINITOS APLICADO AL MODELO
GL

La superconductividad es uno de los fendmenos mas estudiados por la
fisica actual dada las importantes aplicaciones practicas que conlleva. Para
comprender este fendmeno existen diversos modelos, entre los cuales el
modelo Ginzburg-Landau (GL) es béasico para el estudio de la
superconductividad y del fenbmeno de los vortices de Abrikosov. Como
muchos otros modelos matematicos de la fisica, el modelo GL requiere la
aplicacion de técnicas numeéricas para su resolucién, en donde el Método de
los Elementos Finitos (MEF) destaca por su versatilidad.

En el presente trabajo se simula el fenémeno los vortices de Abrikosov
sobre diversas geometrias, especialmente 2D, a través del desarrollo de cddigos
computacionales aplicados en Matlab y utilizando MEF para resolver el
modelo GL estacionario y no estacionario con el fin de comprender el
comportamiento de la vorticidad en materiales superconductores.



