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PREFACIO

El objetivo principal al desarrollar este tema de tesis “Aplicacion
del Método de Elementos de Contorno en la Solucion de Problemas
de Elasticidad Bidimensional”, era crear un programa que
permita resolver sistemas eldsticos bidimensionales. Para ello fue
preciso partir desde el significado de la solucion de la ecuacion
diferencial, explicar las diferencias principales que tiene con el
Meétodo de los Elementos Finitos, describir la explicacion general
del Meétodo de Elementos de Contorno, realizar el desarrollo
matemdatico para de ahi llegar al desarrollo numérico por partes, y
finalmente la creacion de las principales subrutinas que forman el
programa.

El cddigo final en fortran del programa y la corrida de varios
ejemplos para indicar su funcionamiento.



PROLOGO

Modelar la realidad es una tarea todavia inconclusa y que presenta
desafios cada vez mayores. Las herramientas disponibles en la
actualidad nos han permitido esta evolucion.

Del andlisis estructural la modelacion de sistemas discretos es de mds
facil entendimiento debido a que descartamos algunos esfuerzos de los
elementos dependiendo de como estos trabajen. En el andlisis continuo
bi y tridimensional se requiere de mejores habilidades para determinar
los esfuerzos principales; este reto bastante desarrollado ha sido
estudiado ya por algun tiempo con la utilizacion de elementos finitos,
pero la intencion era demostrar que existen otras maneras de enfocar el
problema y de llegar a una resultado y que a veces estas soluciones son
mas efectivas.

Es por esto que escogi este tema la “Aplicacion del Método de
Elementos de Contorno en la Solucion de Problemas de Elasticidad
Bidimensional”, porque simplifica el entendimiento de un elemento
bidimensional hasta llegar a resolverlo como un elemento
unidimensional, basdndose en muchos principios del Método de los
Elementos Finitos, MEF, pero modelando de mejor manera los
contornos.

Considero que es un aporte para continuar el desarrollo del Método y la
investigacion utilizandolo en temas de la ingenieria donde se adapta
mejor.

En casos como el de la interaccion suelo — estructura, modelos semi
infinitos, presas, tuneles, excavaciones; los dominios de estos ejemplos
son resueltos mas rapidamente obteniendo sistemas de ecuaciones
reducidos comparados con el Método de los Elementos Finitos.
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CONTENIDO

1. CONCEPTOS BASICOS

1.1 Conceptos Fundamentales

Considera una ecuacion diferencial sencilla aplicada para un dominio unidimensional
desde x=0 hasta x=1.

d%u
22 4 22U —b=0
dx Ec. 1.1

u, es la funcion que gobierna la ecuacion y usualmente la encontramos utilizando un
Método Numérico obteniendo una solucién aproximada. A%se conoce como una
constante positiva y b como una funcion conocida de a.

La solucion de la ecuacion (1.1) se puede encontrar al asumir una variacion de # con
funciones conocidas multiplicadas por coeficientes desconocidos. Estos coeficientes
se pueden hallar forzando la ecuacién (1.1) a que satisfaga una serie de puntos. Esta
es la base del método de colocacion puntual y es lo que se hace cuando utilizamos el
Método de Diferencias Finitas. En elementos finitos la solucion se encuentra
mediante el concepto de distribucion del error en el dominio.

El concepto de distribuir una ecuacién diferencial no es valido Unicamente para
soluciones aproximadas, por lo contrario es un concepto matematico fundamental, que
se puede utilizar en muchas aplicaciones de la ingenieria.

Los ingenieros estamos muy familiarizados con el concepto de trabajo virtual que se
formula generalmente en términos del trabajo realizado por fuerzas internas y
externas. Estos conceptos son también esenciales para estudiar el comportamiento de
las ecuaciones diferenciales y particularmente las condiciones de borde que requieren
para su consistencia.



Para entender lo que significan estos conceptos antes de proponer cualquier
aproximacion, se puede considerar una funciéon w arbitraria y continua en el dominio x
y que sus derivadas son contintias hasta el grado requerido; ahora podemos multiplicar
la ecuacion (1.1) por esta funcion w e integrar en el dominio de x como se indica a
continuacion:

2
fol <37121 + A u— b) wdx = 0

Ec. 1.2

Este concepto utilizado en el Método de Elementos Finitos no es nuevo y se resuelve
integrando por partes asi:

fl{ ey zu—1) Ja +[du | =0
o U dxdx “ wyex dxwo_

Ec. 1.3

Notese que la integracion por partes produce dos términos, uno en el dominio con las
primeras derivadas de u y w, y otra en el contorno que para este caso son dos puntos
x=0yx=1.

Si la funcion W tiene suficientes grados de continuidad se puede integrar por partes
nuevamente obteniendo:

A e -
, udx2 u wdx dxwo ude—

Ec. 1.4



La ecuacion (1.4) es por supuesto equivalente a (1.3) pero se han pasado todas las
derivadas a la funcion de peso w y los términos en x=0 y x=/ nos dan ingreso a las
condiciones de borde requeridas para resolver el problema. En este caso:

du .
u 0 —— serequieren conocer en x=0yenx=1

Ec. 1.5

Notese que la funcién w que al principio era una funcion arbitraria, con cierto grado de
continuidad puede hacerse para satisfacer ciertas condiciones de borde. En el
principio de los desplazamientos virtuales funciones de este tipo se definen como
desplazamientos virtuales pero son asumidas para satisfacer la version homogénea de
los desplazamientos de las condiciones de borde con valor igual a cero en cualquier

punto donde los desplazamientos no son cero; w = 0 en los contornos donde u es

. .. , . . du
conocida. Esto se hace para eliminar los términos de tipo [E w].

En forma general podemos asumir que w y dw/dx pueden tener valores diferentes de
cero en los contornos y esto hace a la ecuacion (1.4) mas general.

El concepto de una funcion arbitraria w usada como una funcién de distribucion se
relaciona no solo con funciones virtuales y consecuentemente con trabajo virtual sino
con la idea de los multiplicadores de Lagrangian. Estas son funciones de tipo w en
orden a satisfacer ciertas ecuaciones que se definiran mejor en los siguientes capitulos.

Asi mismo la ecuacion (1.4) le da al usuario la facilidad de adiestrarse en reconocer el
tipo de condicion de frontera requerida para resolver el problema. Estas condiciones
no han sido explicitamente incorporadas en el problema. Para poder incorporarlas se
debe considerar que las condiciones de borde son:

u=1u enx=0
4 Ec. 1.6
q= ﬁ =q enx=/



Donde las derivadas de # son definidas como ¢. Es usual llamar a la primera condiciéon
de (1. 6) esencial y las que involucran a g derivadas naturales.

Sustituyendo esos valores en la ecuacion (1.4) se obtiene:

jol {uzzTV: + (AV%u — b)w} dx + {[qwly=1 — [qWly=0} — {[ [ dx]x 0}
Ec. 1.7

Es interesante tratar de regresar a la expresion original de (1.2) integrando por partes,
pero esta vez pasando las derivadas de w a u, la primera integracion da:

fl{ dudw+@2 b) }d +[ dw]
i Tx dx u—b)widx udxx1

— [uz—‘;} o + [qwlx=1 — [qW]x=0 — [u 'Z—‘;’]x=1 + [ﬂz_‘;’

Ec. 1.8

’ , . aw .
Notese que solo el término [u E] desaparece, luego de integrar por segunda vez se
x=1

tiene:
fi dzw_i_(/12 bywl d [du ] N du ]
; udx2 u wdx de . I —w
[ dw] + [w] [qw] + [_dw —0
u dx )y qWix=1 — lqW]x=0 T |U dxl._. =

Ec. 1.9

Nuevamente solo el término [qw],—, desaparece, ndtese también que g=du/dxcomo
se definio anteriormente. Agrupando los términos se llega a una expresion mas
interesante, diferente de la formula original (1.4).



1 d2 d
J; {d_xl;W + (A2u — b)W} el Dwhes [(ﬁ —w d_jcv]ﬁo =0

Ec. 1.10

Esta expresion implica que se esta tratando de forzar no solo la satisfaccion de la
ecuacion diferencial sino también la condicion de frontera, es aqui donde se separa el
Método de los Elementos finitos con el Método de los Elementos de Contorno. Las
funciones w y dw/dx pueden ser vistas como multiplicadores de Lagrange.

1.2L.a Ecuacion Poisson

Una ecuacidon importante en el analisis ingenieril es la llamada Ecuacion de Poisson,
que para dos dimensiones se escribe como:

0%u | d%u
a_x§+a_x§_b en 2 Ec. 1.11

Ec. 1.12

2 2
Donde V2( ) =20 4+20

5 se conoce como Laplaciano, x; y x, son las dos
0x% 0x5

coordenadas y b es la funcion conocida de x; y x,. 2es el dominio donde se aplica la
ecuacion y se asume que esta cubierta por [1. La normal exterior al contorno se define

como n. Ver figura 1.1.



X2

1

Figura 1.1: Dominio considerando la ecuacion de Poisson.

Aqui también nace la idea de multiplicar la ecuacion (1.12) por una funcidén arbitraria
w, derivando dos veces da:

j (V2u —b)wd2 =0
0

Ec. 1.13
Integrando por partes en términos de x; y x; se tiene:
f ( Ju dow  Ju dw b )d!2+f ou g=
o \ 0x;0x; 0x,0x, v an "=
Ec. 1.14



En este caso la integracion por partes de los dos términos produce la derivada de u
con respecto a la normal #; que posteriormente llamaremos ¢, g=du/dn.

Integrando por partes se obtiene:

f L d[)+f audf M=o
0 axf” axgu v on" YT

Ec. 1.15
0
ou ow
f {(V*w)u — bw}dn +f —wd —f u—d=0
0 on on
Ec. 1.16
La expresion (1.16) es igual a (1.13) y se puede escribir:
Ju ow
f (V2uw)wdn =] (Vzw)ud.(2+f —wd—j u—d =0
0 0 on on
Ec. 1.17

Donde el término b ha sido eliminado. La ecuacion (1.17) también se puede expresar
en la forma conocida como el Teorema de Green’s.

W—Uu—

ou 6W> p
on on

fg (VPww — (VPw)ulde = f (

Ec. 1.18



Este teorema en muchos casos se da como el punto de partida para muchas
aplicaciones de la ingenieria, incluyendo la formulacion del Método de Elementos de
Contorno. Es mucho maés claro utilizar el concepto de distribucion que ilustra los
grados de continuidad requeridos de las funciones y la importancia del tratamiento de
las condiciones de frontera. En funcién de esto considerar que la frontera [0 del
dominio Q es estudio se divide en dos partes [1; y [J, ([J=[; + [, ) tal que:

u=1u en [

u —

q=5-=qen [ Ec. 1.19

La ecuacion (1.16) se puede escribir como:

— _ow ow
j {(Vzw)u—bw}d.(2+j qwd+f qwd—j u—d—f u—d =0
0 L , L an , on
Ec. 1.20

También se pueden integrar por partes para llegar al Laplaciano original. Para ver la
importancia de las condiciones de borde y como afecta la ecuacion se tiene:

—f U—d—| u—d=0
1

Ec. 1.21

Se puede dividir la integral de TJ en dos partes [1; y [1,, esto da:



f { ow du Jdw Jdu b }d.(2+j ow d"‘j d"‘f =
0 0x,0x; 0x,0x, v on “ w w
1 1 2

f 2 4= 0
Yon ¢~

1

Ec. 1.22

Integrando nuevamente por partes se obtiene:
f {(V>W)w — bw}dn —f wqd +f
n

1
+f qwd f—awd—o
qw ) uan =

2

Twd faw d+f d
qw 16nu 1qw

Ec.1.23

La primera integral se [J se puede escribir nuevamente como la suma de dos
integrales. La [1; puede cancelarse con la integral []; de gw en la siguiente ecuacion,
esto da:

fn (V2w — bw}da — f

2

d+f ow d+f—d f—awd—o
WAGT | GpueT) aweT) w5 s

Ec. 1.24

Que puede ser escrita como:
— _ ow
f (VP — byw}da — f (- Dwd + f (w-Moed=0
0 2 1

Ec. 1.25



Nuevamente se muestra que se trata de satisfacer una ecuacion diferencial en el
dominio y dos tipos de condiciones de frontera, la esencial y la natural. Esto es lo que
se mostrd en la ecuacion (1.10).

10



2. DISCRETIZACION E INTERPOLACION

2.1 Introduccion

Uno de los requerimientos para la modelacion numérica es la descripcion del
problema mediante el conocimiento de sus propiedades como las condiciones de
contorno, las caracteristicas del material, pero estas propiedades se deben expresar de
manera matematica.

La definicion exacta de un contorno requiere la informaciéon de la ubicacion con
respecto a un eje de los puntos que dan la geometria del problema, y un cantidad
infinita de puntos nos indicard una geometria exacta. En nuestro caso solo una
cantidad razonable de informacion sera necesaria para describir la forma del elemento
en estudio.

Los puntos ingresados seran los necesarios para que entre ellos mediante una funcion
se acople a la forma del problema, este mecanismo se conoce como Modelado de
Solidos. Se utiliza para modelar en ingenieria mecéanica la forma de un automovil, en
ingenieria civil para modelar la forma de una excavacion en un tinel.

Existen elementos de contorno de uno y dos dimensiones. Los de una dimension se
utilizan para modelar en dos dimensiones de un espacio cartesiano y los de dos
dimensiones para modelar en tres dimensiones de un espacio cartesiano. Se
consideraran en la presente tesis la modelacion de elementos cartesianos
bidimensionales; es decir con elementos de contorno unidimensionales.

En este capitulo se consideraran los métodos de discretizacion para lo que se crearan
librerias de subrutinas con estos procedimientos.

2.2 Elementos Unidimensionales

Los elementos unidimensionales se utilizan para describir contornos x — y en el plano.

11



El primer paso para la descripcion de un contorno es dividir el contorno con un
nimero razonable de puntos, como se observa en la figura 2.1. A continuacién se
debe aproximar mediante una funcion de interpolacion, la funcion mas simple entre
dos puntos sera una linea recta, esta linea conecta dos nodos i, j y sus posiciones estan
definidas por las coordenadas cartesianas. Para cada elemento es conveniente
describir ejes locales de coordenadas; este procedimiento se mantiene del método de

elementos finitos. A la coordenada local le llamaremos por la letra griega éque sigue
la direccion del elemento y tiene los valores de -1 en el extremo izquierdo, 0 en el
centroy +1 en el otro extremo.

Figura 2.1: Dominio plano, contorno aproximado con elementos lineales

&

[

—0
—0
\J

iy

III
o
A
Ty
Il

a) b)

Figura 2.2: El elemento indicado en a) es global y en b) es local
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Se puede comprobar que las coordenadas locales se representan en funcion de las
coordenadas globales, asi:

N

y(g}_}’s ; x6+}’6 ; Y5 (to
Ec. 2.1

Esta ecuacion se puede verificar al reemplazar &= -1 y &= +1 para tener las

coordenadas de los nodos 5y 6.

Es conveniente para la descripcion de todo el problema describir a los nodos 5y 6 de
una manera global, asi:

X5=x¢
V5= y¢ Primer nodo del elemento e
Xe= €

6=x3 Segundo nodo del elemento e
Ye=y¢

De esta manera se establece un vinculo entre numeracion local y global de nodos.

Se puede reescribir la ecuacion anterior:
1 1
X©)=; (1-9 xf +- (1+ &) x5

v(&)= (1- &) y§ += (1+&) y§
Ec.2.2

De manera abreviada podemos escribir:

13



() = Bt (i)

Ec.2.3

De donde L es el numero de nodos del elemento y N,, son las funciones de forma. En
forma matricial la ecuacion anterior seria:

X=X Nn(g)xﬁ
Ec.2.4

Donde x es el vector que contiene las coordenadas de un punto de un elemento
ey x5es un vector de coordenadas del nodo n del elemento e.

Para el sistema de dos nodos descrito las funciones de forma son como indica
la figura 2.3.

N, (&) A N,

£ 1
> >

g

Figura 2.3: Funciones de forma lineal

1

Ni=7 (1- )
1 Ec. 2.5

o= (1+8)

Las funciones de forma también se pueden expresar como:
_1
Nn_z ( 1+En&)

Ec. 2.6

De donde {=-1enelnodo 1y &=1 enelnodo 2.
14



Se puede utilizar funciones de forma mas complejas mediante el uso de 3
nodos y funciones de forma cuadraticas como su puede ver en la figura 2.4.

a)

Figura 2.4: Elementos cuadrdticos a) en forma global y b) en forma local

Las funciones de forma se expresarian por:

N3(E) = 1- EZ

N, (S)

L Ni(©)

Figura 2.5: Funciones de forma cuadraticas
15



Las funciones de forma externa se pueden obtener sustrayendo la mitad de la funcion
de forma del centro de cada una de las funciones de forma lineal como se indica en la
figura 2.5.

Nn=§ (1+En§)—% N, n=1,2 Ec. 2.7

Las funciones de forma presentadas no han sido obtenidas matematicamente sino de
una manera intuitiva. A estas funciones de forma se las conoce como Funciones de
Forma Serendipitas y se puede ver que tiene las siguientes propiedades:

Nn(&r)= 1
N,(§)= 0 Para i# n

an(E): 1 Ec. 2.8

La obtencion matematica para la obtencion de las funciones de forma anteriores se
logra utilizando los polinomios de Lagrange. Para elementos parabolicos las
funciones de forma de Lagrange se definen como:

Li(&)= Aj1Ai2A;3 Ec. 2.9
De donde:
E- Zn b
A. = Para i£n
mn Ei - in
Ain =1 Parai=n
Ec. 2.10

16



2.3 Elementos Bidimensionales

Para poder describir el contorno de problemas tridimensionales se requieren elementos
bidimensionales. Estos elementos también son utilizados para definir celdas para
evaluar integrales de volumen en problemas del plano bidimensional. Su obtencion es
analoga a la de elementos unidimensionales con la diferencia que se utilizan dos

coordenadas locales (f, , i) como se puede ver en la figura 2.6

(-1.1) A (L1)
40O O 3
>
1 O ok
(& ==L, =-1) (1,1}
a) b)

Figura 2.6: Elementos cuadrildteros a) en forma global b) en coordenadas locales

Las coordenadas cartesianas de un punto con coordenadas intrinsicas( E , 17)se obtienen
por:

X= Z%:l Nn (E ’ I])Xﬁ Ec. 2.11

En donde para los elementos tenemos:

=Yy Ec.2.12

y para celdas:
17
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[

Figura 2.7: Funcion bilineal de las funciones de forma N;

Las funciones de forma bilineal se describen como:

M= (14,8 (1 + m,m)

Ec.2.13

Ec.2.14

Donde la funcion N; se muestra en la figura 2.7 describe una superficie curva

formada por lineas rectas en la direccion &, 5.

n Eﬂ nn
1 -1.0 -1.0
2 1.0 -1.0
3 1.0 1.0
4 -1.0 1.0
5 0.0 -1.0
6 1.0 0.0
7 0.0 1.0
8 -1.0 0.0

18



No(&m) A

Figura 2.8: Funciones de forma para nodos centrales y de esquina

Como se ve en la figura 2.8, se pueden obtener elementos de mayor orden afiadiendo
nodos centrales en los lados. Las funciones de forma para nodos centrales se describen
como:

Nn=% (1+82)(1 + n,m) para n=5, 7 Ec.2.15
N,= (1) (1 + £:8) para n=6, 8 Ec.2.16

Las funciones de forma de esquina se construyen de manera similar a

elementos unidimensionales.
Ec. 2.17

1 1, 1
Ny=, (1- §)(1 — 1) -Ns - -Ng

Ec. 2.18
M=, (1+ (1 = 1) 5Ns - ;Ng

19



N3=% (1+&)(1 + 1) -%Né ; %N7 Ec.2.19
1 1 1
Na=, (1-&)(1 +n) 'EN7 - ENS Ec.2.20

Escribiendo las funciones de forma de esta manera es posible obtener
elementos con varios numeros de nodos eliminando los términos apropiados.
Como ejemplo para un elemento sin nodo intermedio N.- 5, una funcion lineal
es asumida entre los nodos 1 y 2 y las funciones de forma se obtienen
simplemente haciendo a Ns= 0.

1=1 1=3 i=2
1
E ) .
i=2 Q e
(
=3 —8Q r;£ O—»
£
=1 o O ¢
j : 0 O,

Figura 2.9: Elemento Lagrangiano cuadratico, ejes locales

Si el elemento de forma para el elemento cuadratico se obtiene de los polinomios de
Lagrange entonces, existe un nodo adicional en el centro del elemento como se
observo en la figura 2.9 y las funciones de forma vienen dadas por:

Ln(l,]): AllAlel3leszB]3 Ec. 2.21

SiA;ya definida como:

20



A = §-&n Parai£n Ec.2.22
in~ .

§i-&n
A =1 Para i=n Ec.2.23
Entonces
B, =% %n Para j# m Ec.2.24
M-,
Bjm =1 Para j=m Ec.2.25

Donde i y j son las columnas y filas de los nodos esta numeracion se describe
en el grafico anterior. (figura 2.9). Los nodos vienen dados por:

n(l,1)=1 n@2,1)=2 n(3,1)=5
n(1,2)=4 n(2,2)=3 n(3,2)=7

n(1,3)=8 n(2,3)=6 n(3,3)=9 Ec.2.26

SUBRUTINA PARA FUNCIONES DE FORMA UNIDIMENSIONALES

function [N =f_forma(shi, eta,incidencia, nnodos, di nel e)
%mnodos, nunero de nodos por el enento
%li mel e, di mensi 6n del elenento
swi t chdi el e%di nel e, di nensi 6n del el emmto de formm, puede ser
102
case 1 %l emento de forma unidi mensi onal
i fnnodos==2 9% unci ones de forma |ineales
N(1)=0.5*(1.0-shi); %hi, variable de coordenadas intrinsicas
N(2) =0. 5*( 1. O+shi);
el se
N(1)=0.5*(1.0-shi); %hi, variable de coordenadas intrinsicas
N(2) =0. 5* (1. O+shi);
N( 3) =1- shi *shi ;
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N(1)= N(1) - 0.5*N(3);

N(2)= N(2)+ 0.5*N(3);

end

case 2 %l emento de forma bidi nensi onal
ns=1-shi ; ps=1+shi ; ne=1- et a; pe=1+eta; %s, ps, ne, pe vari abl es
t enpor al es

%ta, variable principal intrinsica para el elenmento de forma
bi di mensi onal

i fnnodos==4 % unci ones de forma |ineales
N( 1) =0. 25*ns* ne; N( 2) =0. 25* ps* ne;

N( 3) =0. 25* ps* pe; N( 4) =0. 25* nB* pe;

el se% para funci on de forma no |ineal

N( 1) =0. 25*ns* ne; N( 2) =0. 25* ps* ne;

N( 3) =0. 25* ps* pe; N(4) =0. 25* ns* pe;

i f (incidencia(5)>0) % ncidencia sirve para ver conpb se
comuni can | os nodos

N(5) =0. 5*(1- shi *shi ) *e;
N(1)=N(1)-0.5*N(5);

N(2)=N(2)-0.5*N(5);

end

i f (incidencia(6)>0)

N( 6) =0. 5*( 1- et a*et a) *ps;
N(2)=N(2)-0.5*N(6);

N(3) =N(3)-0.5*N(6);

end

i f (incidencia(7)>0)

N( 7) =0. 5*( 1- shi *shi ) *pe;
N(3)=N(3)-0.5*N(7);

N(4)=N(4)-0.5*N(7);

end

i f (incidencia(8)>0)

N( 8) =0. 5*( 1- et a*et a) *ns;

N(4) =N(4)-0.5*N(8);

N(1)=N(1)-0.5*N(8);

end

end

ot herwi se%rensaj e de error

nensaj e=sprintf (' LA DI MENSI ON | NGRESADA DEL ELEMENTO ES
| NCORRECTA DEBE SER 1 0 2 : % ")

di sp(nensaj e)

end
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2.4Interpolacion

Ademas de definir la forma del elemento para modelar, es necesario definir la
variacion de las cantidades fisicas (desplazamientos, temperatura, traccion,
etc.) en un elemento. Estas se pueden interpolar de los valores a los puntos
nodales.

2.4.1 Elementos Isoparamétricos
El valor de una cantidad ¢ en un punto dentro del elemento e puede describirse como:

q:ZN_n%el Ec.2.27

Donde g&es el valor de la cantidad en el nodo n del elemento e y Np,son las funciones
de interpolacion como se puede ver en la siguiente figura.

Figura 2.10: Variacion de q en un cuadrante de un elemento unidimensional en coordenadas locales.

Para un elemento particular las mismas funciones son utilizadas para el contorno y
para la interpolacion de las cantidades fisicas dentro del elemento, entonces el
elemento es llamado “Isométrico”. (Igual nimero de parametros).

23



q(g.m

Figura 2.11: Interpolacion de q sobre un elemento bidimensional lineal.

La variacion de las cantidades fisicas en la superficie de elementos bidimensionales o
dentro de elementos planos se describe en la figura 2.11.

_ Ec.2.28
a(§, m) =X N, n)qs ‘

Las cantidades fisicas son definidas para cada elemento separadamente, para que asi
puedan ser discontinuas en nodos compartidos por dos elementos como muestra la
siguiente figura. Si las funciones de forma serendipitas o de Lagrange tienen
continuidad C°. Puedenser forzadas entre elementos especificando el mismo valor de
la funcién para cada elemento que comparte el nodo.

g(s)

Element 1 Element 2

Figura 2.12: Variacion de q con variacion discontinua en nodos comunes.
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2.4.2 Elementos Discontinuos

Posteriormente se vera la necesidad o conveniencia de interpolar ¢, no de los nodos
que definen la geometria sino de otros nodos que son movidos dentro del elemento.

g(&) ¥

O

® Nodo geométrico o Mado interpolado

Figura 2.13: Elemento discontinuo unidimensional

Este tipo de elemento sera utilizado en esquinas y bordes para evitar multiples
definiciones del vector de tracciones para elementos unidimensionales lineales como
el indicado en la figura 2.13, tenemos:

— Ec.2.29
‘I(E) =2Nn@%;e ¢

Donde g, € son los valores de ¢ en los nodos de interpolacion y las funciones de
interpolacion son:

N—l@z (dlidz) (dz—E) Ec. 2.30

N_Z(E):(dlidz) (dz‘g) Ec. 2.31

Donde d;, d, son los valores absolutos de las coordenadas intrinsicas de los nodos de
interpolacion.
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Figura 2.14: Elementos cuadraticos discontinuos de una dimension.

Féacilmente se puede verificar que para d;= d,= 1 se obtienen las funciones de forma
para elementos continuos.

Para elementos cuadraticos tenemos:

Ni®)= = @5 1})

No®)= s @8 1})

— Ec. 2.32
N3(&)= m (d-8) (d>+E) ¢

26



3. MODELACION Y SOLUCION
FUNDAMENTAL

3.1 Introduccion

Ademas de especificar la geometria del problema es necesario describir la respuesta
fisica del material de una manera matematica. Esto se puede lograr analizando la
respuesta de elementos diferenciales que representan una porcion del cuerpo.

Las leyes constitutivas establecen una relacion entre deformaciones y esfuerzos. Las
constantes de esas relaciones representan las caracteristicas de las propiedades del
material.

Se pueden distinguir entre Materiales Isotrépicos y Anisotropicosasi como materiales
Homogéneos y No Homogéneos.

En la respuesta del material se puede distinguir si su comportamiento ha sido lineal o
no lineal.

Para los materiales con comportamiento lineal podemos establecer una funcion lineal
entre esfuerzos y deformaciones. Para el caso de comportamiento no lineal esta
relacion dependera del estado de carga del momento porque se puede escribir
unicamente una funcion de incremento y dependen de la historia anterior de
deformaciones.

Para el presente caso del Método de Elementos de Contorno debe existir una solucion,
esta solucion se denomina Solucion Fundamental de la Funcion de Green, por lo
que se requiere un material homogéneo e iso6tropo y con un comportamiento lineal.

La solucidon fundamental debe satisfacer tres condiciones:

- La Ley constitutiva.
- Equilibrio de la conservacion de la energia.
- Compatibilidad o continuidad.

La tltima condicién se satisface automaticamente para soluciones que son continuas
en el dominio. A continuacion se obtendran las ecuaciones diferenciales que gobiernan
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el problema y luego se presentaran las soluciones fundamentales para problemas de
elasticidad, en dos y tres dimensiones.

3.2El Problema de Elasticidad

En mecanica de solidos la relacion entre esfuerzo y deformacion debe establecerse.
Los esfuerzos son fuerzas por unidad e area dentro del sélido, estas se pueden ver al
cortar un solido en planos paralelos a los ejes y mostrando los vectores de traccion que
actiian en estos planos. (ver figura 3.1) Los vectores que actian en los tres planos se
definen como:

GX TyX TZX
t1= Txy th= Oy = Tay
Txz Tyz Oz

Ec. 3.1

Figura 3.1: Esfuerzos actuando sobre las caras de un elemento infinitesimal.

Utilizando sumatorias de momentos igual a cero se obtiene que: Ty =Tyx;Tx, = ToiTyz =
T,y; quedando Unicamente las componentes distintas:

28
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Ec.3.2

En problemas de esfuerzos en el plano, como es el caso de placas sujetas a cargas en el
plano, todos los esfuerzos asociados con la direccion z se asumen como cero: G, = Ty,
=1,,=0.

Los componentes de un vector de traccion ¢ en plano general definido por un vector
normal n {ny, ny, n,} que no es paralelo a uno de los ejes puede ser expresado en

funcion de las componentes de sus esfuerzos; como se puede ver en la figura 3.2.
ty = DOx TNy Ty + 0Ty,
ty = NyOy TN, Tyy + N,Ty, Ec.3.3

t,= nzGZ+nszx + NyTzy

Lt

Figura 3.2: Definicion de vectores de traccion.
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Esfuerzos infinitesimales se definen en términos de desplazamientos den las
componentes X, y, z de las direcciones (uy, uy, u,) como:

ou,
€x=
X ax

Ec.3.4

ou ou
y Z
= +
vz =505,

= Oz | Oux
Vox =5

Se puede colocar en un segundo vector como:

Ty Ec.3.5

€ = BU Ec. 3.6

ux
U= {uy} Ec.3.7
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yB es la matriz de diferenciales.

(9 )
o 0O O
0
0 g 0
0 0 ai
_ z
B=1o o
dy Oy
0 d
d d
o, 0 %

Ec. 3.8

En ciertas circunstancias se pueden hacer simplificaciones en algunas componentes de
esfuerzos haciéndolas igual a cero. Un estado de deformacion plana se puede asumir si
el solido se extiende a lo largo del eje z, la carga es uniforme en esta direccion y u, =0
en todo el dominio. Entonces se tiene €, = yx, = vy, = 0. Otro caso especial es un
estado de deformacion tota, en el cual las derivadas con respecto a la direccion z de
pequenos desplazamientos se toman como cero, pero u, no necesariamente es cero;

esto da:

ou,

du,
’)/ =
yz ay
Ju,
)/Zx = ax

Pudiéndose separa en dos casos:

Ec.3.9

31



1.- Deformacion plana.

2.- Estado de antiplano o estado de torsion de StVenant, donde:

v, = ou,
zZ ay
Ju,
Y. =
zX ax

Ec. 3.10

En un estado de deformacidn plana total es posible tener esfuerzos cortantes como

indica la figura 3.3.

.‘l
¥ o

=

=\

Figura 3.3: Transformacion de esfuerzos en el caso bidimensional.

A veces se requiere determinar las magnitudes de esfuerzos y deformaciones en
direcciones que no coinciden con los ejes globales. Para estos casos la transformacion

de esfuerzos y deformaciones es necesaria. La transformacion de esfuerzos locales &

actuando en planos paralelos da los ejes X, y ,Z a esfuerzos ¢ acutando en planos

perpendiculares a los ejes X, y, z; se puede expresar como:
o=T,o

Que para el caso bidimensional T, se obtiene de:

Ec. 3.11
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cos’a sina —2cos asina
T, = sina cos’a 2sin a cos a
cosasind —cosasina cos’a — sin*a

Ec.3.12

Para la transformacion en el caso tridimensional es conveniente referirse a las
componentes de vectores unitarios en la direccion de los ejes locales como se indica
en la siguiente figura; como ejemplo denotemos:

VX

vi=v1y Ec. 3.13
V12

Como vectores unitarios en la direccion X

‘Z

Figura 3.4: Definicion de vectores unitarios para la transformacion de esfuerzos en 3-D.

De la misma manera v,y v; son vectores unitarios en los ejes ¥ y Z, en términos de
estos vectores la matriz T; se escribe como:
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T — Tall Talz] Fc.3.14
7 To21 To22 ¢
Donde:
vlzx vzzx v32x
2 2 2
Tall = Uiy V2y Vsy Ec.3.15

2 2 2
Uiz V22 U3y

zleUZx 2v2xv3x 2171x173x
’1—'0_12 =_d Zvlyvzy szyv3y 21713,1733, Ec. 3.16
217121722 277221732 217127732

—

UV1ixV1y VaxV2y V3yUszyx
'1"021 = vlyV:LZ v2yv22 v3yv3z Ec. 3.17
L V1ixV1z VaxV2z V3xV3;

leUZy + vlyUZx v2xv3y + v2yv3x lev3y + vlyv3x
ngz = V1yV2z + V1zV2y  V2yVsz + U2zV3y  V1yVUsz + V12V3y
V1xV2z + V1zV2x V2xV3z + V22zV3x V1xV3z + V12V3x

Ec. 3.18
3.3Ecuaciones Constitutivas

La respuesta en materiales elasticos esta dada por la Ley de Hooke, para materiales
isotropicos en tres dimensiones tenemos:

€y = Hox - v (oy+a,)]

y = %[ay — v (0x+07)]

z = %[0'2 — v (oxtay)] Ec. 3.19
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Y 1

1

Xy = GTxy ? yyz =gTyz ’

1

V=1
zx =

Tzx

De donde E es el modulo elastico, v es el modulo de Poisson y G es el mddulo de

cortante y se relacionan por:

Esta ecuacion matricialmente se puede escribir como:

_ E
2(1+v)

E=Co
De donde C se define como:

1 -V -V

-V 1 -V

C= 1 -v -v 1

E

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Una relacion inversa se puede definir como:

o = D¢

(=]

o o Qlm o

o Qlm o o

(=)

Qlm O

Ec.3.20

Ec.3.21

Ec. 3.22

Ec.3.23
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G G 0 0 0

C, 1 G 0 0 0
D=C"'=C, G C 1 0 0 o0
G
0 0 0 C_1 0 0
0 0 0 0 G 0
Gy
G
0 0 0 0 0 o
Ec.3.22
De donde:
_ 1-v . _ v
CI_E(1+v)(1—2v) ;G (1-v) Ec.3.23

La subrutina para formar la matriz D se describe a continuacion:

SUBROUTINE GHMATEQ(X,Y,G,H,FI,DF,KODE,NX,NX1)
!

| ESTA SUBRUTINA OBTIENE LAS MATRICES G Y H Y FORMA

| EL SISTEMA A X = F PARA RESOLVER

| H ES UNA MATRIZ CUADRADA (4*NE,4*NE): G ES RECTANGULAR
(4*NE,6*NE)

!

DIMENSION X(51),Y(51),GNX,NX1),HNX,NX),HW(2,6),GW(2.,6)
DIMENSION FI(100),DFI(150),KODE(150)

COMMON N,L,GE,XNU,INP,IPR
NN=2*N

NE=N/2
DO 20 I=1,NN

DO 11 J=1,NN

11 H(1J)=0.
DO 12 J=1,3*N
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12 G(I,1)=0.

20 CONTINUE
X(N+1)=X(1)
Y(N+1)=Y(1)
|
! OBTIENE LAS MATRCIES GW Y HW PARA CADA PUNTO DE
COLOCACION
! 'Y ELEMENTO DE BORDE
|
DO 40 LL=1,N
DO 40 I=1,N-1,2
IF((LL-I)*(LL-I-1)*(LL-I-2)*(LL-I+N-2)) 22,21,22
21 NODO=LL-I+1
IF((LL.EQ.1).AND.(L.EQ.N-1)) NODO=NODO+N

CALL EXTINEQ(X(LL),Y(LL),X(I),Y(I),X(I+1),Y(I+1),X(I+2),Y 1+2),HW,GW)

CALL LOCINEQ(X(I),Y(I),X(I+1),Y(I+1),X(I+2),Y(I+2),GW,NODO)
GO TO 34
22 CALL
EXTINEQ(X(LL),Y(LL),X(1),Y(I),X(I+1), Y (I+1),X(I+2),Y (I+2), HW,GW)

|

| CONECTA A LAS MATRICES GW Y HW, EN MATRICES GENERALES G Y
H.
!

34 DO 39 K=1,2

DO 38 J=1,6

G(2*LL-2+K,3*I-3+J)=G(2*LL-2+K,3*I-3+])+*GW(K.])
IF(I-N+1) 37,35,37

35 IF(J-5) 37,36,36

36 H(2*LL-2+K,J-4)=H(2*LL-2+K_J-4)+HW(K,J)
GO TO 38
37 HQ2*LL-2+K,2*1-2+])=H(2*LL-2+K,2*-2-+J)+HW(K,J)
38 CONTINUE

39 CONTINUE

40 CONTINUE
|

| OBTIENE LOS COEFICIENTES DIAGONALES DE LA MATRIZ H
|

DO 70 I=1,N

H(2*1-1,2*1-1)=0.

H(2*1,2*1-1)=0.

H(2*1-1,2*1)=0.

H(2*1,2*1)=0.
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DO 60 J=1,N
IF(L.EQ.J) GO TO 60
H(2*1-1,2%1-1)=H(2*1-1,2*1-1)-H(2*1-1,2*]-1)
H(2*1,2*1-1)=H(2*1,2*1-1)-H(2*1,2*J-1)
H(2*1-1,2%1)=H(2*1-1,2*1)-H(2*1-1,2*])
H(2*1,2*1)=H(2*1,2*1)-H(2*1,2*J)
60 CONTINUE
|
I ADICIONA UNO DE LOS COEFICIENTES DIAGONALES PARA
| PROBLEMAS EXTERNOS.
|
IF(H(2*1-1,2*1-1)) 65,70,70
65 H(2*1-1,2*1-1)=1 +H(2*1-1,2*1-1)
H(2*L,2*T)=1.+H(2*1,2*1)
70 CONTINUE
|
| REORDENA LAS COLUMNAS DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE
ACUERDO
| A LAS CONDICIONDE DE BORDE Y FORMA LA MATRIZ A QUE SE
| GUARDA EN H
|
DO 180 I=1,NE
DO 170 J=1,6
IF(KODE(6*1-6+J)) 110,110,170
110 IF((I-NE).NE.0 .OR. J.LT.5) GO TO 125
IF(KODE(J-4)) 115,115,113
113 DO 114 K=1,NN
CH=H(K,J-4)
H(K,J-4)=-G(K,6*1-6+J)*GE
114 G(K,6*1-6+J)=-CH
GO TO 170
115DO 116 K=1,NN
H(K,J-4)=H(K,J-4)-G(K,6*1-6+J)*GE
116 G(K,6*1-6+3)=0.
GO TO 170
125 IF(LEQ.1 .OR. J.GT.2 .OR.KODE(6*I-8+J).EQ.1) GO TO 130
DO 129 K=1,NN
H(K,4*1-4+])=H(K,4*1-4+])-G(K,6*I-6+J)*GE
129 G(K,6*1-6+3)=0.
GO TO 170
130 DO 132 K=1,NN
CH=H(K,4*1-4+1)
H(K,4*1-4+3)=-G(K,6*1-6+J)*GE
132 G(K,6*1-6+J)=-CH
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170 CONTINUE
180 CONTINUE
|
| FORMA EL VECTOR LADO DERECHO Y SE GUARDA EN FI
|
DO 190 I=1,NN
FI(I)= 0.
DO 185 J=1,6*NE
185 FI(I)=FI(1)+G(L,J)*DFI(J)
190 CONTINUE
RETURN
END

En general para un material anisotropico se requieren de 21 propiedades que
generalmente no son posibles de obtener o determinar; sin embargo casos especiales
de anisotropia pueden existir para casos en donde las propiedades son diferentes en
direcciones ortogonales. Se puede definir como un material formado por laminas en
donde la primera y la segunda lamina tienen igual propiedades pero la tercera difiere
como se puede ver en la siguiente figura

Figura 3.5: Definicion de un material estratificado por capas.

Ejemplos de estos pueden ser rocas estratificadas o fibras reforzadas de plasticos, para
materiales estratificados las propiedades se definen como:
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Exr Eyr Ez1
. Tx’y/‘ _ TZIy! _ TZIX!
Gl— — Gz— - -
yxry! yzry! yzixr
Eyr & Eyr
Vl: - L ; V2: - Exr = _ L Ec. 3.24
Exr Ezr Ezr

Para el caso de la presente tesis se realizara la modelacion tnicamente de materiales

isotropicos.

3.4Solucion fundamental

Las ecuaciones que gobiernan el problema se obtienen de la condicion de equilibrio,
para el caso bidimensional tenemos:

5} ot

Zxp Dy b, =0

dx 9y

at do

—2+ —Z+ b, = 0 Ec.3.25
dx 0y

Donde b, y b, son componentes de fuerzas del cuerpo en las direcciones x y y.

Sustituyendo en las ecuaciones 3.13 y con la Ley de Hooke para tension plana se

tiene:
0%uy 0%uy 0%uy 0%uy —
G( 0x2 + 6y2)+ (A + G) (axay + 6x3y) +bx 0
OPuy | uy Ouy | Py p = Ec. 3.26
(/1 + G) (axay + 6x6y)+G(6x2 + ay? )+by =0 o
Donde

vE

= (1+v)(1-2v) Ec. 3.27
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Para problemas de tension plana la solucion fundamental se obtiene para cargas
puntuales en las direcciones x y y de magnitud I, que son distribuidas
infinitamente en las direcciones +z y —z. La solucion fue obtenida por primera
vez por Lord Kelvin.

Ofro. Vol

» o s
‘F Ir.:"'||r.l| _1'|r.l_,l

Figura 3.6: Notacion para la solucion bidimensional de Kelvin cargada en la direccion x.

La solucién para los desplazamientos en las direcciones x y y aplicando una
carga unitaria en la direccion de x se puede escribir como:

Un @ @)=C(CiIn(3) + 1)

Uy (P, Q) = Cryry Ec. 3.28

Con
1 Ec. 3.29

C= enG (1) ; Ci=3-4v

Notese que el primer indice de U se refiere a la direccion de la carga unitaria, mientras
el segundo indice se refiere a la direccion del desplazamiento.
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Se puede observar que mientras la distancia entre el punto P y @ se acerca
infinitamente, debido a que la fuente se distribuye a lo largo de una linea infinita y su
resultado es infinito. Como se vera esto no presenta ninguna dificultad puesto que se
introduce una escala para las coordenadas, que limita la escala maxima a la unida. La
solucion fundamental tiene una singularidad positiva cuando Py Q coinciden.

Oxg . vl

p P ¥
Plxp., Vo

Figura 3.7: Notacion para la solucion bidimensional de Kelvin cargada en la direccion y.

Para la carga unitaria en la direccion y se tiene:
1
Uy (P, 0)=C (C1 In (;) + ryz)
UYX (P: Q) = ny (Py Q) Ec. 3.30

La segunda ecuacion indica la simetria de la solucion.

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:
Ui (P, @) =C (CiIn(3) 8 + 7)) Ec. 3.31
Donde x y y son sustituidas por i y j.
6;j = 1 sii=j
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Que es el Delta de Kronecker.

Para la solucion por el Método de Elementos de Contorno se requiere que
actuen en la superficie con una direccion opuesta normal a n(esfuerzos de
traccion).

La solucion fundamental se obtiene primero calculando la solucion
fundamental para las tensiones y luego aplicando la Ley de Hooke. La
solucion de las tensiones se obtiene derivando la solucion de los
desplazamientos.

Las tracciones al punto Q por la carga unitaria en P en la direccion x se
denotan por:

T (P, Q) =2 (C; + 2r2)cos

Ty (P, O) :% [thrycos 6 + C3 [n,yty — n,xr,x]]

Ec.3.33

1 . X _l
CZ = m 5 C;=1-2v ,C059 = rr.n

Donde @ se define como se observa en las figuras anteriores.

Para la carga unitaria aplicada en y tenemos:
G 2
Ty (P, @) =2 (C5 + 2ry*)cos6
)
Ty (P, O) - [Zr,xr,ycose + C3 [n’yr’x - n,xty]] Ec. 3.34
Pudiéndose escribir ambas expresiones como:
C
Tij (P, Q) :r_; [C36ij + ZT',l'T"jCOSH - C3(1 - 51'])(7’11'7',1' - TliT',j)] Ec. 3.35

Se puede ver que la primera parte de la solucion es simétrica (la primera parte de T~
a la primera parte de T, pero la segunda parte no lo es.
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SUBROUTINE INTEREQ(FIL,DFL,LKODE,CX,CY,X,Y,SSOL,DSOL)

| ESTA SUBRUTINA OBTIENE LOS VALORES DE LAS TENSIONES Y
DESPLAZAMIENTOS
I EN LOS PUNTOS INTERNOS.
|
COMMON N,L,GE,XNU,INP,IPR
DIMENSION FI(100),DFI(150),KODE(150),CX(20),CY(20)
DIMENSION X(51),Y(51),SSOL(60),DSOL(40)
DIMENSION HW(2,6),GW(2,6)
DIMENSION D11(6),D12(6),D22(6),S11(6),S12(6),822(6)
|
| REORDENA LAS VARIABLES FI Y DFI PARA GUARDAR TODOS LOS
VALORES DE LOS DESPLAZAMIENTOS
| EN FI' Y TODOS LOS VALORES DE LAS TRACCIONES EN DFI
|
NE=N/2
DO 180 I=1,NE
DO 170 J=1,6
IF(KODE(6*1-6+J)) 110,110,170
110 IF((I-NE).NE.0 .OR. J.LT.5) GO TO 125
IF(KODE(J-4)) 114,114,113
113 CH=FI(J-4)*GE
FI(J-4)=DFI(6*1-6+J)
DFI(6*1-6+J)=CH
GO TO 170
114 DFI(6*1-6+J)=DFI(J-4)
GO TO 170
125 IF(LEQ.1 .OR. J.GT.2 .OR.KODE(6*I-8+J).EQ.1) GO TO 130
DFI(6*1-6+J)=DFI(6*1-8+J)
GO TO 170
130 CH=FI(4*1-4+J)*GE
FI(4*1-4+J)=DFI(6*1-6+J)
DFI(6*1-6+J)=CH
170 CONTINUE
180 CONTINUE
|
| OBTIENE LOS VALORES DE LAS TENSIONES Y DESPLAZAMIETOS EN
LOS PUNTOS INTERNOS
|
IF(L.EQ.0) GO TO 50
DO 240 K=1,L
SSOL(3*K-2)=0.
SSOL(3*K-1)=0.
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SSOL(3*K)=0.
DSOL(2*K-1)=0.
DSOL(2*K)=0.
DO 230 I=1,NE
CALL EXTINEQ(CX(K),CY(K),X(2*I-1),Y (2*I-
1),X(2*1),Y (2*1), X(2*1+1),Y(2*1+1), HW,GW)
CALL SIGMAEQ(CX(K),CY(K),X(2*I-1),Y (2*I-
1),X(2*D),Y (2*1), X(2*I+1),Y (2*1+1),D11,D12,D22,S11,S12,522)
DO 220 J=1,6
1J4=4*1-4+]
IF(IJ4.GT.(4*NE)) 1J4=]-4
SSOL(3*K-2)=SSOL(3*K-2)+D11(J)*DFI(6*1-6+J)-S11(J)*FI(1J4)
SSOL(3*K-1)=SSOL(3*K-1)+D12(J)*DFI(6*1-6+J)-S12(J)*FI(1J4)
SSOL(3*K)=SSOL(3*K)+D22(J)*DFI(6*1-6+J)-S22(J)*FI(1J4)
DSOL(2*K-1)=DSOL(2*K-1)+GW(1,J)*DFI(6*I-6+J)-HW(1,])*FI(1J4)
220 DSOL(2*K)=DSOL(2*K)+GW(2,J)*DFI(6*1-6+J)-HW(2,J)*FI(1]4)
230 CONTINUE
240 CONTINUE
50 RETURN
END

3.5Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha realizado la descripcion de la respuesta del material de una
manera matematica y hemos obtenido las soluciones de las ecuaciones de gobierno
para cargas simples. Las soluciones son para cargas puntuales en dominio infinitas.
Se ve que la implementacién de estas soluciones ha sido posible expresarla
numéricamente creando funciones.

La solucion de Kelvin no es la tinica que se puede utilizar para un analisis de
contorno. Se puede utilizar cualquier solucion incluso algunas que satisfacen algunas
condiciones de borde de manera explicita. Por ejemplo se puede incluir la condicion
de traccion cero en los bordes en la superficie de contacto; las soluciones obtenidas
formaran las bases para los métodos que se discutiran en el siguiente capitulo.
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4. ECUACIONES INTEGRALES DE
CONTORNO

4.1 Introduccion

Al inicio se explicé la manera de como enfrenta el problema el Método de los
Elementos de Contorno que utiliza el procedimiento implementado de TREFFTZ, que
utiliza funciones que satisfagan exactamente a la ecuacion diferencial dentro del
dominio teniendo este método algunas ventajas, entre las cuales citaremos las
siguientes:

- La solucion obtenida dentro del dominio satisface exactamente a la
ecuacion diferencial.

- Como las funciones son definidas globalmente, no es necesario subdividir
el dominio en elementos.

- La solucion también satisface condiciones de dominios infinitos.

La desventaja es que requerimos soluciones de las ecuaciones diferenciales lo mas
simples posibles, si queremos reducir el tiempo computacional. Las soluciones mas
recomendables son aquellas que involucran concentracion de fuentes o cargas en
dominios infinitos, como se pudo ver el capitulo anterior estas soluciones tienen
algunas propiedades complejas como son las singularidades. La integracion de estas
funciones requiere de especial consideracion.

El método original propuesto por TREFFTZ no sustituye la escritura de programas de
manera general, debido a que sus resultados pueden ser no satisfactorios y no se
asegura su convergencia.

Pero debido a la simplicidad del método, sirve para explicar los principios basicos del
MEC, por lo que se describirad. Sin embargo, hemos desarrollado nuestros programas
con el Método Directo que obtiene su nombre del hecho de que no requiere fuentes
ficticias en el como en el METODO DE TREFFTZ. Puesto que las incégnitas en el
contorno se obtienen directamente en el desarrollo de las ecuaciones integrales.
Utilizaremos el TEOREMADE BETTI que es mas conocido para los ingenieros que
el TEOREMA DE GREEN.
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4.2E1 Métodode TREFFTZ

Para introducir el Método de Trefftz recordemos un problema simple bidimensional de
flujo de calor, considérese un dominio infinito homogéneo con un coeficiente de
conductividad k, donde el calor (g,) fluye inicamente en la direccion vertical (y) como
se ve en la figura 4.1.

4o

(a) (b)

Figura 4.1: Flujo de calor en un dominio infinito caso (a) y (b)

De acuerdo a la Ley de Fourier podemos escribir:

u _ CL ) Ec. 4.1
ax yay k e

Si resolvemos analiticamente para u, la temperatura en un punto Qcon coordenadas x ,
y se obtiene lo siguiente:
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u@@Q) = -2y + ¢ Ec. 4.2

Si asumimos que la temperatura en el centro del circulo es cero, entonces C=0.

Ahora se coloca un aislante de flujo y se ve como la distribucion del flujo y
temperatura cambian, este aislante previene que el flujo ocurra en una direccion

perpendicular a su contorno y se obtiene por:
Ec. 4.3

Donde n {n, ,n,jes el vector normal al contorno del aislante. Notese que la direccion

positiva de este vector apunta desde el dominio infinito hacia el aislante. Para la
solucion obtenida en la ecuacion 4.2, vemos que esta condicion no se satisface, porque
el flujo en la direccion normal al contorno del aislante marcado con puntos en la figura

4.1 se define como:
Ec. 4.4

t@ = nyqo = —qoSin®

Si queremos ver como el aislante cambia la distribucion flujo temperatura, tenemos
que dividir al problema en dos partes. La primera con la solucién trivial ya obtenida,
y la segunda donde al solucion se obtiene de la siguiente condiciéon de contorno:

Ec. 4.5
t®) = _ (@) = qogin(b
Por lo que si sumamos las dos soluciones para un flujo normal al contorno del aislante,

obtenemos:
Ec. 4.6
t=t® + t@® =90

Ahora si la condicion de que el flujo no ocurre en la direccion normal al aislante es
satisfecha, por lo que la solucion final para la temperatura es:

u(Q) = u(a)(Q) + u(b) (Q) Ec. 4.7

4.2.1Solucion aplicando el Método de TREFFTZ

Se selecciona arbitrariamente /N puntos en el contorno del aislante, donde queremos
que se satisfagan las condiciones de frontera, ecuacion 4.5, y otro grupo de puntos
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donde se aplican fuentes “ficticias”. La razén por la que se llaman “ficticias” es
debido a que en realidad no existen pero se toman como parametros de las funciones
de aproximaciones globales. Se debe tener cuidado de donde ubican estos puntos y
este sera la mayor desventaja del método. Deben ubicarse de tal manera que no
influyan en los resultados.

En nuestro caso, el mejor sitio es dentro del aislante. Tampoco se deben colocar
puntos P, cerca de puntos @, puesto que como se dijo antes esto produce soluciones
singulares. En la figura 4.2 se indica como se ubican los puntos ficticios P; y los
puntos de contorno Q;.

&

Figura 4.2: Puntos P para cargas ficticias, Q donde se deben satisfacer las condiciones de contorno.

En el método de TREFFTZ se intenta satisfacer las condiciones de frontera dadas,
ajustando la magnitud de las fuentes ficticias F; aplicadas en los puntos P;, tomando
en cuenta que la solucion fundamental para el flujo en direccion a, que se obtuvo en el
capitulo anterior. T(P, Q), la condicion de frontera en el punto Q; se puede satisfacer
por:

. Ec. 4.8
tDQ)) = ) (PiQF;
i=1

49



Donde T(P;, Q) es el flujo en la direccion n (Qy con la fuente P;, esto también se le
denomina como Coeficientes de Influencia. Se puede también escribir una ecuacion
similar para cada punto de frontera @;, un total de 8 ecuaciones para este ejemplo.

Ec. 4.9
t(b)(Q1) = ?:1(PiQ1)Fi; f(b)(Qz) = ?:1(PiQ2)Fi; etc.

Obteniendo un sistema de ecuaciones que se resuelven para las fuentes ficticias.
Obviamente el nimero de fuentes ficticias depende del niimero de ecuaciones y al
numero de los puntos de frontera Q. Es conveniente tener igual niimero de fuentes
que de puntos de frontera.

Una vez resuelto el sistema y obtenido las fuentes ficticias F;, la temperatura en
cualquier punto @ en la frontera del aislante y en el dominio estan dadas por:

u(Q) =u Q) + u® (@)

Ec. 4.10
Donde
8
uP(Q) = ) U, QF;
i=1
El flujo para un punto Q en las direcciones x y y se obtienen por:
b b
x = qa(c) > qy = QO+Q3(/)
Donde:
e LR
8 Ec. 4.11

ou® ou(p,
dy dy

1
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4.3Método Directo

Como se puede ver en el ejemplo anterior, el Método de TREFFTZ no es valido para
propodsitos generales, no es un método amigable; porque ademas de tener que
especificar puntos en done las condiciones de frontera se deben satisfacer se deben
especificar puntos, un segundo grupo de puntos donde fuerzas ficticias se deben
aplicar. Esto es una condicion que hace al método no aceptable; especialmente para
casos de problemas tridimensionales. Adicionalmente no se puede garantizar la
convergencia del método en caso de aumentar el nimero de puntos Q' y P.

4.3.1Teorema de Betti y Ecuaciones Integrales

Una alternativa al Método de TREFFTZ es el Método Directo, donde se utiliza el
Teorema de BETTI; de esta manera nos libramos de tener que introducir fuentes o
fuerzas ficticias. También se elimina la necesidad de incrementar puntos P, puesto
que ahora los puntos P coinciden con los puntos Q.

Figura 4.3: Aplicacion del Teorema de BETTI, tracciones para el caso de carga 1 y desplazamientos
para el caso de carga 2 para obtener W,.
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Esto significa que el método se volvera mas complicado que el Método de TREFFTZ
porque ahora tenemos que resolver un conjunto de ecuaciones integrales y sobrellevar
las integrales que son singulares.

Sin embargo el Método Directo es mucho mas amigable que el Método de TREFFTZ
y tiene la ventaja que se puede asegurar la convergencia.

Se explicara el Método Directo con ejemplo de elasticidad ya que como ingenieros
asociamos el Teorema de BETTI con ese tipo de problemas. Se podra ver luego que
las ecuaciones integrales se pueden derivar para problemas potenciales de la misma
manera.

Consideremos un dominio semi infinito con dos tipos de cargas, caso I; que asumimos
es el caso que queremos resolver y caso 2, donde solo una caga unitaria en la
direccion x se especifica para el punto P como se observa en la figura 4.3. A lo largo
de la linea punteada se muestra para el caso de carga I las tensiones definidas como
fuerzas por unidad de longitud de la linea dS, estas son las tracciones en el punto Q
con las componentes #x(Q) y ty(Q). Para el caso de carga 2 se muestran los
desplazamientos en el punto @ de S, que son las soluciones fundamentales Uxx(P, Q)

y Uxy(P, Q).

Debemos cortar a través del continuo para mostrar las tensiones. Aqui hemos cortado
por la linea punteada, que forma un contorno cerrado y que ha sido seleccionada
arbitrariamente; pero este corte se divide en dos partes; el dominio interior y exterior.

Notese que para la derivacion siguiente no importa qué dominio se considere por lo
que las ecuaciones integrales son validas para dominios infinitos tanto como para
dominios finitos.

Figura 4.4: Aplicacion del Teorema de BETTI, desplazamientos de la aplicacion de carga casol y
tracciones para el caso de Carga 2 para obtener W,.
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El Teorema de BETTI especifica que el trabajo realizado por el caso de carga 1 a lo
largo de los desplazamientos del caso 2 debe ser igual al trabajo de las cargas del caso
2 alo largo de los desplazamientos del caso 1.

Si asumimos que no existen fuerzas de cuerpo actuado en el dominio (que se
introduciran posteriormente), el trabajo realizado por el primer grupo de tracciones y
desplazamientos (Figura 4.3) es:

Ec.4.12
W12 = L [tx(Q)Uxx(Pr Q) + ty(Q)ny(P: Q)]ds

El trabajo realizado por el segundo grupo de tracciones y desplazamientos (figura 4.4)
es:

Wi = [; [Ux(@Tex(P,Q) + Uy(Q)Tyy (P, Q)]dS+ lu, (P) Ec.4.13

El Teorema de BETTI indica que W;, = W5,y nos da la primera ecuacion integral.

ux(P) = fs [ux(Q)Uxx(P: Q) + ty(Q)ny(P: Q)]dS Ec.4.14

_J; [ux(Q)Txx(P: Q) + Uy(Q)Txy(P: Q)]dS

Una segunda ecuacion integral se puede obtener al colocar la fuerza unitaria en la
direccion y.

uy(P) = [; [tx(@Uyx(P, Q) + £,(Q)Uy, (P, Q)]dS Ec. 4.15
- [ @@ + Uy @ (P @]as
S

Utilizamos algebra matricial podemos combinar las ecuaciones 4.14 y 4.15.

u(P) = [; UP,Qt(Q)dS - [; T(P,Qu(Q)dS Ec.4.16

Donde
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Uy Uyx ny
W=} . veo= |

Ec.4.17

Ly Thex Txy
@={o . reo= |7

La ecuacion (4.16) representa para el problema bidimensional en la discusién un
sistema de ecuaciones integrales que relaciona tracciones ¢ y desplazamientos u en el
contorno, eliminando la necesidad de introducir fuerzas ficticias.

Para problemas tridimensionales se obtienen tres ecuaciones integrales de 4.15 donde
S es la superficie, y

Uy Uxx ny sz
u(Q) = Uy , UP,Q) =| Uy Uy Uy, Ec. 4.18
Uz Uzx Uzy U
; T o Ec. 4.19
t@) 1ty . UPQ) =Ty Ty Ty
t Ty sz T,,

Se puede mostrar que el Teorema de BETTI también se puede deducir de manera
matematica utilizando el Teorema de Divergencia o Identidad Simétrica de GREEN’S.
Utilizando este método matematico mas general se puede ver que los problemas
potenciales tienen la siguiente ecuacion integral

Ec. 4.20
u(P) = f HQU(P, Q)dS(Q) — f wW(QTP,QdSQ)
S S

Donde u(Q) y t(Q) son las temperatura/potencial y la derivada normal con respecto al
punto @ en Sy UP,Q) v T(P,Q) son las soluciones fundamentales en Q para una
fuente en el punto P. La integracion se da a lo largo de una linea § para problemas
bidimensionales o una superficie § para problemas tridimensionales.
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4.3.2Limitando los valores integrales de P coincidiendo con Q

Hemos logrado evadir la creacion de fuerzas ficticias pero todavia no se ha logrado
que el método sea mas amigable, aun tenemos dos grupos de puntos; los puntos P en
donde se aplican las cargas y los puntos @ donde debemos satisfacer las condiciones
de frontera. Lo ideal es tener un solo grupo de puntos en la linea donde los puntos Q
se especifican. El problema se da puesto que ciertas integrales en (4.16) o (4.20) solo
existen en el sentido de limitar los valores de P cuando se aproxima a Q.

Esto se explica en la figura 4.5 para problemas bidimensionales de potencia, aqui
examinamos qué pasa cuando puntos P y @ coinciden. Definimos una region de
exclusion alrededor del punto P, con radio g, e integrando a su alrededor. Las
integrales en la ecuacion (4.20) se pueden dividir en integrales sobre Sy S.,que es la
parte de la exclusion circular. Mientras € se haga cero no importa si integramos sobre
s; 0 8;. La parte derecha de la ecuacion 4.20 se escribe como:

Jo tU.dS — [ wT.dS = [ tU.dS— [  uT.dS+ [ tU.dS -

J,, w.T.ds Ec. 4.21

Examinaremos las integrales sobre S, posteriormente. Para una superficie lisa en P se
utilizan coordenadas polares como se indica. Cambiando los limites de integracion
dela primera integral de 0 a  y la sustituimos por la solucién fundamental U.
Asimismo en el limite de P coincidiremos con @, asumiendo#(Q) = t(P) y u(Q)=u(P),
luego tenemos:

fs £HQ)U(P,0)dS(Q) = t(P) fo nﬁln (%) edp = t(P)n%ln (é)g

&

Ec. 4.22
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Figura 4.5: Diagrama explicativo del valor limite de las integrales para problemas de potencial
bidimensional

La integral se acerca a cero a medida que € se acerca a cero, asi:

lim f HQU(P,Q)dS(Q) = 0
Se

La segunda integral se transforma en: Ec. 4.23

T cosh T 1 1
fs w(QT(P,Q)dS(Q) = u(P) fo O edo = u(p) fo a0 = —Zu(P)

&

Ec.4.24

Al cancelarse € no es entonces necesario obtener el limite de esta integral. La
ecuacion integral que deber ser utilizada para el caso en que los ¢ puntos fuentes sean
coocados en la linea continua S, esta dada por:

1
Su(P) = lim [ | woueadse —] | wore.odso
5—S; s

_Sg
Ec. 4.25

Para el caso tridimensional se toma como zona de exclusion una esfera como se indica
en la figura
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Figura 4.6: Obtencion de integrales para el caso P=Q para tres dimensiones

En ese caso la primera integral también se acerca a cero cuando € se acerca a cero. La
segunda integral se obtiene de:

Js, W@T(P,Q)dS(Q) = u(P) ;" fJ <=5 edd edyp = —Su(P)
Ec. 4.26

Que para superficies lisas da el mismo resultado anterior. Obviamente se puede el
mismo procedimiento para problemas de elasticidad. Si P=Q la ecuacion integral 4.16
se puede reescribir de la siguiente manera:

2u(P) = limeo [f;_s, UP,Qt(Q)dS(Q) - f,_g T(P,Q)u(Q)dS(Q)]
Ec. 4.27

Si los bordes no son lisos y tienen aristas como se indica en la figura 4.7 entonces la
ecuacion 5.24 se debe modificar. Los limites de integracion se cambian y ahora

dependen del angulo y:

Y cos6

Js, w@T(P,Q)dS(Q) = u(P) [} 2edd = u(P) [§ —5-d8 = -Lu(P)

Ec. 4.28
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Una ecuacidn integral general para problemas potenciales se puede escribir asi:

cu(P) =
lim_ [¢,_g t(@QUP,Q)dS(Q) — §,_ u(QT(P,Q)dS(Q)]

Ec.4.29
Se verifica que:
—1_X _
c=1 S para 2-D
—1_X _
¢=1-;para3-D Ec. 4.30
8
A
Q
L]
5-5,

Figura 4.7: Limite de la integral cuando P se localiza en una esquina.

Para problemas de elasticidad bi y tridimensionales la ecuacion general de la ecuacion
4.25 es:

clu(P) =

lim,_ [f;_g, UP,Qt(Q)dS(Q) — f;_g T(P,Q)u(Q)dS(Q)]
Ec. 4.31

Donde c es la matriz definida anteriormente y I es una matriz identidad de 2x2 o 3x3.
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4.3.3Solucion de las ecuaciones integrales

Utilizando el Método Directo, se han producido un conjunto de ecuaciones integrales
que relacionan temperatura/potencial con un gradiente, o desplazamientos y tracciones
en cualquier punto Q de la frontera. Como ahora ya es posible ubicar los puntos
fuentes o fuerzas coincidentes con los puntos de borde o frontera donde se deben
satisfacer las condiciones; por lo que ya no debemos preocuparnos por estos puntos; es
mas en el Método Directo los puntos ficticios ya no juegan ningin papel.

Al utilizar las ecuaciones integrales para resolver el problema de frontera, nosotros
consideramos solo una de las dos regiones definidas alrededor de la zona creada por
los puntos cortados en la figura 4.4. La region interior o la exterior mostrada en la
figura 4.8 con respecto a las ecuaciones integrales, la tinica diferencia entre ellas es la
direccion de la normal exterior n, que asumimos apunta fuera del solido. La region
interior es finita, la exterior es infinita.

) . Interior
Exterior

Figura 4.8: Region exterior e interior obtenidas separando los dominios a través de la linea
entrecortada.
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Para problemas de potencial, obtenemos una ecuacion integral por cada punto fuente
P. Para problemas de elasticidad obtenemos dos o tres ecuaciones de integral por cada
punto de fuente P. Dependiendo de la dimension del problema.

Técnicamente si queremos satisfacer exactamente las condiciones de bordeen todos
los puntos, necesitamos un numero infinito de puntos P=Q. En la practica
resolveremos la ecuacion integral numéricamente y trataremos de satisfacer ya sean
las condiciones de frontera con un numero limitado de puntos Q,o especificar que la
norma del error al satisfacer las condiciones de frontera es minima.

Para un problema de valor de frontera, ya sea u o ¢ estd dado, y lo otro es una
incognita que se determinara al resolver la ecuacion integral.

La condicion de borde donde el potencial o el desplazamiento debe especificarse es
también conocido como condiciones de Dirichlet, y cuando se especifica flujo o
tracciones se conoce como condiciones de Neuman de contorno.

Antes de trabajar con una solucion numérica de ecuaciones integrales, se debe conocer
algo mas sobre estas integrales. Como se ha visto, limitando los valores de las
integrales de modo que la region de exclusion alrededor del punto P se reduzca a cero.

La solucion fundamental de las integrales o KernelsT y U tienen diferentes tipos de
singularidades, que afecta la solucion. El KernelU varia de acuerdo a Inr en dos
dimensiones y con I/r en tres dimensiones y es conocida comosingularidad débil.
Como veremos posteriormente la integracion de estas funciones no presenta
problemas. El KernelT tiene a Ir singularidades en dos dimensiones y a I’
singularidades en tres dimensiones. Esta condicion se conoce como singularidades
fuertes. Las integrales de esta funcion solo existen en el sentido de valor principal de
Cauchy.

Para el caso mas sencillo, debemos resolver las ecuaciones integrales dividiendo el
contorno de bidimensional para elementos bidimensionales en una linea recta en
donde los valores de u y ¢ se asumen como constantes.

Se asumen puntos P localizados al centro de cada segmento.
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Figura 4.9: Solucion de ecuaciones integrales por segmentos rectos.

En el ejemplo mostrado en la figura 4.9 asumimos la solucion de un problema
potencial bidimensional con ocho segmentos, donde ya sea u o ¢ se especifican en el
borde.

Se puede ver que esta discretizacion simple de elementos viola la continuidad entre
elementos; sin embargo con experimentos numéricos que el método converge, es decir
se obtienen resultados exactos al incrementarse el nimero de elementos. Las integrales
ahora pueden ser evaluadas para cada elemento separadamente con las contribuciones
correspondientes, es decir la ecuacion 4.25 puede reescribirse como ocho ecuaciones.

%ue + Y51 ATfu® = ¥3_, AUft®parai=1,2 ...8 Ec.4.32

Donde u® y tes la temperatura y el flujo en el centro del elemento e. Notese que al
existir superficies curvas en los centros de los elementos (Puntos P;) el valor de ¢ es
asignado como //2, las integrales sobre los segmentos se definen como:

ATE = [ T(P,Q)dS.(Q) , AUf = [ U(P,Q)dS.(Q) Ec.4.33
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Si se utiliza notacion matricial se puede escribir la ecuacion 4.32 como:

AT} = [AUI{t} Ec.4.34

Donde:

S+ATE  ATZ L S+AUL AU?
[AT] =1 a2 ~+aTZ | [AUT = Ay ~+ AUZ
Ec. 4.35
y
ul t!

u} = {uz} - {8 = {tz} Ec. 4.36

Figura 4.10: Discretizacion en elementos lineales para el problema de flujo sobre un cilindro.
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Si consideramos la solucién del problema de flujo de calor, que se resolvié utilizando
el método de Treffiz. Entonces tenemos un problema donde el flujo {t}o es dado en las
condiciones de frontera y las temperaturas son las desconocidas de la figura 4.10.

Esto significa que el sistema de ecuaciones se pueden escribir como:

[ATT{u} = {F}con{F} =[AUl{t},

Ec. 4.37
Donde el vector {t}, es:
-n;, sin®, Eo. 4.38
{tho = qo —nZ( = Qo sin®, ¢
Las integrales a evaluar analiticamente son:
[
AT = f; T(P,Q)dS.(Q) = [; T -dS,
. 1 1 Ec. 4.39
AU = | U(P,Q)dS = —In—-dS§
f= ] verous@ = | gomias

Las integrales se pueden evaluar utilizando coordenadas locales x , y; a través del
punto P, y coordenadas polares como se indica en la figura 4.11 donde Q se define
anti horario sobre una linea perpendicular al elemento e con nodo inicial 4 y nodo
final B.

El angulo Q se determina como un vector unitario de A hasta B.

v _ l{xA —xB} Ec. 4.40
AB T L Wa —ys

El vector normal al elemento n se obtiene mediante el vector x producto de v con el
eje z, esto da:

Ec. 4.41

n=1{ Ya—JYB }

L =(x4 — xp)

El coseno y seno se obtienen por:
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cosf = n.r-
.
. 1
sin @ = vyp. r-
y@ se obtiene por:
6 = cos™?! (n.rl)SIGN(sin 0)
T
La primera integral es evaluada como:

6p cosO rdo 6p 1 6
B Bl e =2 0p _

ATE =

04 2mr cos@ 04 21 T 21104

1
=L

Ec. 4.43

Ec. 4.44

0s)

Ec. 4.45

Figura 4.11: Coordenadas polares utilizadas para evaluar analiticamente la integral ATle .

Si P; ese el centro del elemento e entonces debemos utilizar el principio de la Integral

de Cauchy. Como se ve en la figura 4.12, la integracion se retira de la region de

exclusion. Se puede verificar esto por la antisimetria de T.

64



La segunda integral se obtiene por:

AUe—feBlllrde— j93111<h)hd9_
P 04 omk rcosd 04 2mk 1 \cos8) cos?8
_r O 024
2mk [tan@ (ln (cos 9) 1) + 6] p Ec. 4.46

Donde se ha sustituido #=h/cos@

Figura 4.12: Valor principal de la Integral de Cauchy cuando P; se acerca al centro del elemento e.

Para propositos de programar, es conveniente escribir esta expresion en términos de r
y 0.

A TA

_ 7
AUf = ——[rsin@(nr — 1) + 67 cos 9]93,7,3 Ec. 4.47

1
2k
Si P; esta en el centro del elemento e de longitud L, entonces tenemos:

h-0 |, 913: —HA—>T[/2 ) Tp =Ty = L/Z Ec. 4.48

y el coeficiente diagonal se obtiene como:

L L Ec. 4.49
2 _ ) _
AUZ = =5 (l“ (2) 1)
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4.40btencion de resultados dentro del dominio

La solucion de la ecuacion integral solo provee valores de u y ¢ en la frontera del
dominio. Al haber definido funciones de forma globales para obtener la solucion
fundamental, los resultados de cualquier punto dentro del dominio se encuentran listas
para obtenerse, a diferencia del MEF donde los resultados de todos los nodos son
obtenidos como parte de la solucion. Aqui se obtienen los resultados internos como
un ejercicio de post proceso. Por ejemplo para obtener el flujo de temperatura en un
punto P, dentro del dominio, simplemente reescribimos la ecuacion 4.20.

u®) = [, t(@U(P,QASQ) — [, w(QT (P Q)dSWQ) g, 4.50
O utilizando la discretizacion lineal:
u(Py) = Xoo1 AT (PIu’ — X8-; AUC(R)t Ec. 4.51
Donde:

AT® = [, T(Py,Q)dS.(Q) . AU® = [; U(P,,Q)dS.(Q) Ec. 4.52

El flujo P, en las direcciones x, y se obtienen derivando la ecuacion 4.50
Ju
0x(P2) = =k 52 (P) = =k ([ £(Q) 3= (P, Q)dS(Q) — [; u(Q) 5 (P, Q)dS(Q))
Ju
Qy(Pa) = _k_(Pa) =

k(s t(Q)aU(Pa.Q)dS(Q) Ji w@F (P QdS@) Ee.4.53

Donde las derivadas de U ya se vieron anteriormente y, las derivadas de T para
problemas bidimensionales son:

6T 6 n 6_U n 6_U]
ax ax X dx Y oy
6T a [ 6U n O_U] Ec. 4.54
ay ay Mx 6x Y oy

66

Ec. 4.53



S. IMPLEMENTACION NUMERICA

5.1 Introduccion

En el capitulo anterior obtuvimos las ecuaciones integrales de frontera relacionando
las condiciones de frontera conocidas con las incognitas. En problemas practicos estas
ecuaciones integrales solo pueden ser resueltas de manera numérica.

La forma mas simple de implementar una solucién numérica es utlizando elementos
lineales, en donde las variables conocidas y desconocidas se asumen como constantes
dentro del elemento. En este caso las ecuaciones integrales se pueden escribir como la
suma de integrales sobre elementos. Entonces las integrales sobre los elementos se
pueden evaluar analiticamente.

Utilizaremos elementos isoparamétricos para la integracion numérica con los
conceptos ya establecidos en otros capitulos.

5.2Discretizacion con elementos isoparamétricos

Consideremos la solucion numérica de las ecuaciones integrales de contorno con
elementos isoparamétricos donde se asumen funciones lineales o cuadraticas para la
variacion de los valores conocidos y desconocidos.

x(&) = X N, (&)xy, Geometria.
u(é) = XN, (Ouy, Temperatura / Potencial Ec. 5.1
t(&) = XN, (§)t5 Flujo

Considere el ejemplo de la figura 5.1 donde el controno de un problema
bidimensional se divide en elementos lineales isoparamétricos.
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Figura 5.1: Discretizacion de un problema bidimensional en elementos de contorno lineales.

La ecuacion 5.1 se basa en una numeracion local explicada en el capitulo 2
(Discretizacion e Interpolacion). En razon de dar continuaidad, también se define una
numeracion global de los nodos; esto es definimos un vector global que contienen
potenciales / temperaturas en todos los nodos.

Uy
u} = {u_z} Ec. 5.2

La relacion entre numeracion local y global se conoce como la conexion entre
elementos o incidencias. Como ejemplo el elemento 1 tiene un vector de conexion
{1,2}, que significa que los valores de u para los dos nodos del elemento aparecen en
la primera y segunda posicion en el vector global {u}. También es necesario obligar la
continuidad de # que no necesariamente da continuidad a ¢, que podria ser discontinua.

Consideremos el tratamiento numérico de la ecuacion integral:

cu(P) = limy_ [f;_g t@QU(P,Q)dS(Q) - [;_s w(Q)T(P,Q)dS(Q)]
Ec. 5.3

Sustituyendo las ecuaciones (5.1) por t(Q) y u(Q) y separando las integrales en una
suma de integrales sobre los elementos, tenemos:
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Cu(P) = g:l fse (Zﬁ:l Nntﬁ)U(P' f)dS(f) - ZE:l fSe (Zﬁ:l Nnu‘ﬁ)T(PJ f)dS(f)

Ec.5.4

Donde E es el namero total de elementos y N es el nimero de nodos por elemento. El
proceso es conocido como discretizacion de la ecuacion integral. Dado que tg y ug
son valores nodales constantes con respecto a la integral, pueden salir y la ecuacion
5.4 se escribe como:

cu(P) =
Xe=1 Zn=1th Jg, Na(@UP, )dS(§) — Eéoy Zhca ufy [5, Na(OT (P, )dS(E)
Ec. 5.5

La integracion se ha cambiado a una suma de integrales llamadas Funciones de
Integracion de Kernel sobre elementos que se vera luego.

Teéricamente el Teorema de Betti’s es valido para cualquier ubicacion del punto P,
por lo que podemos escribir la ecuacion 5.5 para un nimero infinito de puntos P, En
la practica seleccionamos un nimero limitado de puntos. Dado que en problemas
potenciales se debe conocer # 0 u en el contorno, existiran igual nimero de incognitas
como de nudos. En el método numérico mas simple conocido como Colocacion
Puntual, nosotros obtenemos el niimero de ecuaciones integrales colocando los
puntos P; en todos los puntos de la malla.

cu(Py) =
b=1Zn=1t5 5 Na(©U(P, §)dS(E) — Xéoy Ziizr uf [5, Na(OT (P, )dS ()

i=1,2..1 Ec. 5.6

Donde / es el nimero total de nodos, que tiene que se igual al nimero de incognitas.

Esto significa entonces que el Teorema de Betti se cumple en ciertas ubicaciones de P.
En una aproximacion alternativa tratamos de minimizar el error al cumplir con el
Teorema de Betti. Esta aproximacion es conocida como el Método de los Pesos
Residuales dado que funciones de peso se utilizan para minimizar los errores
residuales. El método mas conocido, Método de Galerkin, las funciones de
interpolacion son utilizadas como Funciones de Peso.

La ecuacion 5.6 se puede reescribir como:
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cu(P) + XE_ IN_ AT ug =YE_ YN | AUEt8i=1,2 .. 1

Donde: Ec. 5.7
AUz = g, Na(OIU(P;, $)dS () , ATy = Jg, Na(OT (P, §)dS(E)
Ec. 5.8

Donde S.es la longitud del elemento y € es la coordenada intrinsica.

Para problemas de elasticidad que son nuestro mayor objetivo, su ecuacion integral se

representa por:

chu(P) = lim,_ [f;_g U(P,Q)t(@)dS(Q) — [;_ T(P,Q)u(Q)dS(Q)]

Ec.5.9
y su discretizacion:
cu(P) + Xé=1 Xn=1 ATrus, =X, Xh-; AUZt5
Ec. 5.10
La impementacion numérica paa problemas bidimensionales es:
AUS; = [ Na(DUPLEASE) . ATg; = [ Na(OT(P, §)dSE)
Ec.5.11
Para problemas tridimensionales:
805 = [ NaE VB Emas(Em)
Se
ATfll = fge Nn(f' n)T(PU f: U)ds(f, T])
Ec.5.12

En donde S, es el area del elemento y &, son las coordenadas intrinsicas.
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Dado que hay dos o tres ecuacions integrales por punto P; se obtineen 2I o 31
ecuacions dependiendo de la dimension cartesiana. Como veremos posteriormente en
el ensamblaje, la ecuacion 5.10 se puede escribir matricialmente donde los
coeficientes se ensamblan de una manera similar al MEF. Por lo que es conveniente
guardar los coeficientes por elemento en variables [AU]¢ y [AT]¢. Para problemas
potenciales se tiene:

— nodos de elementos

AUy, AUy

[AU]® = |AU,, AU,, ] | puntos colocacion Ec.5.13

Las variables son de tamafio /VxI, donde N es el nimero de nodos del elemento y I es
el nimero de puntos de colocacidén. Para problemas de elasticidad las variables son de
2N x 21 para problemas bidimensionales y de 3Nx3I en tres dimensiones.

5.3Integracion del producto de Funciones de Forma Kernel.

La evaluacion de las integrales (5.8) o (5.12) sobre elementos isoparamétricos es
probablemente el aspecto mas crucial de la implementacion numérica del MEC y es
mas importante que en el MEF. El problema radica en que las funcions que se deben
integrar tienen singularidades en ciertos puntos de los elementos. Se discutira
primeramente el tratamiento de integrales “impropias” que existen como valores
principales de Cauchy y luego discutiremos el tratamiento numérico de las otras
integrales.

5.3.1Integrales Singulares

Como una integral se pueda evaluar depende del tipo de singularidad. En forma
general podemos decir que las integrales singulares débiles (Funciones de orden /nr
para 2-D y I/r para 3-D) se pueden evaluar mediante integracion numérica utilizando
las Cuadraturas de Gauss.

Teoricamente la integracion de funciones singularmente fuertes (Funciones de orden
I/r para 2 — D y I/ para 3-D) son integrales impropias y solo existen como los valores
principales de Cauchy; sin embargo se puede indicar que para integrar una superficie
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plana aproximando los puntos de colocacion la parte simétrica de Kernel es cero y la
antisimétrica se aproxima a +ocal un lado y -0 al otro lado del punto. Si
asumimos una integracion plana extendiéndose de igual forma a la izquierda y
derecha del punto P;, la integral de la parte antisimétrica también se vuelve
cero.

Figura 5.2: Variacion de T, sobre un contorno plano.

Para explicar esto consideremos un problema eléstico en 2-D con una superficie plana
en el punto P; como se ve en la figura 5.2. Para este problema el angulo entre el vector
rynes 90°y el coseno de 0 es cero.

De acuerdo a la ecuacion
C, 5
Tex(P,Q) = T_Z(Cg +3r2) cos @
G,
Ty(P,Q) = 72 [37amy oS 0 + C3[namy — nyrc]]

c
T,.,(P,Q) = r—§ [37‘,x7”,z cos 0 + C3 [Tl,xﬁz - n,zr.x]] Ec. 5.14
c. 5.
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Se tiene:

C
Tox = ?2(C3 +2r2)cosf =0

Ty = % 247y cos 6 + Ca[n,ry, —nyry]] = g(n.xry —nyTy)

Ec. 5.15

De la discretizacion de la parte antisimétrica de T, indicado en las figura 5.2 se puede
observar que las restricciones dadas sobre la integral de 7, hardn que de un resultado
igual a cero. Como consecuencia los coeficientes diagonales solo contienen el
“téermino libre” ¢. Uno podria divisar una proyeccion a través de colocar un borde
plano muy cercano a la colocacion de los puntos, extendiendo de forma igual en
ambas direcciones y utilizar la forma normal de la integracion por partes de Gauss,
que excluye esta region plana, para asi no tener que preocuparnos de obtener los
valores principales de la integral de Cauchy; sin embargo la implementacion de esto
no es trivial y todavia tendriamos el problema del “término libre” que para bordes de
esquina en un analisis 3-D no es sencillo.

Existen dos aproximaciones para la determinacion de los valores principales de la
integral de Cauchy. Uno es la aproximacion matematica por Guiggiani y Casalini, y la
otra se basa en una simple consideracion ingenieril. Al ser la segunda mas sencilla, es
pues; la que utilizaremos.

5.3.2Movimiento de cuerpo rigido

El concepto se basa en el precepto de que no necesitamos resolver las integrales por
los coeficientes, estos se determinan del hecho que un cuerpo rigido es indeformable;
por lo que las tracciones deben ser cero. Se puede ver que las integrales singulares
fuertes se crean para el kernel T, y solo si los puntos de colocacion P; coinciden con
uno de los nodos del elemento. Asi podemos reescribir la ecuacion 5.10 de la siguiente
manera:

gm) =i gn) =i

Ec. 5.16
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Donde g(n) representa el nimero del nodo global con el npumero del nudo local », asi
separando de la primera suma todos los términos que incluyen una integracion
singular fuerte. Para generar una traslacion de cuerpo rigido para un campo
bidimensionalfinito sustituimosu,=/ y u,=0 (traslacion en la direccion x) y u,=0 'y
u,=1 (traslacion en la direccion y) para todos los nodos y hacemos todas las tracciones
a cero. Para un problema plano podemos esciribr dos ecuaciones:

+XE N, AT (
i g(n

c(P) () + Bbey Ty AT, (3})

gn

0) =0

F1

y Ec.5.17

o) (9) + Zer T 878 () + 2, 5 075 () = 0
g(n]; =i g(n}¢ i

Ec. 5.18

La ecuaciones se pueden ahora resolver para los términos de singularidad fuerte
incluyendo el término libre. Para el primer grupo de ecuacioenes tenemos:
1 E VN e (1) _ E VN e (1
C(Pi) (0) + Ze=1 Zn=1 ATni (0) - Ze=1 Zn=1 ATni (0)
gm)=i e(n) # i
Ec.5.19

La consecuencia de la ecuacidn 5.19 es que los términos singulares fuertes incluyendo
el término libre se determinan por simplemente sumar todos los coeficientes a
excepcion de los términos que se evaluan y cambiando el signo de la suma. La
ventaja de este proceso es que no solamente evadimos la integracion de singularidades
fuertes si no que también obtenemos el término libre sin otro trabajo.
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Figura 5.3: Traslacion de un cuerpo rigido en direccion x de un domino con radio R.

Para un dominio infinito no podemos aplicar una traslacion de cuerpo rigido, sin
embargo si consideramos un dominio bidimensional que se une a una superficie
adicional , un circulo de radio R (Fig. 5.3) donde R se aproxima infinitamente, luego
aplicamos una traslacion rigida.

Ahora debemos considerar adicionalmente de las integrales que se extienden sobre el
contorno de S, también aquellas sobre el contorno Sk, que es la superficie auxiliar.
Esto es:

c(P) ((1)) + X6=1 Zn=1AT5 ((1)) == ( 6=12n=1AT5; (1) + st T (P, Q)dS)
gn)y =i g(ns)#: i
Ec. 5.20

La integral sobre Sk es conocidad como la integral azimut. Sustituyendo cos 8= -1y
ry = cos 6 para problemas de elasticidad bidimensional las integrales estan dadas por:
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Js, Tex(P,Q)S = J722(C3 + 2 cos %) (~1)RAD = —1

Ec.5.21
y

Js, Tex(P,Q)dS = I3 222 cos @ sin @(—1) — C3(sin @ cos @ — cos @ sin B)]RAG =

0
Ec.5.22
La integral azimut de la matriz T puede ser escrita como:
st T(P,Q)dS =—I
Donde I es la matriz identidad de 2x2. Ec.5.23

Figura 5.4: Cuerpo rigido para dominio tridimensional infinito.
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Vemos que mientras R se cancela, las integrales son validas para cualquier radio del
circulo, incluyendo un radio infinito; por lo que el método de obtener los términos de
singularidad fuerte por la traslacion de un cuerpo rigido es también valido para
dominios infinitos para problemas tridimensionales elasticos. El dominio infinito se
asume como una esfera de radio R. Las valores tipicos de la integral azimut son:

21 Cy,

Js, Tex (P, Q)dS = RIS 2 (C3 + 3cos@) (~1)RAYRAP = —1

y Ec.5.24

ng Txy(P: Q)dsS =
fozn fzn& [3 cos @sin@(—1) — C3 (cos @ sin @ — sin @ cos @)|RdPRAD = 0

0 R2

Ec.5.25

Por lo que la ecuacion 5.23 es también valida para problemas tridimensionales, con I =
3x3.

et

Figura 5.5: Nodo de cuerpo rigido para dominios semi infinitos.
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Para el caso de dominios semi infinitos, los limites de integracion son de 0 am, y
tenemos:

Js, Tex(P,Q)dS = [ [J7 22 (C5 + 3c05?®) (~1)RdpRAD = —

Ec. 5.26

J5, T(P,Q)dS = =21 Ec. 5.27

5.3.3Integracion Numérica

Es muy importante mantener una correcta relacion con la integracion numérica. Si
esto no se da, se pueden generar errores importantes en la solucion. En el capitulo de
integracion numérica se vio la integracion numérica de Gauss, en donde la funcion de
integracion se aproxima por polinomios.

Ahora se trata de encontrar el error por la integracion de funciones tipo (I/r), (/1) y
(I/r), que no son polindmicos dependiendo del namero de puntos de Gauss.

Obviamente cuando el punto P; estd muy cerca de la region de integracion, las
funciones varian rapidamente y se requieren polinomios de grados cada vez mayores
para aproximar la funcion y el numero de puntos de integracion tiene que
incrementarse.

El error estimado que se introduce nos asegura que el error que se produce por
integracion numérica es cercanamente constante, al contrario de la aproximidad de P;.

La formula de integracion de Gauss en una dimension es:

J2F(©) = TN_y Waf (&) Ee. 508

Donde N es el nimero de puntos de integracion.

Stround y Secrest consiguieron una férmula para el error cerca de los bordes €.

4 a
e<?2 (2)2N(2N)! lagzN f(§)| Ec. 5.29
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Considerando la integracion sobre el elemento de longitud L con punto P; localizado a
una distancia R a un lado (fig. 5.6) y tomando f(§)=//r se obtiene:

2N (2N)12N
|a€2Nf(€)| ZZW Ec. 5.30

y para el error de integracion:

4
. < Ec. 5.31
(4r/L)N

Asi el error de integracion es funcion de la distancia r desde el punto P; hasta la region
de integracion.

¥

]
1

o
L
i R

Figura 5.6: Integracion sobre un elemento unidimensional.

Sin embargo las funciones a integrarse son mas complicadas de lo que se han
asumido, porque incluyen productos de la solucion fundamental con las funciones de
forma y el Jacobiano. En adicion se hace diferencia si P; se localiza al borde del
elemento como se ve en la figura 5.6 o si se localiza al interior. Finalmente la fomra
del elemento (curvo o recto) también tendrd influencia. Para problemas
bidimensionales las integrales a evaluarse se pueden simplificar a:

1

mrrt AL Ec. 5.32

1

Ly = f—l N, ()

La idea es determinar el error de la integracion como una funcién de localizar el punto

P;. Si se integra con una gran canitdad de numeros de Gauss para ir determinando

primero el valor actual de la integral y luego disminuimos el nimero de puntos de
Gauss.

Si hacemos esto para un nimero grande de posibles posiciones de puntos P;, entonces
podemos hallar contornos de error para un niimero de puntos dados de Gauss. La
figura 5.7 indica los contornos de error de integracion  10™ para un elemento
isoparamétrico curvo, para diferentes integrales y para cuatro puntos de Gauss. Los
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contornos pueden ser interpretados de tal manera que si el punto P; cae en el contorno
entonces el error es exactamente 107, si es afuera es menor y si es adentro es mayor.
Se puede observar que mientras mas cercanos se pueden colocar los puntos de Gauss,
P; puede colocarse mas cerca al elemento. Para divisar una tabla con puntos de Gauss
se puede crear un dominio que asegure que para todos los puntos dentro del dominio
la ocurrencia de la integracion es segura, esto fue propuesto por Eberwien.

1.2 .

0.8

04

-0.4 -

dominio

-8+
—=l& ~i& S8 e Al o 0.6 1.0

Figura 5.7: Contornos indicando la localizacion de los puntos P; en la integracion de Gauss con cuatro
puntos dando un error de 107

N R/L

o(l/r) o (/) o)
3 1.4025 23187 3.4170
4 0.6736 0.9709 1.2908

Tabla 5.1: Numero de puntos de Gauss.

El resultado es expresado en la tabla 5.1, limitando los valores de R/L para grados de
integracion de 4 y 5. La experiencia indica que el menor nimero de puntos de
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integracion no deber ser inferior a 3 y que es mas eficiente mantener la integracion
maxima por debajo. Esto significa que tenemos que los radios R/L de la tabla 5.1 sean
cumplidos.

Casos donde el punto estd muy cerca al elemento ocurren cuando existe un cambio
drastico en el tamafio del elemento, o los contornos de la superficie estan muy cerca
las unas de las otras. Como ejemplo en el cso de una viga delgada se debe terner
cuidado de no ir a los extremos con los valores de R/L, puesto que debemos evitar los
casos cuando los puntos P; estan distribuidos de manera poco equitativa ya que el
teorema reciproco de Betti’s se cumple solo en esos puntos.

Para convertir la tabla 5.1 en una funcién de Gauss, que da como salida el numero de
puntos Gauss de acuerdo al valor de R/L.

SUBROUTINE LOCINEQ(XG1,YG1,XG2,YG2,XG3,YG3,GW,NODO)

| ESTA SUBRUTINA OBTIENE LA MATRIZ GW CUANDO LOS PUNTOS DE
COLOCACION

I ES UNO DE LOS NODOS DE LA INTEGRACION DEL ELEMENTO.

| LOS COEFICIENTES SE OBTIENEN POR INTEGRACION NUMERICA:

| LA PARTE NO SINGULAR UTILIZANDO LAS CUADRATURAS NORMALES
DE GAUSS,

| Y LA PARTE LOGARITMICA UTILIZANDO LA FORMULA DE LA
CUADRATURA ESPECIAL.

|

COMMON N,L,GE,XNU,INP,IPR

DIMENSION GI(10),0ME(10),GIL(10),0MEL(10),GW(2,6),R(2)

|

| DATOS PARA LA CUADRATURA DE GAUSS
|

DATA G1/0.9739065285,-0.9739065285,0.8650633666,-
0.8650633666,0.6794095682,-0.6794095682,0.4333953941 -
0.4333953941,0.1488743389,-0.1488743389/

DATA
OME/0.0666713443,0.0666713443,0.1494513491,0.1494513491,0.2190863625,0.219
0863625,0.2692667193,0.2692667193,0.2955242247,0.2955242247/
|

! DATOS PARA LA CUADRATURA ESPECIAL
!
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DATA
GIL/0.0090426309,0.0539712662,0.1353118246,0.2470524162,0.3802125396,0.5237
923179,0.6657752055,0.7941904160,0.8981610912,0.9688479887/

DATA
OMEL/0.1209551319,0.1863635425,0.1956608732,0.1735771421,0.1356956729,0.0
936467585,0.0557877273,0.0271598109,0.0095151826,0.0016381576/

!

| POSICIONA SISTEMA DE COORDENADAS LOCALES
|
GOTO(1,2,3),NODO
1 X3=XG3-XG1
Y3=YG3-YG1
X2=XG2-XG1
Y2=YG2-YG1
A1=(X3-2%X2)*0.5
BI1=X2
A2=(Y3-2%Y2)*0.5
B2=Y2
GO TO 4
2 X3=XG3-XG2
Y3=YG3-YG2
X1=XG1-XG2
Y1=YG1-YG2
Al=X1+X3
B1=X3-X1
A2=Y1+Y3
B2=Y3-Y1
GO TO 4
3 X2=XG2-XG3
Y2=YG2-YG3
X1=XG1-XG3
Y1=YG1-YG3
Al=(X1-2%X2)*0.5
Bl=-X2
A2=(Y1-2%Y2)*0.5
B2=-Y2
4 CONTINUE
|
DO 101=1,2
DO 10 J=1,6
10 GW(LJ)=0.
A=A1#%2 + A2**2
B=2*(A1*B1 + A2*B2)
C=B1#*2 + B2**2

82



CONTI1=(3-4*XNU)/(8.*3.1415926*GE*(1-XNU))
CONT2=CONT1/(3-4*XNU)
DO 250 I=1,10
T1=((A1*GI()+B1)**2)/(A2*GI(1)+B2)**2 + (A1*GI()+B1)**2)
T2=((A2*GI(1)+B2)**2)/((A2*GI(1)+B2)**2 + (A1*GI(I)+B1)**2)
T3=(A1*GI(I)+B1)*(A2*GI(I)+B2)/((A1*GI(I)+B1)**2+(A2*GI(I)+B2)**2)
|
| OBTIENE FUNCIONES DE FORMA PARA INTEGRACION NUMERICA
|
F3=0.5*GI(I)*(GI(I)+1.)
F2=1.-GI(I)**2
F1=0.5*GI(I)*(GI()-1.)
FL3=GIL(I)*(2.*GIL(I)-1.)
FL2=4.*GIL(I)*(1.-GIL(I))
FL1=(GIL(I)-1.)*(2.*GIL(I)-1.)
FLN3=0.5*GIL(I)*(GIL(I)+1.)
FLN2=1.-GIL(I)**2
FLN1=0.5*GIL(I)*(GIL(I)-1.)
|
| OBTIENE LOS COEFICIENTES GW
|
GO TO(50,60,70) NODO
50 XJA1=SQRT((4*A1*GIL(I)-2*A1+0.5*X3)**2+(4* A2*GIL(I)-
2%A2+0.5%Y3)*#2)%2
XJA2=SQRT((A1*GI(I)*2+0.5%X3)**2+(A2*GI(I)*2+0.5*Y3)**2)
XLO=-ALOG(2*SQRT((GI(I)*A1+B1)**2+(GI(I)*A2+B2)**2))
$3=CONT1*(FL3*XJA 1*OMEL(I)+F3*XJA2*XLO*OME(I))
S2=CONT1*(FL2*XJA 1*OMEL(I)+F2*XJA2*XLO*OME(I))
S1=CONTI*(FL1*XJA1*OMEL(I)+F1*XJA2*XLO*OME(I))
GO TO 200
60 XJA1=SQRT((0.5*B1-A1*GIL(I))**2+(0.5*B2-A2*GIL(I))**2)
XJA11=SQRT((0.5*B1+A 1*GIL(I))**2+(0.5*B2+A2*GIL(I))**2)
XJA2=SQRT((0.5*B1+A 1*GI(I))**2+(0.5*B2+A2*GI(I))**2)
XLO=-0.5*ALOG((GI(I)*A1*0.5+B1*0.5)**2+(GI(1)*A2*0.5+B2*0.5)**2)
$3=CONT1*((FLN1*XJA1+FLN3*XJA11)*OMEL(I)+F3*XJA2*XLO*OME(I))
S2=CONT1*(FLN2*(XJA1+XJA11)*OMEL(I)+F2*XJA2*XLO*OME(I))
S1=CONT1*((FLN3*XJA1+FLN1*XJA11)*OMEL(I)+F1*XJA2*XLO*OME(I))
GO TO 200
70 XJA1=SQRT((2*A1-4* A1*GIL(I)-0.5*X 1)**2+(2* A2-4* A2*GIL(I)-
0.5%Y1)**2)*2
XJA2=SQRT((2*A1*GI(I)-0.5*X 1)**2+(2*A2*GI(1)-0.5%Y 1)**2)
XLO=-ALOG(2*SQRT((A1*GI(I)+B1)**2+(A2*GI(I)+B2)**2))
$3=CONTI1*(FL1*XJA 1*OMEL(I)+F3*XJA2*XLO*OME(I))
$2=CONT1*(FL2*XJA 1*OMEL(I)+F2*XJA2*XLO*OME(I))
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S1=CONT1*(FL3*XJA1*OMEL(I)+F1*XJA2*XLO*OME(I))

200 GW(1,5)= GW(1,5)+S3+CONT2*F3*T1*XJA2*OME(I)
GW(1,3)= GW(1,3)+S2+CONT2*F2*T1*XJA2*OME(I)
GW(1,1)= GW(1,1)+S1+CONT2*F1*T1*XJA2*OME(I)
GW(1,6)= GW(1,6)+ CONT2*T3*XJA2*F3*OME(I)
GW(1,4)= GW(1,4)+ CONT2*T3*XJA2*F2*OME(])
GW(1,2)= GW(1,2)+ CONT2*T3*XJA2*F1*OME(I)
GW(2,5)= GW(1,6)
GW(2,3)= GW(1,4)
GW(2,1)=GW(1,2)
GW(2,6)= GW(2,6)+ S3+CONT2*T2*XJA2*F3*OME(])
GW(2,4)=GW(2,4)+S2+CONT2*T2*XJA2*F2*OME(I)
GW(2,2)= GW(2,2)+ SI+CONT2*T2*XJA2*F 1 *OME(I)
|

250 CONTINUE
!

RETURN
END

5.3.4Implementacion numérica sobre elementos
unidimensionales

En la integracion de funciones de forma tipo Kernel, el producto de funciones debe
tener un cuidado especial debido a las discontinuidades por singularidad sobre el
elemento, dependiendo de la ubicacion putoP;; por lo que es necesario distinguir entre
las integraciones para el caso donde P; es uno de los nodos del elemento y cuando no
lo es.

Las integrales que se deberan evaluar sobre los elementos isoparamétricos indicados
en la figura 5.8 y para el caso de problemas potenciales.

AUE[' N, (OUPLOJ()dE ,  ATG=[" Ny(OT(P, ©)J(§)dE
Ec. 5.33

Donde U(P;, &) y T(P;, §) son las soluciones fundamentales en Q (¢) para un punto P; ,
J (&) es el Jacobiano y N,,(¢) son las funciones de forma lineal o cuadraticas.

Cuando el punto P; no es un nodo del elemento, ambas integrales pueden ser evaluadas
con las cuadraturas de Gauss. Las integrales de la ecuacién 5.33 pueden ser

reemplazadas por las dos sumas que se indican a continuacion:
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M
ATrfi = Z Nn(fm)T(Piv fm)](fm)wm
m=1

AUSi ~ Z%=1 Nn(fm)U(Pi: fm)](fm)wm
Ec. 5.34
Donde el numero de puntos de integracion M es determinado con una funcién de

aproximaciéon de P; a la region de integracion. Si P; estd cerca de la region de
integracion se requerira una subdivision.

Figura 5.8: Elemento unidimensional, integracion cuando P; no es un nodo del elemento.

Cuando P; es un nodo del elemento, las funciones U y T tienden al infinito en la region
de integracion. Considérense los dos casos en la figura 6.9.

(a) P;selocaliza en el punto 1 y n en la ecuacion 5.33es 2:

Esto significa que a pesar que T y U tienden al infinito, cuando se acercan al
punto a, las funciones de forma tienden a cero, por lo que el producto de la
integral N,,(§)U(P;, &) y N, (§)T(P;, §) tiende a un valor finito. Para el caso
donde P; no es un nodo n del elemento, la integral puede ser evaluada con la
formula 5.34.

(b) P;selocaliza en el punto 2 y n en la ecuacion 5.33 es 2:

En este caso, T y U tienden al infinito y las funciones de forma tienen a la
unidad y los productos N, (&)U (P;,§¢) con N,,(§)T(P;, &) también tienden al
infinito, dado que U tiene singularidad de orden In(l/r). El primer producto
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no puede ser integrado utilizando las cuadraturas de Gauss. La integral del
segundo producto existe Unicamente para los valores principales de Cauchy.
Sin embargo estos son los términos de la diagonal de los coeficientes de la
matriz que se evaluan utilizando las ecuaciones 6.19 y 6.20.

T.U N

ib)

Figura 5.9: Integracion cuando P; es un nodo de los elementos.

Para la integracion del producto con In(l/r), podemos utilizar una cuadratura de
Gauss modificada denominada Gauss- Laguerre.

1 = l Fa
Jo F@)n(3) ¢ ~ Zh Winf 3, Fc. 5.35

Donde M es el numero de puntos de integracion. Los pesos y coordenadas se obtienen
de la subrutina Gauss-Laguerre que se detalla a continuacién. Notese que para esta

integraciéng = 0 en el punto singular y los limites son de 0 a 1, por lo que un cambio
de coordenadas es necesario antes de aplicar la ecuacion (5.35).

Este cambio de coordenadas se da por (ver figura 5.10)
£=2& — 1 cuando P; estd cerca del nodo 1. Ec. 5.36

&1- 2¢ cuando P; esta cerca del nodo 2.

Para el caso que se integra sobre un elemento cuadratico, el integrando es discontinuo
si el punto P; se localiza en el nodo intermedio. La integracion se debe separar en dos
regiones, la una -1< & <0 ; y la otra sobre 0< & <l. Para la obtencion del producto
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N, (&)U(P;, &) las coordenadas intrinsicas para las dos subregiones se obtienen. (ver
figura 5.10).

E= - & para subregion 1.

< Ec. 5.37
&= & para subregion 2.

Para evaluar la primera integral de la ecuacion (5.8) se debe sustituir r como una
funcion de & Para un elemento lineal se puede simplificar escribiendocr= J¢ y
obtenemos.

AUE=[y Nu () 3t (35) ] |55 4 = J N (© 50 (5) 7 |5 4 +
Jo Nu(®) 51 (5)J 5] 42

Ec. 5.38

Figura 5.10: Integracion cuando P;y n coinciden.
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La primera integral se evaluard mediante Gauss — Laguerre:
1 1 1 ¢ 7
AUE=[y Na(®) 3 In (5) 1@ G dE =

df Ec. 5.39

M
1
~ mz:l Mo ) ) IV

De donde la segunda parte es integrada con la cuadratura de Gauss normal. El
Jacobianoj—gpuede ser facilmente encontrado derivando las ecuaciones 5.36 y 5.37. La

segunda integral en 5.38 se evalua utilizando la cuadratura normal de Gauss. Para
elementos cuadraticos la sustitucion de r en términos de & es mas complicada. La una
alternativa seria sustituir » = a £, donde a es la longitud lineal recta entre los nodos
finales del elemento, Esto producira un pequefio error.

Una mejor obtencion de r como funcion de & se obtiene utilizando lo que da Eberwien.
La subrutina que provee las coordenadas y pesos para la integracion de Gauss —
Laguerre se indica a continuacion

SUBROUTINE SIGMAEQ(XP,YP,X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3,D11,D12,D022,S11,812,522)
|
| ESTA SUBRITINA OBTIENE LOS VALORES DE LAS MATRICES S Y D
| UTILIZANDO LA CUADRATURA DE GAUSS PARA OBTENERLAS
TENSIONES
| EN CUALQUIER PUNTO INTERIOR.
| RA =RADIO
| RD1,RD2,RDN = DERIVADAS DEL RADIO
| ETAILETA2 =COMPONENTES DE LA NORMAL UNITARIA DEL
ELEMENTO
| XCO,YCO =PUNTO DE INTEGRACION A LO LARGO DEL ELEMENTO
I XJA = JACOBIANO
|
COMMON N,L,GE,XNU,INP,IPR
DIMENSION D11(6),D12(6),D22(6),511(6),512(6),522(6)

DIMENSION GI(10),0ME(10)

DATA G1/0.9739065285,-0.9739065285,0.8650633666,-
0.8650633666,0.6794095683,-0.6794095682,0.4333953941 -
0.4333953941,0.1488743389,-0.1488743389/
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DATA
OME/0.0666713443,0.0666713443,0.1494513491,0.1494513491,0.2190863625,0.219
0863625,0.2692667193,0.2692667193,0.2955242247,0.2955242247/

DO 20 J=1,6
D11(J)=0.
D12(J)=0.
D22(J)=0.
S11(J)=0.
S12(J)=0.
20 S22(J)=0.
|

FA=1-4*XNU
AL=1-2*XNU
A=X3-2%X2+X1
B=(X3-X1)/2
C=Y3-2*Y2+Y1
D=(Y3-Y1)/2
DE=4%3.141592%(1-XNU)
DO 40 I=1,10
|
| OBTIENE LOS VALORES DE LAS FUCNIONES DE FORMA EN LOS
PUNTOS DE INTEGRACION
|
F1=GI(I)*(GI(I)-1)*0.5
F2=1.-GI(I)**2
F3=GI()*(GI(1)+1)*0.5
|

| OBTIENE LOS PARAMETROS GEOMETRICOS
|
XCO=X1*F1+X2*F2+X3*F3
YCO=Y I*F1+Y2*F2+Y3*F3
XJA=SQRT((GI(I)* A+B)**2+(GI(I)*C+D)**2)
ETA1=(GI(I)*C+D)/XJA
ETA2=-(GI(I)*A+B)/XJA
RA=SQRT((XP-XCO)**2+(YP-YCO)**2)
RD1=(XCO-XP)/RA
RD2=(YCO-YP)/RA
RDN=RDI*ETA1+RD2*ETA2
|
| OBTIENE LOS COEFICIENTES D Y S
|
D11(1)=D11(1)+(AL*RD1+2*RD1**3)*OME(I)*XJA*F1/(DE*RA)
D11(2)=D11(2)+(2*RD1#*2*RD2-AL*RD2)*OME(I)*XJA*F1/(DE*RA)
D11(3)=D11(3)+(AL*RD1+2*RD1#*3)*OME(I)*XJA*F2/(DE*RA)
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D11(4)=D11(4)+(2*RD1#*2*RD2-AL*RD2)*OME(I)*XJA*F2/(DE*RA)
D11(5)=D11(5)+(AL*RD1+2*RD1**3)*OME(I)*XJA*F3/(DE*RA)
D11(6)=D11(6)+(2*RD1#*2*RD2-AL*RD2)*OME(I)*XJA*F3/(DE*RA)
D12(1)=D12(1)+(AL*RD2+2*RD1#*2*RD2)*F1/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D12(2)=D12(2)+(AL*RD1+2*RD1*RD2**2)*F1/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D12(3)=D12(3)+(AL*RD2+2*RD1**2*RD2)*F2/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D12(4)=D12(4)+(AL*RD1+2*RD1*RD2**2)*F2/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D12(5)=D12(5)+(AL*RD2+2*RD1#*2*RD2)*F3/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D12(6)=D12(6)+(AL*RD1+2*RD1*RD2**2)*F3/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D22(1)=D22(1)+(2*RD1*RD2**2-AL*RD1)*F1/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D22(2)=D22(2)+(AL*RD2+2*RD2**3)*F1/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D22(3)=D22(3)+(2*RD1*RD2**2-AL*RD1)*F2/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D22(4)=D22(4)+(AL*RD2+2*RD2**3)*F2/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D22(5)=D22(5)+(2*RD1*RD2**2-AL*RD1)*F3/(DE*RA)*OME(I)*XJA
D22(6)=D22(6)+(AL*RD2+2*RD2**3)*F3/(DE*RA)*OME(I)*XJA
S11(1)=S11(1)+(2*RDN*(AL*RD1+XNU*2*RD1-
4*RD1**3)+4*XNU*ETA 1 *RD 1 #*2+AL*(2*ETA1*RD1#*2+2*ETA1)-
FA*ETA1)*2*GE*F1/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S11(2)=S11(2)+(2*RDN*(AL*RD2-
4*RD1**2*RD2)+4*XNU*ETA*RD1*RD2+AL*2*ETA2*RD1#*2-
FA*ETA2)*2*GE*F1/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S11(3)=S11(3)+(2*RDN*(AL*RD1+XNU*2*RD1-
4*RD1**3)+4*XNU*ETA1*RD1**2+AL*(2*ETA 1 *RD1#*2+2*ETA1)-
FA*ETA1)*2*GE*F2/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S11(4)=S11(4)+(2*RDN*(AL*RD2-

4*RD1**2*RD2)+4*XNU*ETA 1*RD1*RD2+AL*2*ETA2*RD1%*2-
FA*ETA2)*2*GE*F2/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S11(5)=S11(5)+(2*RDN*(AL*RD1+XNU*2*RD1-
4*RD1**3)+4*XNU*ETA 1 *RD 1 **2+AL*(2*ETA 1 *RD1**2+2*ETA1)-
FA*ETA1)*2*GE*F3/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S11(6)=S11(6)+(2*RDN*(AL*RD2-

4*RD1**2*RD2)+4*XNU*ETA 1*RD1*RD2+AL*2*ETA2*RD1%*2-
FA*ETA2)*2*GE*F3/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S12(1)=S12(1)+(2*RDN*(XNU*RD2-
4*RD1**2*RD2)+2*XNU*(ETA1*RD2*RD I+ETA2*RD1**2)+AL*(2*ETA1*RD1
*RD2+ETA2))*2*GE*F1/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S$12(2)=S12(2)+(2*RDN*(XNU*RDI-
4*RD1*RD2**2)+2*XNU*(ETA1*RD2**2+ETA2*RD1*RD2)+AL*(2*ETA2*RDI1
*RD2+ETA1))*2*GE*F1/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S12(3)=S12(3)+(2*RDN*(XNU*RD2-
4*RD1**2*RD2)+2*XNU*(ETA1*RD2*RDI+ETA2*RD1**2)+AL*(2*ETA1*RD1
*RD2+ETA2))*2*GE*F2/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
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S12(4)=S12(4)+(2*RDN*(XNU*RDI-
4*RD1*RD2**2)+2*XNU*(ETA 1 *RD2**2+ETA2*RD1*RD2)+AL*(2*ETA2*RD1
*RD2+ETA1))*2*GE*F2/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S12(5)=812(5)+(2*RDN*(XNU*RD2-
4*RD1**2*RD2)+2*XNU*(ETA1*RD2*RDI+ETA2*RD1**2)+AL*(2*ETA1*RD1
*RD2+ETA2))*2*GE*F3/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
S12(6)=S12(6)+(2*RDN*(XNU*RDI -
4*RD1*RD2**2)+2*XNU*(ETA1*RD2**2+ETA2*RD1*RD2)+AL*(2*ETA2*RDI1
*RD2+ETA1))*2*GE*F3/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
$22(1)=822(1)+(2*RDN*(AL*RDI-
4*RD1*RD2**2)+4*XNU*ETA2*RD1*RD2+AL*2*ETA 1 *RD2**2-
FA*ETA1)*2*GE*F1/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
$22(2)=S22(2)+(2*RDN*(AL*RD2+2*XNU*RD2-
4*RD2**3)+4*XNU*ETA2*RD2**2+AL*(2*ETA2*RD2**2+2*ETA2)-
FA*ETA2)*2*GE*F1/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
$22(3)=822(3)+(2*RDN*(AL*RDI-
4*RD1*RD2**2)+4*XNU*ETA2*RD1*RD2+AL*2*ETA 1 *RD2**2-
FA*ETA1)*2*GE*F2/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
$22(4)=S22(4)+(2*RDN*(AL*RD2+2*XNU*RD2-
4*RD2**3)+4*XNU*ETA2*RD2**2+AL*(2*ETA2*RD2**2+2*ETA2)-
FA*ETA2)*2*GE*F2/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
$22(5)=822(5)+(2*RDN*(AL*RDI-
4*RD1*RD2**2)+4*XNU*ETA2*RD 1 *RD2+AL*2*ETA | *RD2**2-
FA*ETA1)*2*GE*F3/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA
40 S22(6)=S22(6)+(2*RDN*(AL*RD2+2*XNU*RD2-

4*RD2**3)+4*XNU*ETA2*RD2**2+AL*(2*ETA2*RD2**2+2*ETA2)-
FA*ETA2)*2*GE*F3/(DE*RA**2)*OME(I)*XJA

RETURN

END

5.3.5Subdivision de la region de integracion

En algunos casos cuando el punto P; esta cerca del elemento, el nimero de puntos de
Gauss requeridos excedera de cuatro de la tabla 5.1. Para ese caso es necesario
subdividir el elemento en subdivisiones iguales a R/L. El maximo numero de puntos
de gauss requeridos es sobrepasado, el elemento es subdividido en K regiones donde

K = INT[(R/L)min/(R/L)] Ec. 5.40
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Donde INT significa redondear el resultado y  (R/L)min €s el minimo valor de
(R/L) para cuatro puntos de Gauss de la tabla 5.1.

el
ol
A
= S R —
& . E
i
) Y
Subregion 1 Subregion 2
el =l -
L2 L2

L

Figura 5.11: Subdivision de la region de integracion.

Notese que para cada subregion de integracion las coordenadas de los puntos de
Gauss se definiran en el sistema de coordenadas locales &, donde las funciones de
forma son funciones de & Para elementos de contorno unidimensionales la formula de
Gauss 6.35 se reemplaza por:

K M(k)

ATE = DT NalEm)T o )] () TWin
k=1m=1

AU, ~ TK_ ) T %) Ny () U Py, )] (6n) . T Wiy Ee. 5.41

Donde K es el nimero de subregiones y M(k) es el nimero de puntos de Gauss para la

subregion k. La relacion entre &y ¢ esta dada por:

z Ec. 5.42
f=iE+a) :

Donde &; y &, son las coordenadas iniciales y finales de la subregion. Si se asume una
subdivision uniforme el Jacobiano ] para la transformaciéon de & en € para todas las

regiones esta dada por:
Ec. 5.43

~i
Il
818
Il
x| =
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5.3.6Implementacion para problemas planos

La subrutina a continuacion integra el producto de las funciones de forma Kernel
sobre elementos isoparamétricos unidimensionales para problemas potenciales.

SUBROUTINE EXTINEQ(XP,YP,X1,Y1,X2,Y2,X3,Y3, HW,GW)

ESTA SUBRUTINA OBTINE LAS MATRICES HW Y GW
QUE RELACIONAN UN NODO (XP,YP) CON UN ELEMENTO
DE CONTORNO UTILIZANDO LAS CUADRATURAS DE GAUSS.

|

|

|

|

!

| RA = RADIUS
| RD1,RD2,RDN = RADIUS DERIVATIVES

| ETALLETA2 =COMPONENTS OF THE UNIT NORMAL TO THE ELEMENT
| XCO,YCO =INTEGRATION POINT ALONG THE ELEMENT

I XJA = JACOBIAN

|

COMMON N,L,GE,XNU,INP,IPR

DIMENSION GW(2,6),HW(2,6)

DIMENSION GI(10),0ME(10)

DATA G1/0.9739065285,-0.9739065285,0.8650633666,-
0.8650633666,0.6794095683,-0.6794095682,0.4333953941 -
0.4333953941,0.1488743389,-0.1488743389/

DATA
OME/0.0666713443,0.0666713443,0.1494513491,0.1494513491,0.2190863625,0.219
0863625,0.2692667193,0.2692667193,0.2955242247,0.2955242247/

DO 301=1,2

DO 20 J=1,6
HW(LJ)=0.

20 GW(L,J)=0.

30 CONTINUE
A=X3-2%X2+X1
B=(X3-X1)/2
C=Y3-2%¥Y2+Y1

D=(Y3-Y1)2

DE=4%3.141592%(1-XNU)

DO 40 I=1,10
|
| OBTIENE LOS VALORES DE LAS FUNCIONES DE FORMA
| EN LOS PUNTOS DE INTEGRACION
|
F1=GI(1)*(GI(I)-1)*0.5
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F2=1.-GI()**2
F3=GI(I)*(GI(I)+1)*0.5
|

| OBTINEN LAS PROPIEDADES GEOMETRICAS EN LOS PUNTOS DE
INTEGRACION
|
XCO=X1*F1+X2*F2+X3*F3
YCO=Y I*F1+Y2*F2+Y3*F3
XJA=SQRT((GI(I)* A+B)**2+(GI(I)*C+D)**2)
ETA1=(GI(I)*C+D)/XJA
ETA2=-(GI(I)*A+B)/XJA
RA=SQRT((XP-XCO)**2+(YP-YCO)**2)
RD1=(XCO-XP)/RA
RD2=(YCO-YP)/RA
RDN=RDI*ETA1+RD2*ETA2
|
| OBTIENE LAS MATRICES GW Y HW
|
GW(1,1)=GW(1,1)+((3-
4*XNU)*ALOG(1./RA)+RD1**2)*OME(I)*XJA*F1/(2*DE*GE)

GW(1,2)=GW(1,2)+RD1*RD2*OME(I)*XJA*F1/(2*DE*GE)
GW(2,1)=GW(1,2)

GW(2,2)=GW(2,2)+((3-
4*XNU)*ALOG(1./RA)+RD2**2)*OME(I)*XJA*F1/(2*DE*GE)

HW(1,1)=HW(1,1)-RDN*((1-2*XNU)+2*RD1#*2)/(RA*DE)*OME(I)*XJA*F
HW(1,2)=HW(1,2)-(RDN*2*RD1*RD2+(1-2*XNU)*(ETA1*RD2-
ETA2*RD1))*OME(I)*XJA*F1/(RA*DE)

HW(2,1)=HW(2,1)-(RDN*2*RD1*RD2+(1-2*XNU)*(ETA2*RDI-
ETA1*RD2))*OME(I)*XJA*F1/(RA*DE)

HW(2,2)=HW(2,2)-RDN*((1-2*XNU)+2*RD2**2)*OME(I)*XJA*F 1 /(RA*DE)
GW(1,3)=GW(1,3)+((3-
4*XNU)*ALOG(1./RA)+RD1**2)*OME(I)*XJA*F2/(2*DE*GE)

GW(1,4)=GW(1,4)+RD1*RD2*OME(I)*XJA*F2/(2*DE*GE)
GW(2,3)=GW(1,4)

GW(2,4)=GW(2,4)+(3-
4*XNU)*ALOG(1./RA)+RD2**2)*OME(I)*XJA*F2/(2*DE*GE)

HW(1,3)=HW(1,3)-RDN*((1-2*XNU)+2*RD1#*2)/(RA*DE)*OME(I)*XJA*F2
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HW(1,4)=HW(1,4)-(RDN*2*RD1*RD2+(1-2*XNU)*(ETA1*RD2-
ETA2*RD1))*OME(I)*XJA*F2/(RA*DE)

HW(2,3)=HW(2,3)-(RDN*2*RD1*RD2+(1-2*XNU)*(ETA2*RDI-
ETA1*RD2))*OME(I)*XJA*F2/(RA*DE)

HW(2,4)=HW(2,4)-RDN*((1-2*XNU)+2*RD2**2)*OME(I)*XJA*F2/(RA*DE)
GW(1,5)=GW(1,5)+((3-
4*XNU)*ALOG(1./RA)+RD1**2)*OME(I)*XJA*F3/(2*DE*GE)

GW(1,6)=GW(1,6)+RD1*RD2*OME(I)*XJA*F3/(2*DE*GE)
GW(2,5)=GW(1,6)

GW(2,6)=GW(2,6)+((3-
4*XNU)*ALOG(1./RA)+RD2**2)*OME(I)*XJA*F3/(2*DE*GE)

HW(1,5)=HW(1,5)-RDN*((1-2*XNU)+2*RD1#*2)/(RA*DE)*OME(I)*XJA*F3
HW(1,6)=HW(1,6)-(RDN*2*RD1*RD2+(1-2*XNU)*(ETA1*RD2-
ETA2*RD1))*OME(I)*XJA*F3/(RA*DE)

HW(2,5)=HW(2,5)-(RDN*2*RD1*RD2+(1-2*XNU)*(ETA2*RDI -
ETA1*RD2))*OME(I)*XJA*F3/(RA*DE)

40 HW(2,6)=HW(2,6)-RDN*((1-2*XNU)+2*RD2**2)*OME(I)*XJA*F3/(RA*DE)
RETURN
END

Esta subrutina también se puede aplicar a problemas de elasticidad, tomando en cuenta
que al integrar funciones kernel U cuando P; es uno de los nodos del elemento
debemos considerar que solo Uy y U,y tienen logaritmos y partes no logaritmicas.
Las partes logaritmicas se integran con Gauss-Laguerre como ejemplo:

1 (1-v)(3—4v) 1 dé| ;=

AUZeni=Jy Nn () gy I (E) (P, $)J(§) |d_§| d§

(1-v)(3-4v)
4w E(1-v)

~ Shet Na(©) JEOWn |52

Ec. 5.44

La parte no logaritmica se integra utilizando las cuadraturas de Gauss.
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Se muestra la subrutina para integrar sobre elementos unidimensionales en elasticidad.

La principal diferencia de la subrutina anterior son los KernelsU y T que son ahora
matrices de 2x2 y se deben agregar dos loops adicionales para la direccion de la carga

en P;y la direccion del desplazamiento en Q(%).

Para la implementacion de la simetria, que se vera luego se requieren dos parametros
adicionales, ISYM y NDEST. El primer parametro contiene el codigo simétrico, el
segundo es una variable que se utiliza para eliminar variables que tienen valor cero,

porque se sitlian en un plano simétrico.

Notese que la forma en que se guardan los coeficientes se da por el grado de libertad
en lugar del nimero de nodo; existen dos columnas por nudo y dos filas por

colocacion de puntos.

A continuacion se indica como se guardan los coeficientes [AU]¢:

— nodos

AUxx11 AUxy1r AUxxz1  AUxy21
Anyll AUyyll AnyZl AUyyZl

[AU]® =
AUyx1z AUxyiz AUxxzz AUy

'l L puntos

Ec. 5.45

SUBROUTINE Integ2P (Elcor,Inci,Nodel,Ncol,xP,k,dUe,dTe,Ndest,Isym)
!
! PARA PROBLEMAS POTENCIALES BIDIMENSIONALES
! POR INTEGRACION NUMERICA

!
IMPLICIT NONE

REAL, INTENT(IN) ::Elcor(:,:) ! COORDENADAS DE ELEMENTOS
INTEGER, INTENT(IN) ::Ndest(:,;) ! VECTOR DESTINO DE NODOS
INTEGER, INTENT(IN) ::Inci(:) ! INCIDENCIAS DE NODOS

INTEGER, INTENT(IN) ::Nodel ! NUMERO DE ELEMNTOS DE NODOS
INTEGER , INTENT(IN)::Ncol ! NUMERO DE PUNTOS

INTEGER , INTENT(IN)::Isym

REAL , INTENT(N) :: xP(:,;) ! VARIABLE CON COORDENADAS

REAL, INTENT(IN) ::k ! PERMEABILIDAD
REAL(KIND=8) , INTENT(OUT) :: dUe(:,:),dTe(:,:) ! VARIABLE
REAL ::epsi= 1.0E-10 | VALOR DE COMPARACION
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REAL :: Eleng,Rmin,RonL,Glcor(8),Wi(8),Ni(Nodel),Vnorm(2),GCcor(2)
REAL :: UP,Jac,dxr(2),TP,r,pi,c1,c2,xsi,eta,dxdxb,Rlim(2),Xsil,Xsi2,RJacB
INTEGER :: i,m,n,Mi,nr,ldim,cdim,nreg,id, NDIV,NDIVS, MAXDIVS
pi=3.14159265359

ldim= 1

cdim=ldim+1

CALL Elength(Eleng,Elcor,nodel,ldim) ! LONGITUD DEL ELEMENTO
dUe= 0.0 ; dTe= 0.0

!
! CUADRATURA DE GAUSS
!
dUe=0.0; dTe=0.0 ! LIMPIA LAS VARIABLES

MAXDIVS=1

Colloc_points: DO i=1,Ncol

Rmin= Min_dist1(Elcor,xP(:,i),Nodel,inci,ELeng,Eleng,ldim) ! Distance coll. point
and element

RonL= Rmin/Eleng !'R/L

Mi= Ngaus(RonL,1,Rlim) ! NUMERO DE PUNTOS GAUSS PAREA L/R
Gauss points for (1/r) singularity

NDIVS=1

RJacB=1.0

IF(Mi == 5) THEN
IF(RonL>epsi) NDIVS= INT(RLim(2)/RonL) + 1 ! NUEMRO DE
SUBDIVISIONES
IF(NDIVS > MAXDIVS) MAXDIVS= NDIVS
RJacB=1.0/NDIVS
Mi=4
END IF
Call Gauss_coor(Glcor,Wi,Mi) ! ASIGNA COORDENADAS DE PESO
Xsil=-1
Subdivisions: DO NDIV=1,NDIVS
Xsi2= Xsil +2.0/NDIVS
Gauss_points: DO m=1,Mi
xsi= Glcor(m)
IF(NDIVS > 1) xsi= 0.5*(Xsil+Xsi2)+xsi/NDIVS
CALL Serendip_func(Ni,xsi,eta,Idim,nodel,Inci) ! FUNCIONES DE FORMA
CallNormal Jac(Vnorm,Jac,xsi,eta,ldim,nodel,Inci,elcor) ! JACOBIANO Y
NORMAL
CALL Cartesian(GCcor,Ni,ldim,elcor)
r= Dist(GCcor,xP(:,i),cdim) ! Dist. P,Q
dxr= (GCcor-xP(:,i))/r ! RX/R,RY/Rr
UP= U(r,k,cdim) ; TP= T(r,dxr,Vnorm,cdim) IKERNELS
Node points: DO n=1,Nodel
IF(Isym == 0)THEN
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iD=1
ELSE
iD= Ndest(i,1)
END IF
IF (id == 0) CYCLE
IF(Dist(Elcor(:,n),xP(:,i),cdim) >epsi) THEN
dUe(id,n)= dUe(id,n) + Ni(n)*UP*Jac*Wi(m)*RJacB
dTe(id,n)= dTe(id,n) + Ni(n)*TP*Jac*Wi(m)*RJacB
END IF
END DO Node points
END DO Gauss_points
Xsil= Xsi2
END DO Subdivisions
END DO Colloc_points

!
! TERMINOS DE LA DIAGONAL
!
cl=1/(2.0*pi*k)
Colloc_points1: DO i=1,Ncol
Node points1l: DO n=1,Nodel
IF(Isym == 0)THEN
iD=1i
ELSE
iD= Ndest(i,1)
END IF
IF (id == 0) CYCLE
IF(Dist(Elcor(:,n),xP(:,i),cdim) >Epsi) CYCLE
Nreg=1
IF(n == 3) nreg=2
Subregions: DO nr=1,Nreg
Mi=4
Call Gauss_Laguerre coor(Glcor,Wi,Mi)
Gauss_points1: DO m=1,Mi
SELECT CASE (n)
CASE (1)
xsi= 2.0*Glcor(m)-1.0
dxdxb=2.0
CASE (2)
xsi= 1.0 -2.0*Glcor(m)
dxdxb= 2.0
CASE (3)
dxdxb=1.0
IF(nr == 1) THEN
xsi= -Glcor(m)
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ELSE
xsi= Glcor(m)
END IF
CASE DEFAULT
END SELECT
CALL Serendip_func(Ni,xsi,eta,ldim,nodel,Inci)
Call Normal Jac(Vnorm,Jac,xsi,eta,ldim,nodel,Inci,elcor)
dUe(id,n)= dUe(id,n) + Ni(n)*c1*Jac*dxdxb*Wi(m)
END DO Gauss_pointsl
END DO Subregions
Mi=2
Call Gauss_coor(Glcor,Wi,Mi)
Gauss_points2: DO m=1,Mi
SELECT CASE (n)
CASE (1)
c2=-LOG(Eleng)*c1
CASE (2)
c2=-LOG(Eleng)*cl
CASE (3)
c2=LOG(2/Eleng)*cl
CASE DEFAULT
END SELECT
xsi= Glcor(m)
CALL Serendip_func(Ni,xsi,eta,ldim,nodel,Inci)
Call Normal Jac(Vnorm,Jac,xsi,eta,ldim,nodel,Inci,elcor)
dUe(id,n)= dUe(id,n) + Ni(n)*c2*Jac*Wi(m)
END DO Gauss_points2
END DO Node pointsl
END DO Colloc_pointsl
RETURN
END SUBROUTINE Integ2P

SUBROUTINE Integ2E(Elcor,Inci,Nodel,Ncol xP,E,ny,dUe,dTe,Ndest,Isym)
!
! OBTIENE LOS VALORES PARA PROBLEMAS DE ELASTICIDAD
BIDIMENSIONAL

! POR INTEGRACION NUMERICA

!
IMPLICIT NONE

REAL, INTENT(IN) :Elcor(:,;;) ! COORDENADAS DE LOS ELEMENTOS
INTEGER, INTENT(IN) ::Ndest(:,;) ! VECTOR DESTINO

INTEGER, INTENT(IN) ::Inci(:) ! ELEMTNTOS DE INCIDENCIA
INTEGER, INTENT(IN) ::Nodel ! NUMERO DE ELEMENTOS
INTEGER , INTENT(IN)::Ncol ! NUMERO DE PUNTOS
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INTEGER , INTENT(IN)::Isym

REAL, INTENT(IN) :: E,ny ! CONSTANTES ELASTICAS
REAL, INTENT(IN) :: xP(,:) REAL(KIND=S), INTENT(OUT) ::
dUe(:,:),dTe(:,:) ! arrays for storing element coefficients

REAL :epsi= 1.0E-10 ! Small value for comparing coords
REAL :: Eleng,Rmin,RonL,Glcor(8),Wi(8),Ni(Nodel), Vnorm(2),GCcor(2)
REAL .2 Jac,dxr(2),UP(2,2),TP(2,2), xsi, eta, 1,

dxdxb,Pi,C,C1,Rlim(2),Xsil,Xsi2,RJacB
INTEGER .2 1,j,k,m,n,Mi,nr,Idim,cdim,iD,nD,Nreg, NDIV,NDIVS, MAXDIVS
Pi=3.14159265359
C=(1.0+ny)/(4*Pi*E*(1.0-ny))
ldim=1 ! DIMENSION DEL ELEMNTO
cdim=ldim+1
MAXDIVS=1
CALL Elength(Eleng,Elcor,nodel,1dim) ! LONGITUD DEL ELEMNTO
dUe= 0.0 ; dTe=0.0
Colloc_points: DO i=1,Ncol
Rmin= Min_distl1(Elcor,xP(:,i),Nodel,inci,ELeng,Eleng,ldim)
RonL= Rmin/Eleng ! RIL
Mi= Ngaus(RonL,1,Rlim)
NDIVS=1
RJacB=1.0
IF(Mi == 5) THEN
IF(RonL>epsi) NDIVS= INT(RLim(2)/RonL) + 1
IF(NDIVS > MAXDIVS) MAXDIVS= NDIVS
RJacB=1.0/NDIVS
Mi=4
END IF
Call Gauss_coor(Glcor,Wi,Mi) Xsil=-1
Subdivisions: DO NDIV=1,NDIVS
Xsi2= Xsil + 2.0/NDIVS
Gauss_points: DO m=1,Mi
xsi= Glcor(m)
IF(NDIVS > 1) xsi= 0.5%(Xsil+Xsi2)+xsi/NDIVS
CALL Serendip func(Ni,xsi,eta,ldim,nodel,Inci)
Call Normal Jac(Vnorm,Jac,xsi,eta,ldim,nodel,Inci,elcor)
CALL Cartesian(GCcor,Ni,Idim,elcor)
r= Dist(GCcor,xP(:,i),cdim) ! Dist. P,Q
dxr= (GCcor-xP(:,1))/r ! X/t ry/t
UP= UK(dxr,r,E,ny,Cdim) ; TP= TK(dxr,r,Vnorm,ny,Cdim)
Node points: DO n=1,Nodel
Direction_P: DO j=1,2
[F(Isym == 0)THEN
iD=2%*(i-1) +j
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ELSE
iD= Ndest(i,})
END IF
IF (id==0) CYCLE
Direction_Q: DO k= 1,2
nD=2*(n-1) + k
IF(Dist(Elcor(:,n),xP(:,i),cdim) >epsi) THEN
dUe(iD,nD)= dUe(iD,nD) + Ni(n)*UP(j,k)*Jac*Wi(m)*RJacB
dTe(iD,nD)= dTe(iD,nD) + Ni(n)*TP(j,k)*Jac*Wi(m)*RJacB
ELSE
dUe(iD,nD)= dUe(iD,nD) + Ni(n)*C*dxr(j)*dxr(k)*Jac*Wi(m)*RJacB
END IF
END DO Direction_Q
END DO Direction P
END DO Node points
END DO Gauss_points
Xsil= Xsi2
END DO Subdivisions
END DO Colloc_points

C=C*(3.0-4.0*ny)
Colloc_points1: DO i=1,Ncol
Node pointsl: DO n=1,Nodel
IF(Dist(Elcor(:,n),xP(:,i),cdim) >Epsi) CYCLE
Nreg=1
IF (n == 3) nreg=2
Subregions: DO nr=1,Nreg
Mi=4
Call Gauss_Laguerre coor(Glcor,Wi,Mi)
Gauss_points1: DO m=1,Mi
SELECT CASE (n)
CASE (1)
xsi= 2.0*Glcor(m)-1.0
dxdxb=2.0
CASE (2)
xsi= 1.0 -2.0*Glcor(m)
dxdxb=2.0
CASE (3)
dxdxb=1.0
IF(nr == 1) THEN
xsi= -Glcor(m)
ELSE
xsi= Glcor(m)
END IF
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CASE DEFAULT
END SELECT
CALL Serendip func(Ni,xsi,eta,ldim,nodel,Inci)
Call Normal Jac(Vnorm,Jac,xsi,eta,ldim,nodel,Inci,elcor)
Directionl: DO j=1,2
[F(Isym == 0)THEN
iD=2%*(i-1) +j
ELSE
iD= Ndest(i,})
END IF
IF (id==0) CYCLE
nD=2*(n-1) +j
dUe(iD,nD)= dUe(iD,nD) + Ni(n)*C*Jac*dxdxb*Wi(m)
END DO Directionl
END DO Gauss_pointsl
END DO Subregions
Mi=2
Call Gauss_coor(Glcor,Wi,Mi)
Gauss_points2: DO m=1,Mi
SELECT CASE (n)
CASE (1)
C1=-LOG(Eleng)*C
CASE (2)
C1=-LOG(Eleng)*C
CASE (3)
C1=LOG(2/Eleng)*C
CASE DEFAULT
END SELECT
xsi= Glcor(m)
CALL Serendip_func(Ni,xsi,eta,ldim,nodel,Inci)
Call Normal Jac(Vnorm,Jac,xsi,eta,ldim,nodel,Inci,elcor)
Direction2: DO j=1,2
[F(Isym == 0)THEN
iD=2%*(i-1) +j
ELSE
iD= Ndest(i,})
END IF
IF (id==0) CYCLE
nD=2*(n-1) +j
dUe(iD,nD)= dUe(iD,nD) + Ni(n)*C1*Jac*Wi(m)
END DO Direction2
END DO Gauss_points2
END DO Node points1
END DO Colloc_pointsl
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RETURN
END SUBROUTINE Integ2E

5.3.7Integracion numérica para elementos bidimensionales

Veremos la integracion sobre elementos isoparametricos bidimensionales con
contornos finitos. Se ve que los principios basicos son muy similares a los de
elementos unidimensionales, en donde separamos los casos cuando P; no es un nodo
del elemento y cuando si lo es.

Empezando por problemas potenciales las integrales a evaluarse son:

AUS=[, [2 Na(E,mU(P, Q(E,m)J (€, m)dédn
Ec. 5.46

ATE=[2, [2 No (&, mT (P, Q(E,m)J (€, m)dédn

Cuando P; no es un nodo del elemento, las integrales se pueden evaluar usando las
cuadraturas de Gauss en las direcciones ¢ y 1. Esto da;

M K
AU, ~ mz kZ NG U (Poy Q s 1100 )] s 1) W Wi

ATrfi ~ Z%=1 Zﬁ:l Nn(fm' nk)T(Pi' Q(Eml nk))](fm' 7']k)VVmVVk

Ec. 5.47
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Figura 5.13: Subelemento para integracion numeérica cuando P; es un nodo de esquina del elemento.

El numero de puntos de integracion en la direccion &, 17 se determina de la tabla 5.1,
donde L es el tamafio del elemento en la direccion &, L: y el namero de puntos en la
direccion 17, K es determinada sustituyendo por L el tamafio del elemento en la
direccion n (L,) en la figura 5.12.

Cuando P; es un nodo del elemento pero no el nodo n, entonces el KernelU se
aproxima infinitamente como (//r) pero la funcion de forma se acerca a cero, asi el
producto N,U se determina utilizando la cuadratura de Gauss. El KernelT se
aproxima al infinito como (/#2) y no puede obtenerse con Gauss Laguerre. Cuando
Pi es el nodo n del elemento, entonces el producto N,U solo existe como el valor
principal de Cauchy que puede evaluarse utilizando las ecuaciones 5.18 y 5.19.

Para evaluar la segunda integral de la ecuacion 5.46 cuando Pies un nodo del elemento
pero no el nodo n, tenemos que separar en subelementos triangulares como se ve la
figura 5.14 y 5.15. Para cada subelemento introducimos coordenadas locales que se
escogen de tal manera que el Jacobiano de transformacion se acerca a cero en el nodo
Pi, la integracion numérica formulada se aplica sobre dos o tres subelementos
dependiendo si Pi es una esquina o un nodo intermedio.
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Figura 5.14: Subelementos para integracion numérica cuando P; es un nodo intermedio del elemento.

Utilizando el esquema la primera integral de la ecuacion 5.46 se re escribe como se
indica a continuacion:

aus; = 528 [ 17 NG mU (P, Q) (€ m) 585 déd
g(n)—P Ec. 5.48

La ecuacion para la evaluacion numérica de la integral utilizando la cuadratura de
Gauss se escribe como:

AUS; = 22<3)2m 1 23 Na (G TV (P Qs i) ) I (G T )T G i) Wi Wi

gm)="P;
Ec. 5.49

Donde J(&,7) es el Jacobiano de transformacién de &, 77, a &, 1.
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La transformacién de elementos de coordenadas locales a subelementos esta dada por:
¢ = 2;31:1 Nn(g:ﬁ) fl(n) ’ n= 23:1 Nn(f_' ﬁ) Ni(n)
Ec. 5.50

Donde /(n) es el nimero local del nodo n del subelemento y las funciones de forma se
escriben por:

N=11+Ha-n. H=11+Ha+n . N=2(1-9
Ec. 5.51

Las tablas 5.2 y 5.3 dan los numeros locales de los nodos /(1) en la ecuacion 5.50
dependiendo del numero de subelementos y de la posicion de P..

P.al nudo Subelemento 1 Subelemento 2
i n=I n=2 n=3 n=1 n=2 n=3
1 2 3 1 3 4 1
2 3 4 2 4 1 B
3 1 2 3 4 1 3
4 1 2 4 2 3 4

Tabla5.2: Numero de nodo local I(n) para los nodos de subelementos P; de nodos de esquina

La matriz Jacobiana para la transformacion (5.50) se da por:

[c’?_f a_ﬂ Ec. 5.52
jo|% 7
[E on
on dn
Donde
P N, 1= — P N, 1= —
% = Zfl:la—g(fﬁl)fn , a_ri; = 25’1:13_5(5'77)%
98 = oN o o oN
o n —
SN2 R N ¢ Ec. 5.53
P) ; FR (6, on L on Uk
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P;al Subelemento 1 Subelemento 2 Subelemento 3
nudo n=1 | n=2 n=3 n=I n=2 n=3 n=I n=2 n=3
5 4 1 5 2 3 5 3 4 5
6 1 2 6 3 4 6 4 1 6
7 4 1 7 2 3 7 1 2 7
8 1 2 8 3 4 8 2 3 8

Tabla5.3: Numero de nodo local l(n), para los nodos de subelementos cuando P; es un nodo intermedio.

El Jacobiano se representa por:

. 0&dn o0dno¢ Ec. 5.54
J=det|]]| =—=—=——==—
0§ 0n 9§ 0n
Se puede comprobar que para é = —1 el Jacobiano es cero. Sin modificacion se

puede aplicar a problemas de elasticidad reemplazando en la ecuaciéon 5.46 los
escalares U y T por las matrices Uy T.

5.3.8Subdivision de la region de integracion

Asi como para los problemas lineales es necesario implementar un esquema de
subdivision para la integracion en la implementacion mas sencilla subdividimos los
elementos en subregiones como se indica en la figura 5.16. El nimero de subregiones
N:zen ¢y N, en 7 se determina por:

Ng = INT[(R/L)min/(R/Le)] 5 Ny = INT[(R/L)min/(R/Ly)]

Ec. 5.55
La ecuacion 5.47 se reemplaza por:

Neg Ny M) K())

85~ Y S NG iU (P Qs 7)) - T Wi Wi

1=1 j=1m=1 k=1
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ATE ~ 3,2, 20 S 3D N s )T (P @ i) ) 1 TWon Wi
Ec. 5.56

Donde M(1) y K(j) son los nimeros de puntos de Gauss en las direcciones & y 1 para la
subregion.

Figura 5.15: Subdivision de elementos bidimensionales.

La relacion entre las coordenadas locales y globales se define como:

'3 Ec. 5.57

1
f=—(f1+52)+N_f

2
_1 (ny +1m2) + 1
=35m0 N,
Donde &, , &,y 11, 1, definen la subregion, el Jacobiano esta dado por:

9éon _ 1

aEom = Nom, Ec. 5.58

J =

109



5.4Conclusiones.

Se ha discutido en dette los métodos numéricos que se pueden utilizar para la
entegracion del producto de funciones de forma Kernel sobre el contorno de
elementos. Debido a la naturaleza de estas funcines se ha requerido de esquemas de
integracion especiales, para que la precision de integracion sea similar a la
localizacion de los P, relativos al contorno del elemento.

El ntimero de puntos de integraciéon que se requiere para obtener una precision
aproximada no es de facil determinacion, se tienen ya un conjunto de subrutinas que
serviran para escribir un programa para el proposito principal. Lo que se requere es el
ensamblaje de las matrices de coeficientes para especificar las condicins de borde y
resolver el sistema de ecuaciones.
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6. ENSAMBLAJE Y SOLUCION

6.1 Introduccion

En el capitulo anterior, con la integracion numérica de los productos de las funciones
de forma Kernel; se llegd probablemente al aspecto mas importante del Método de los
Elementos de Contorno.

A continuacidn,se descubriran los pasos que deben seguirse para resolver la ecuacion
integral que son similares a los que se siguen para la solucion de MEF, especialmente
en lo que se refiere a la contribucion de los elementos en la matriz general.

Para la solucion se utilizaran Métodos Iterativos.

El sistema de ecuaciones es diferente al MEF, puesto que tendremos que tratar con
sistemas no simétricos y matrices totalmente pobladas que determinan la principal
desventaja del método; pero al obtener sistemas siempre mas pequeflos se compensa
este problema, incluso la solucion en tiempo computacional es generalmente menor al
MEF.

Al final de este capitulo, se conoceran los procedimientos generales para un programa
con un proposito especifico. El programa sin embargo nos dara los resultados en los
contornos. Sin embargo, una fortaleza del método es hallar con relativa facilidad los
valores en el interior del contorno. Esto se realizara en la etapa de post proceso que
trataremos en el siguiene capitulo.

6.2 Ensamblaje del Sistema de Ecuaciones

Iniciando con problemas de potencial, revisando la ecuacion 5.7 que era:

E N E N Ec. 6.1
cu(P;) + Z ATSus = Z AUZ s
1 1

e=1n= e=1n=

Y recordamos
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| Numero de elementos

e
ni « Punto del contador

1 Numero de nodo Ec. 6.2

Para la solucion del sistema de ecuaciones es conveniente reemplazar las dobles sumas
por una matriz multiplicacion asi:

[AT]{u} = [AU]{t} Ec. 6.3

Donde los vectores {u} , {t} contienen potencial / temperatura y flujos
respectivamente para todos los nodos en un sistema de numeracion globlal.

{u} = {ug, uy, 37 Ec. 6.4

y [AT] y [AU] son coeficientes globales de la matriz ensamblada por recoleccion de
contribucion de elementos. En la matriz de coeficientes globales las filas corresponden
a la colocacion de putnos P; y las columnas a la numeracion nodal global. EI proceso
de recoleccion es muy similar al proceso de ensamblaje en el MEF, a excepcion que
todas las columnas se agregan de una vez. Para el proceso de recoleccion necesitamos
la conectividad o indices de los elementos e, que se refiere a la numeracion global de
los nodos del elementos.

Si nos referimos a una malla simple en 2D con elementos lineales como se ve en la
figura 6.1 las incidencias se dan en la tabla 6.1.

Elemento Nudo 1 Nudo 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 5 6
6 6 7
7 7 1

Tabla6.1: Indices de conectividad.
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Figura6.1: Ensamblaje explicativo para malla 2-D para potencial.

Como ejemplo, para ensamblar las contribuciones del elemento con conectividad
(/3,4/), las columnas de la matriz de coeficientes [AT]3 se afladen a la matriz global
[AT].

— Numero de nodos

1 2 3 4 5 6 7

AT131 AT231 o0 1
AT3, ATS, §
[AT] = A7"123 ATZ} L P; Ec. 6.5
ATy, AT, 4
ATE, AT} 5
AT3, AT3, 6
AT3 ATS 7
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Para problemas de elasticidad existe mas de una incégnita por nodo, por lo que las
columnas se enumeran de acuerdo al grado de libertad en vez de al numero de nodo.
Para problemas bidimensionales elasticos, cada nodo tiene dos grados de libertad y las
incidencias del elemento 3 se expanden a sus destinos como se indica en la tabla 7.2

Elemento Nodo 1 Nodo 2

X y X y
1 1 2 3 4
2 3 4 5 6
3 5 6 7 8
4 7 8 9 10
5 9 10 11 12
6 11 12 13 14
7 13 14 1 2

Tabla6.2: Destinos.

Para el elemento 3 el vector de destino es (/5,6,7,8/) y el ensamblaje es:

—Numeros de destino

1 2 3 4 5 6 7 8 i
AT)?xll AT;xll ATx3x21 ATj:;lel
AT;\?yll AT;yll ATx3yZl AT)?yZl
[AT] = AT;xu AT;?x12 ATx3x22 AT;xzz
ATx33/12 AT;ylz ATx3yZZ AT)?yZZ

Ec. 6.6

Notese que los nimeros de destino se utilizan ahora para enumerar las columnas.

Regresando al problema del potencial y asumiendo que es un ejemplo introductorio
resuelto por el Método de Trefftz, el flujo ¢ es conocido en todos los nodos de
contorno y la solucion ues requerida, ensamblamos el lado izquierdo realizamos la
multiplicacion matricial al derecho y resolvemos el sistema de ecuaciones. Para el
ejemplo de la figura 6.1, la ecuacion 6.1 se puede reemplazar por:

[ATT{u} = {F} Ec. 6.7
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Donde los coeficientes del vector del lado derecho {F} se obtienen por:

7N Ec. 6.8
Fy = 2 Z AUﬁitrel
e=1n=1
1
i 2
5.6
& B
13,14 >
3
0 3
4 7.8
5 T8
11,12
9,10

Figura6.2: Ensamblaje del ejemplo para problemas elasticos en 2-D.

Con frecuencia se obtienen problemas de contorno mezclados con u y ¢, donde u se
prescribe en una porcion del contorno y ¢ en el otro. Por lo que se debera cambiar
columnas para que los coeficientes que al multiplicarse con valores conocidos estén a
la derecha, y con valores desconocidos a la izquierda. Consideramos el ejemplo
simple de la figura 6.3, donde las temperaturas u estdn preescritas a lo largo del
elemento 4 y el flujo esta preescrito en los elementos 1, 2 y 3. Notese que dado que
las normales exteriores son distintas en los nodos de esquina los flujos son
discontinuos alli; diferente al lado izquierdo y derecho del nodo del elemento,
teniendo que haber una sola temperatura en ese nodo. Escribiendo la ecuacion 6.1 se
obtiene:
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cu(P) + AT{ul + AT jul + ATEu? + ATAu3 + AT ud + AT ud + AT ut
+ AT uj =

AULul + AU + AUZU? + AUZ U2 + AUS WS + AU S + AU ut + AU ul
Ec. 6.9

El procedimiento de ensamblaje debe ser modificado, para que a todos los valores
conocidos se encuentren a la derecha y los desconocidos a la izquierda. Los valores

conocidos son:

thsth st t5 ;68 63 Ec. 6.10
Uy 5 Uy
Los valores desconocidos son:
u%;u%;uz;uﬁ ;uf;u3 Ec.6.11
tf ; ty
Neuman BC
t conocido
Dirichlet 1 2 Neuman BC
BC — t conocido
u conocido 3
1
MNeuman BC
t conocido

Figura6.3: Ejemplo bidimensional para problemas de potencial con condiciones de borde mezcladas.
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Luego de ubicar los valores desconocidos a la izquierda y los conocidos a la derecha
la ecuacion 6.9 se escribe como:

Cu(Pi) + (ATzll + Alei)uZ + (ATZZi + AT13l')u3 - AUfltf - AUgltg =

AULtE + AU t3 + AUZEE + AUZt2 + AU E3 + AU t3 — AU uy — AUSu,

Ec. 6.12

En la ecuacion 6.12 la numeracion global para los nodos ha sido implementada. Esta
ecuacion puede ahora ser leida para los puntos P; localizados en los nodos 1, 2, 3, y 4
como una ecuacion matricial (6.13). Los elementos diagonal envolventes AT se
realizan por corchetes como se explico anteriormente.

1 2 3 4 .
[—AUfl AT} + ATY AT +ATE  —AUZ Y (G

AUY, [AT), + ATZ]  ATR + AT, —AUL, ZZ = (F}
—AU;  AT) + ATE  [ATE, + ATS] —AU§3‘ tjj
—AU}, AT}, +ATE AT +ATS,  —-AULL 72
Ec. 6.13

Los coeficientes F; al lado derecho de {F} se obtienen como:

F; = AULtE + AU tE + AUZEE + AU t2 + AUSES + AU t3 — AT uy — AT uy

Ec. 6.14

Para problemas en elasticidad, el proceso de ensamblaje para problemas de contornos
mixtos es similar pero como el ensamblaje se da por el grado de libertad y no por el
numero del nodo, por las condiciones de borde también dependeran en la direccion.
El ejemplo de la figura 6.1 ayuda a comprender.

Figura6.4: Ejemplo de discontinuidad en elasticidad.
117



Para resumir el proceso de ensamblaje se puede ver que la contribucion de los
elementos se ensambla en la matriz global por recoleccion de los coeficientes de
acuerdo a incidencias o destinos (en caso elastico). Dependiendo de los codigos
definido en un nodo particular, los coeficientes AT,; y AU;; son ensamblados ya sea al
lado derecho o izquierdo, por lo que la informacion que se requiere para el ensamblaje
es la del vector de conectividad o destino y el cddigo de cada elemento. Notese que el
codigo es definido localmente para cada elemento y puede tener dos valores en un
nodo cualquiera.

6.2.1Simetria

En muchos casos es posible considerar la simetria de un problema y reducir el trabajo.
En el MEF se implementa generando solo una parte de la malla indicando las correctas
condiciones de contorno de la simetria. En el MEC se puede tomar otra aproximacion
aliviando la necesidad de tener elementos en 1 parte simétrica. Como ejemplo para el
problema indicado en la figura 6.5, para una excavacion circular en un dominio
infinito, no existen nodos en el plano de la simetria.

Figurab6.5: Ejemplo con una plano de simetria.
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Se explicara la aproximacion en el manejo de las condiciones de simetria utilizando el

MEC

Considérese la malla simple para el analisis de excavacion circular formado por 8
elementos como se ve en la figura 7.5b; la idea es crear solo elementos a lado derecho
de la simetria (elementos del 1 a 4) y automaticamente generar los elementos a lado

izquierdo (1' a 4"). Las incidencias de todos los elementos son:

Elemento i j Elemento i j
1 4 15 1 5 | 4
2 3| 4 2! 4' | 3!
3 2 |3 3! 30| 2!
4 1|2 4! 2] 1

Notese que la secuencia de los nodos espejo es el revés. Esto es importante puesto que
afecta la direccion de la normal de salida del vector n. Las coordenadas de los nodos al

lado izquierdo de la simetria se pueden obtener a partir de los nodos de la derecha.

Nodo X y
2 ! -X7 Y2
3! X3 | V3
4 ! -X4 Y4

Se puede ahorrar esfuerzo sustancialmente si durante el ensamblaje consideramos que
los valores a la izquierda se pueden obtener a partir de los de la derecha. Para

problemas potenciales se tiene

1 _ o ol 1_
Uz = UgU3 = UgYUy = Uy.
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Figura6.6: Ejemplo con dos planos de simetria.

Para problemas de elasticidad ver figura 7.5(a).

Nodo uy uy
2 ! -Uyo Uyo
3! “Uxs | Uy
4 ! -Uy4g Uyg

Para ensamblar el sistema de ecuaciones, es decir que los coeficientes de los nodos
espejo se ensamblan en el mismo lugar de los nodos de no espejos.

En problemas de elasticidad el signo negativo de la componente x del desplazamiento
debe ser considerado durante el ensamblaje. Si se utiliza este sistema de ensamblaje,
entonces el numero de incdgnitas se reduce al nimero de incognitas del lado derecho.
El tnico trabajo adicional sera la integracion de las funciones de forma sobre los
elementos espejo. Si existe simetria en x y y ; entonces los elementos se hacen espejo
dos veces como se ve en la figura 7.6.

Los vectores de incidencia son:
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Elemento i ] Elemento i j
1 2 13 N 2] 3
2 1 ]2 2’ ] 2
1 3 12 I 3] 2
2! 2! 2’ 2] 1
Notese que para todos los elementos a excepcion de 17 y 27, las incidencias se

reversan, las coordenadas de los nodos espejo son:

Nodo X y
1 ! -X1 Y1
32 -X3 -Y3
2 ! -X2 Yz
22 -X2 -Y2
23 X2 -Y2

En problemas de potencial se tiene ui = u% = u3 = uy;uj =y yul =u;. Para
problemas de elasticidad los desplazamientos en los nodos espejo se dan por:

Nodo Uy uy
1 Uy 0
3! 0 Uy

T
22 -Ux2 Uy
23 -Uyo -Uy2
2 Uxo -Uy

6.2.2Subrutina espejo

Esta subrutina se realiza para generar elementos a través de planos simétricos.
Devuelve las incidencias, destinos y el vector de coordenadas del elemento espejo,
como también los factores de multiplicacion para el ensamblaje. En la subrutina se
debe considerar que si los puntos estan en el plano simétrico, entonces se les da el

valor de coordenada cero.

SUBROUTINE espejo(Isym,nsy,Nodes,Elcor,Fac,Incie,Ldeste,Elres te,Elres ue&

,Nodel,Ndof,Cdim)
!

! Crea elementos espejo
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!
IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) : Isym ! indicador de
simetria

INTEGER, INTENT(IN) :nsy ! contador de simetria
INTEGER, INTENT(IN) :nodes ! nodo mas alto

REAL, INTENT(IN OUT) :: Elcor(:,:) ! coordenadas a modificar
REAL, INTENT(IN OUT) :: Elres te(:)! Tracciones del elemnto
REAL, INTENT(IN OUT) : Elres _ue(:)! Desplazamientos del
elemento

REAL, INTENT(OUT) ;2 Fac(:) ! factor de multiplicacion
INTEGER, INTENT(IN OUT) :: Incie(:)

INTEGER, INTENT(IN OUT) :: Ldeste(:)

INTEGER, INTENT(IN) ::Nodel ! nodos por elemento
INTEGER, INTENT(IN) ::Ndof !

INTEGER, INTENT(IN) :Cdim ! dimension cartesiana

REAL :: TD(3) ! vector de trasnformacion
INTEGER :: n,m,Isonl,Ison2,Ison3,i
IF(nsy == 1)RETURN

! Assign coefficients of TD

SELECT CASE (nsy-1)

CASE(1)
TD=(/-1.0,1.0,1.0/)
CASE(2)
TD=(/-1.0,-1.0,1.0/)
CASE(3)
TD=(/1.0,-1.0,1.0/)
CASE4)
TD=(/1.0,1.0,-1.0/)
CASE(5)
TD=(/-1.0,1.0,-1.0/)
CASE(6)
TD=(/-1.0,-1.0,-1.0/)
CASE(7)
TD=(/1.0,-1.0,-1.0/)
END SELECT
! genera coordenadas e incidencias
Nodesl: &
DO n=1,nodel
Direction: &
DO m=1,Cdim
Elcor(m,n)= Elcor(m,n)*TD(m)
END DO &
Direction
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! revisa puntos para simetria
Isonl=0
Ison2=0
Ison3=0
IF(Elcor(1,n)==0.0) Ison1=1
IF(Elcor(2,n)==0.0) Ison2=1
IF(Cdim> 2 .AND. Elcor(3,n)==0.0) Ison3=1
[F(ison1==1 .AND. nsy-1==1)CYCLE
IF(ison2==1 .AND. nsy-1==3) CYCLE
IF(isonl+ison2+ison3 > 1 .AND. nsy-1<4) CYCLE
Incie(n)= Incie(n) + Nodes
END DO &
Nodesl
! generafactores de multiplicacion
IF(Ndof> 1) THEN
=0
Nodes2: &
DO n=1,nodel
Degrees_of freedoml: &
DO m=1,Ndof
I=1+1
Fac(I)= TD(m) ! factores de multiplicacion para
simetria
END DO &
Degrees of freedoml
END DO &
Nodes?2
END IF
SELECT CASE (nsy-1)
CASE (1,3,4,6)
CALL Reverse(Incie,elcor,ldeste,Elres_te,Elres ue,Ndof,Cdim,nodel)
CASE DEFAULT
END SELECT
RETURN
END SUBROUTINE espejo

6.2.3Subrutina ensamblaje

Se presenta un sub programa para ensamblar la matriz de coeficientes utilizando un
vector de incidencias o destinos, asi como informacion del tipo de contorno y
condicion de simetria. La informacion acerca de la condicion de borde es obtenida
por cada nodo o grado de libertad de un elemento y el codigo es 0 para Neuman y 1
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para la condicion de Dirichlet. Se debe tener cuidado cuando la condicion de contorno
es discontinua.

Por ejemplo en figura 6.3 la temperatura y el flujo son conocidas en el primer nodo del
elemento 1, pero solo la temperatura es conocida en el segundo nodo del elemento 4.
Para el ensamblaje se debe especificar un codigo global y no un coédigo para cada
elemento. Entonces si Neuman BC se especifica y el codigo global es Dirichlet, tanto
AT y AU se ensamblan a lado derecho. En la lista de vectores paramétricos
Elres_uyElres t ; estos eventualmente contendran valores conocidos (prescritos) y los
otros valores serdn cero.

La subrutina ensamblaje se puede utilizar para ensamblar problemas bi y
tridimensionales para potencial y elasticidad.

SUBROUTINE Ensamblaje(Lhs,Rhs,DTe,DUe,Ldest,BCode,Ncode&
,Elres_u,Elres_te,Diag,Ndofe,Ndof,Nodel,Fac)
!

! Ensambla la contribucidn de elementos
!

REAL(KIND=8) .- Lhs(:,:),Rhs(:)
REAL(KIND=8), INTENT(IN):: DTe(:,:),DUe(:,:)
INTEGER , INTENT(IN) :: LDest(:)

INTEGER , INTENT(IN) :: BCode(:)
INTEGER , INTENT(IN) 2 NCode(:)
INTEGER , INTENT(IN) :: Ndofe
INTEGER , INTENT(IN) :: Ndof
INTEGER , INTENT(IN) :: Nodel
REAL , INTENT(IN) :: Elres_u(:)
REAL , INTENT(IN) .. Elres_te(?)
REAL , INTENT(IN) :: Fac(?)
REAL(KIND=S8) :: Diag(:,:)
INTEGER ::n,Ncol
DoF per Element:&

DO m=1,Ndofe

Ncol=Ldest(m)
IF(BCode(m) ==0) THEN ! Neumann BC
Rhs(:) = Rhs(:) + DUe(;,m)*Elres_te(m)*Fac(m)
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IF (NCode(Ldest(m)) == 0 .and. Ncol /= 0) THEN
Lhs(:,Ncol)= Lhs(:,Ncol) + DTe(:,m)*Fac(m)
ELSE
Rhs(:) = Rhs(:) - DTe(:,m) * Elres u(m)*Fac(m)
END IF
END IF
IF(BCode(m) == 1) THEN ! Dirichlet BC
Lhs(:,Ncol) = Lhs(:,Ncol) - DUe(:,m)*Fac(m)
Rhs(:)=Rhs(:) - DTe(:,m) * Elres_u(m)*Fac(m)
END IF
END DO &
DoF_per_ Element

DO n=1,Nodel
DO k=1,Ndof
I=(n-1)*Ndof+k
Diag(:,k)= Diag(:,k) - DTe(:,])
END DO
END DO
RETURN
END SUBROUTINE Ensamblaje

6.3Solucion del sistema de ecuaciones

Luego del ensamblaje se obtiene un sistema de ecuaciones. La diferencia con el
sistema obtenido con el MEF es que no es un sistema simétrico y la matriz es
totalmente poblada. La no simetria de los coeficientes de la matriz dio problemas por
un tiempo a los ingenieros acostumbrados a matrices simétricas, esto se da debido a
que no estamos resolviendo las ecuaciones integrales exactamente sino por
aproximaciéon numérica.

En lugar de forzar el Teorema de Betti con un numero infinito de puntos,
seleccionamos un numero limitado de puntos que son los puntos nodales de la malla.
Se puede demostrar que si la fineza de la malla crece, los coeficientes de la matriz se
vuelven mas y mas simétricos.

El caso de que la matriz es totalmente poblada nos permiten despreocuparnos de la
solucion por medio de programas que se dedica a resolver matrices esparsas.
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6.3.1Eliminacion de Gauss.

El método de Gauss es posiblemente el mas viejo y mas utilizado como Método de
Solucion de Ecuaciones. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones.

Au=F Ec. 6.15
La solucién de u requiere dos pasos.
Paso 1:Reduccion

Se introducen ceros bajo la diagonal principal por lo que terminamos con una matriz
triangular superior asi si consideramos las ecuaciones myin tenemos el siguiente
sistema:
Ec. 6.16
AUy + ...+ anjuj+. L= Fn

AinUp + ...+ aijuj+. L Fi

Para introducir ceros en la columna » de la ecuacion ni, dividimos (a;j,/a,,) veces la
ecuacion n de la ecuacion i:

AUy + ... Fagut. = F,

Ec. 6.17
%k
0+ ...+ aijuj+...= Fi*
Donde
* din

& = A T3, @i Ec. 6.18
a.

F;k =F— = Fn
nn

Este procedimiento que también se denomina como Eliminacion de la variable n,
puede ser visto como una continua modificacién de los coeficientes a por los
coeficientes a”. Se contintia con este procedimiento con todas las ecuaciones hasta
que los coeficientes bajo la diagonal sean cero.

Paso 2:Sustitucion reversa

Los resultados se obtienen sustituyendo los valores de la ultima ecuacién en la
ecuacion superior y asi sucesivamente. La formula para esto se da como:
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_ 1 N
Up = —7 i=n+1anili — Fn
nn

Ec. 6.19

Este procedimiento facilmente se convierte en una subrutina.

SUBROUTINE SLNPD(A,B,D,N,NX)
!

| PROGRAM 6
!
| SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
| POR EL METODO DE ELIMINACION DE GAUSS
| SE INTERCAMBIA LAS FILAS UNA VEZ QUE SE HALLAN LAS
SOLUCIONES
!
!
| A : MATRIZ DEL SISTEMA
| B: ORIGINALLY CONTIENE EL SISTEMA INDEPENDIENTE.
| DESPUES DE LA SOLUCION GUARDA
| LOS VOLORES DE LAS INCOGNITAS.
!
I N : NUMERO DE INCOGNITAS
I NX: TAMANO DE FILAS Y COLUMNAS DE A
!
DIMENSION B(NX),A(NX,NX)

TOL=1.E-6

NI=N-1
DO 100 K=1,N1
K1=K+1
C=A(K.K)
IF(ABS(C)-TOL)1,1,3
1 DO 7 J=KI,N
|
| INTENTA CAMBIAR FILAS PARA NO OBTENER NINGUN CERO EN LA
DIAGONAL
|
IF(ABS((A(J.K)))-TOL)7,7.5
5DO0 6 L=K.N
C=A(K,L)
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A(K,L)=A(J,L)
6 A(J,L)=C

C=B(K)

B(K)=B(J)

B(J)=C
C=A(K.,K)
GO TO 3

7 CONTINUE
GO TO 8

|

| DIVIDE LA FILA POR EL COEFICIENTE DE LA DIAGONAL
!
3 C=A(K.K)
DO 4 J=KI,N
4 A(K,J)=A(K,J)/C
B(K)=B(K)/C
|

| ELIMINA LA INCOGNITA X(K) DE LA FILA I
|
DO 10 I=K1,N
C=A(LK)
DO 9 J=KI,N
9 A(LD)=A(LJ)-C*A(K,J)
10 B(I)=B(I)-C*B(K)
100 CONTINUE
|

| OBTIENE LA ULTIMA INCOGNITA
!

IF(ABS((A(N,N)))-TOL)8,8,101

101 BON)=B(N)/A(N,N)

|

| APLICA EL PROCESO DE SUBSTITUCION REVERSA PARA HALLAR EL
RESTO DE INCOGNITAS
|
DO 200 L=1,N1
K=N-L
K1=K+1
DO 200 I=K1,N
200 B(K)=B(K)-A(K,J)*B(J)
!

! OBTIENE EL VALOR DEL DETERMINANTE
!

D=1.
DO 250 I=1,N
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250 D=D*A(L])
GO TO 300
8 WRITE(IPR,2) K
2 FORMAT(' **** SINGULARIDAD EN FILA',I5)
D=0.
300 RETURN
END

6.3.2Escalado de los coeficientes en los términos que intervienen
en elasticidad

Cuando se observa la solucion fundamental para elasticidad notamos que el KernelU
contiene modulos de elasticidad mientras que T no. Dependiendo de las unidades
escogidas se espera una gran diferencia de valores. Como se ha visto desde el inicio
del capitulo, si existen condiciones mixtas de valores de contorno entonces se produce
un cruce de Uy T en la matriz de ensamblaje.

Esto puede dar problemas en la solucion de ecuaciones, puesto que términos pequeiios
seran restados de términos muy grandes.

Por este motivo se recomienda escalar el ingreso de datos y se puede hacer de tal
manera que todas las tracciones se dividan por E y todas las coordenadas por la mayor
diferencia entre coordenadas.

PROGRAM BEM

!

! ESTE PROGRAMA RESUELVE PROBLEMAS DE ELASTICIDAD
'BIDIMENSIONAL

! UTILIZANDO ELEMENTOS DE BORDE CUADRATICOS

|

CHARACTER*10 FILEIN,FILEOUT
|
COMMON/MATG/ G(100,150)
COMMON/MATH/ H(100,100)
COMMON N,L,GE,XNU,INP,IPR
DIMENSION X(51),Y(51)
DIMENSION DFI(150),FI(100),KODE(150)
DIMENSION CX(20),CY(20),SSOL(60),DSOL(40)
|

! SE ASIGNA EL MAXIMO NUMERO DEL SISTEMA DE ECUACIONES (NX)
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| NX= 2*MAXIMO NUMERO DE NODOS= 4*MAXIMO NUMERO DE
ELEMENTOS
I NX1=3*MAXIMO NUMERO DE NODOS= 6*MAXIMO NUMERO DE
ELEMENTOS
!
NX=100
NX1=150
!
| ASIGNA NUMEROS PARA LOS ARCHIVOS DE ENTRADA Y SALIDA
!
INP=5
IPR=6
!
| LEE NOMBRES Y ABRE LOS ARCHIVOS DE ENTRADA Y SALIDA
!
WRITE(*,' (A) ") ' NOMBRE DEL ARCHIVO DE ENTRADA (MAX. 10
CARACTERES.)
READ(*,' (A)")FILEIN
OPEN(INP,FILE=FILEIN,STATUS='OLD')
WRITE(*,' (A) ") ' NOMBRE DEL ARCHIVO DE SALIDA (MAX. 10
CARACTERES.)
READ(*, (A) "FILEOUT
OPEN(IPR,FILE=FILEOUT,STATUS=NEW")
|

! LEE LOS DATOS
!

CALL INPUTEQ(CX,CY,X,Y,KODE,DFI)
!

i OBTIENE LAS MATRICES G Y H PARA FORMAR EL SISTEMA (A X=F)
|

CALL GHMATEQ(X,Y,G,H,FI,DFI,KODE,NX,NX1)

|

i RESUELVE EL SISTEMA DE ECUACIONES

|

NN=2*N

CALL SLNPD(H,FL,LD,NN,NX)

|

! OBTIENE LAS TENSIONES Y DESPLAZAMIENTOS EN LOS PUNTOS

INTERNOS.
|

CALL INTEREQ(FI,DFL,LKODE,CX,CY,X,Y,SSOL,DSOL)
!

! IMPRIME LOS RESULTADOS EN LOS NODOS DE BORDE Y EN LOS
PUNTOS INTERNOS
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!
CALL OUTPTEQ(X,Y,FI,DFL,CX,CY,SSOL,DSOL)
|

| CIERRA LOS ARCHIVOS DE ENTRADA Y SALIDA
!

CLOSE (INP)

CLOSE (IPR)

STOP

END
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7.UTILIZACION DEL PROGRAMA

7.1Ingreso de datos

Este programa determina las tracciones y desplazamientos en todos los nodos de los
elementos cuadraticos y también obtiene los desplazamientos y esfuerzos en cualquier
punto de nuestro interés.

Para poder utilizar el programa se requiere crear un archivo de texto y guardarlo con la
extension .zxt, por ejemplo el archivo “viga.txt”.

En la primera fila se escribe el nombre del archivo de salida con un maximo de diez
caracteres y con la extension .txt, por ejemplo “deviga.txt”. En la segunda fila un
texto explicativo para que salga en el archivo de salida. En la tercera fila separado por
un espacio se debera colocar el nimero de elementos cuadrilateros, el nimero de
nodos internos del analisis, el valor del coeficiente elastico y el valor del modulo de
Poisson.

Desde la cuarta fila, las coordenadas (x, y) de los nodos que forman la geometria del
elemento en analisis y que completen la creacion del nimero de elementos
cuadrilateros; pudiendo ser mas de una linea. En las siguientes lineas se escriben las
condiciones en cada nodo para x, y prescritas.

En la Gltima fila se debera escribir las coordenadas donde queremos conocer un valor
interno de los desplazamientos y esfuerzos.

7.2Salida de datos

En las primeras nueve filas se escriben los datos de ingreso, el nimero de elementos,
el namero de puntos internos, el médulo de cortante y el coeficiente de Poisson.

En las siguientes filas se escribe el nimero de nodo con sus coordenadas, y luego los
valores prescritos en cada uno de los elementos.

Finalmente se muestran los resultados en cada nodo junto con los desplazamientos en
xyeny.

Seguido se escriben las tracciones en x y en y.
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Al final se escriben los desplazamientos y esfuerzos de los puntos internos escogidos.

7.3Ejemplo

23 13

1.5 MPA 24 12

: 4 T 15MPA
- 0 -

GO SNES

Figura7.1: Viga en cantiliver con carga transversal.

Ingreso de datos, archivo “viga.txt”

deVIGA. TXT

VIGA EN CANTILIVER CON CARGA TRANSVERSAL (12 ELEMENTOS)
12 1 80000 0.2

0.0.2.0.4.0.6.0.8.0.10.0.12.0. 14. 0. 16. 0. 18. 0. 20. 0.
20.2.20.4.18.4.16.4.14.4.12.4.10.4.8.4. 6. 4. 4. 4.

2.4.0.4.0.2.

10.00.10.10.10.10.

10.10.10.10.10.10.

10.10.10.10.10.10.

10.10.10.10.10.10.

10.10.10.10.10.10.
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10.10. 10.11500.10.10.
10.10.10.10.10.10.
10.10.10.10.10.10.
10.10.10.10.10.10.
10.10.10.10.10.10.
10.10.10.10.10.10.
00.10. 00.1-1500.00.10.
05.

Salida de datos, archivo deviga.txt

LR R T S S R R R S SRR R S R R R R R S SR R TR S S R T R S SR R TR R TR S R TR S R R SR R S S SR R T R R R o

VIGA EN CANTILIVER CON CARGA TRANSVERSAL (12 ELEMENTOS)
DATOS: PROGRAMA BEM, POR HERNAN GARCIA E.
NUMERO DE ELEMENTOS= 12
NUMERO DE PUNTOS INTERNOS= 1
MODULO CORTANTE= 0.8000000E+05

COEFICIENTE POISSON= 0.2000000E+00

COORDENADAS DE NODOS DE CONTORNO

NODO X Y

1 0.0000000E+00  0.0000000E+00
2 0.2000000E+01  0.0000000E+00

3 0.4000000E+01  0.0000000E+00
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

0.6000000E+01

0.8000000E+01

0.1000000E+02

0.1200000E+02

0.1400000E+02

0.1600000E+02

0.1800000E+02

0.2000000E+02

0.2000000E+02

0.2000000E+02

0.1800000E+02

0.1600000E+02

0.1400000E+02

0.1200000E+02

0.1000000E+02

0.8000000E+01

0.6000000E+01

0.4000000E+01

0.2000000E+01

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.2000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.2000000E+01
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CONDICIONES DE CONTORNO

--PRIMER NODO--

VALORES PREESCRITOS

--SEGUNDO NODO--

--TERCER NODO--

ELE XDIR.C YDIR.C XDIR.C YDIR.C XDIR.C YDIR.C

9

10 0.000 1

11

12 0.000 0 0.000 1

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000 1

1

1

1

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000 1

0.000 1

1

1

1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 11500.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 0-1500.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 1

0.000 0 0.000 1

sk sk sk sk sk sk sk sk s s s sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk s sk sk s sk sk s sk st s sk sk s sk sk sk sk s sk sk s sk sk sk sk sk skosk sk sk ok sk skok skeoskosk skeskok koskok

RESULTADOS

NODOS DE CONTORNO
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0.0000000E+00

0.2000000E+01

0.4000000E+01

0.6000000E+01

0.8000000E+01

0.1000000E+02

0.1200000E+02

0.1400000E+02

0.1600000E+02

0.1800000E+02

0.2000000E+02

0.2000000E+02

0.2000000E+02

0.1800000E+02

0.1600000E+02

0.1400000E+02

0.1200000E+02

0.1000000E+02

0.8000000E+01

DESPLAZAMIENTOS X DESPLAZAMIENTOS Y

0.0000000E+000.0000000E+000.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.2000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.2831663E+00

0.5382550E+00

0.7601999E+00

0.9555881E+00

0.1118171E+01

0.1254120E+01

0.1357263E+01

0.1433851E+01

0.1477297E+01

0.1492665E+01

0.4233792E-05

-0.1492660E+01

-0.1477290E+01

-0.1433844E+01

-0.1357257E+01

-0.1254114E+01

-0.1118166E+01

-0.9555855E+00

0.1641340E+00

0.5995900E+00

0.1273371E+01

0.2155866E+01

0.3217361E+01

0.4428122E+01

0.5758413E+01

0.7178519E+01

0.8658836E+01

0.1016636E+02

0.1016915E+02

0.1016637E+02

0.8658836E+01

0.7178522E+01

0.5758411E+01

0.4428121E+01

0.3217361E+01

0.2155869E+01
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0.6000000E+01

0.4000000E+01

0.2000000E+01

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.4000000E+01

0.2000000E+01

-0.7601988E+00

-0.5382553E+00

-0.2831656E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.1273371E+01

0.5995907E+00

0.1641336E+00

0.1313165E-06

-0.4010393E-01

TRACCIONES X TRACCIONES Y TRACCIONES X TRACCIONES Y

X Y

NODO

0.00000E+00

01

0.20000E+01

0.40000E+01

0.60000E+01

0.80000E+01

0.10000E+02

0.12000E+02

0.14000E+02

0.16000E+02

0.18000E+02

0.20000E+02

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

ANTES NODO ANTES NODO DESPUES NODO DESPUES

0.00000E+00 -0.29854E+05 0.00000E+00 0.00000E+00 0.65768E-

0.00000E+00 0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+000.00000E+00
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0.20000E+02
0.15000E+04

0.20000E+02

0.18000E+02

0.16000E+02

0.14000E+02

0.12000E+02

0.10000E+02

0.80000E+01

0.60000E+01

0.40000E+01

0.20000E+01

0.00000E+00
0.00000E+00

0.00000E+00
0.15000E+04

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.40000E+01

0.20000E+01

0.40000E+01

0.20000E+01

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.00000E+00

0.41053E-01

0.15000E+04

0.00000E+00

-0.15000E+04

DESPLAZAMIENTOS DE PUNTOS INTERNOS

X

0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.9437837E-03 -0.7159542E-06

0.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.00000E+000.00000E+000.00000E+00

0.29853E+05

0.41053E-01 -

DESPLAZAMIENTO X DESPLAZAMIENTO Y

ESFUERZOS DE PUNTOS INTERNOS
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X Y SIGMA X TAU XY SIGMA'Y

0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.8462011E+04 0.3885802E+04
0.6546140E+03

st st sfe sfe sfe sfe she sk s sk sk sk st sfe sk sfe sfe she she sk sk s sie sk sfe sk s sfe sfe she sk sk sk sk sk ste st sk sfe sfe she sk sk sk sl sk st ste sk s sfe she she sk sk sk sk sk sk ste sk s seoskeoskeokoskokok
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