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Prefacio

La mecénica racional o mecénica clasica nace con el planteamiento de Isacc
Newton (1686) en su libro Principios Filosdficos de las Ciencias en el que me-
diante un modelo matemaético basado en las ecuaciones diferenciales, estudia
el movimiento de los cuerpos, crea magnitudes que tratan de explicar los feno-
menos naturales que conduce al movimiento, magnitudes que si bien aparecen
como concepciones abstractas podemos asegurar que realmente existen en la na-
turaleza y han dado lugar al desarrollo cientifico y tecnolégico del mundo hasta
ahora.

Los estudios realizados en el siglo XVIII y XIX por los grandes mateméaticos
han contribuido para que esta ciencia sea la base del estudio matemaético de
los diferentes casos de movimiento. La concepcién de que todo movimiento es
producido por la magnitud Fuerza y partiendo de esas fuerzas se puede expli-
car muchos fenémenos naturales han elevado a la humanidad a un desarrollo
realmente asombroso.

El objetivo de este texto es sistematizar el conocimiento de la ciencia , par-
tiendo de lo mas béasico y elemental del movimiento hasta llegar al anéalisis del
movimiento complejo, organizando los conceptos de acuerdo a lo que considera-
mos indispensable en un programa béasico de Dinamica para los estudiantes de
Ingenieria.

El planteamiento de los temas tratados se realiza exponiendo de tal manera
que el estudiante tome conciencia de lo que llamamos ciencia no es una verdad
absoluta, sino planteamiento teérico propuesto por el hombre en su afén de
explicar los fenémenos naturales y que deben ser comprobados y analizados
bajo otras suposiciones o criterios nacidos de la investigacion de los fendmenos
en estudio.

La aplicaciéon del modelo matematico a problemas teoéricos tiene el propo-
sito de generar en el estudiante deseos de seguir investigando bajo sus propias
concepciones. Los problemas tebricos han sido tomados del texto que fueron
elaborados, por autores muy reconocidos como la mecanica de Symon, Dindmi-
ca de Housner y Hudson, y otros textos muy recomendables que constan en la
bibliografia.

Es importante recalcar que se usa en el texto solo el Sistema Internacional de
unidades (SI) o sistema (MKS) a fin de insistir en su conocimiento y aplicacion
eliminando otros sistemas no aceptados actualmente en muchos paises y con el
afan de llagar a homogeneizar su utilizacién.
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Introduccion

La mecéanica racional es la ciencia que de alguna manera trata de explicar los
fenémenos naturales basdndose en la razén del hombre. Es una ciencia que estu-
dia las magnitudes, llamando magnitud a todo ente que pueda ser comparado,
valorado, es decir, que pueda ser medido.

La mecénica racional comprende el estudio de la estatica y de la dindmica.

La estatica aparece desde la época de los filésofos griegos, trata de analisis
de los cuerpos en reposo, si bien es una ciencia que se estudia independiente, en
si misma, es parte de la dindmica ya que es un caso particular del movimiento
en general de los cuerpos.

La dindmica es el estudio o analisis del movimiento en general de los cuerpos
y de las causas que lo producen. Su estudio es consustancial a la existencia del
mismo hombre y aparece como una ciencia desde 1500 con Galileo y Newton
que crean o proponen conceptos que permitirdn predeterminar hechos fisicos de
la naturaleza y que se les llama ciencia.

Cuando la dindmica se ocupa solo del movimiento y su geometria se llama
cinematica, y en general cuando estudia el movimiento y sus causas se llama
dindmica, y puede decirse que la dindmica incluye la cinemética.

El presente texto propone un estudio que va desde el concepto de magnitud
hasta llegar a los conceptos y modelos mateméaticos de la dindmica de Lagrange
de la siguiente manera:

1. Dindmica de la particula o cuerpos sin rotacién.

2. Dinamica de un sistema finito de particulas.

w

. Dinadmica de s6lido rigido, considerando la traslacién y rotacién del cuerpo.

~

. Dinamica de s6lido deformable: fluidos.






Capitulo 1

Cinematica de la particula

1.1. Magnitudes

En la naturaleza existen o percibimos la realidad mediante sensaciones, las
cuales pueden ser o no ser comparables entre si. El dolor percibimos que existe
pero no es posible comparar dolores, en cambio la longitud por ejemplo, es una
sensacion o percepcién que puede ser comparable con otra como mas grande
igual o méas pequena. Los entes de la naturaleza que pueden ser comparados
entre si se llaman magnitudes.

La magnitud es todo ente comparable entre si, es decir, comparar con otra de
la misma naturaleza corresponde al arte de medir (medir es comparar).

Luego todo ente medible es una magnitud, y la fisica en general es la ciencia
que trata de las magnitudes o que busca las magnitudes en la naturaleza.
Para comparar o medir se define una magnitud de la misma especie que se llama
unidad. La unidad debe ser accesible invariable y universal, es decir que sirva
para todo, y conocido por todos.

1.2. Magnitudes basicas

La dindmica propuesta por Isacc Newton en el ano de 1654 parte de aceptar
la existencia en la naturaleza de tres magnitudes fundamentales: la longitud, el
tiempo y la masa. Estas magnitudes existen, y son invariantes, es decir, iguales
para todo observador, y en cierta manera justifican la existencia del ser o de la
persona. No es posible definirlas y aceptamos su existencia.

1.2.1. La longitud

Crea el espacio en el que existimos y percibimos. Un espacio de 3 dimen-
siones: alto, ancho y una profundidad, creado por la visiéon de los dos ojos del
hombre. Consideramos por lo tanto la existencia de un espacio tridimensional y

13
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para su referencia creamos un sistema de ejes ortogonales que parten de un ori-
gen (O) y son infinitamente largos. Cada punto del espacio quedara determinado
por una longitud en cada eje llamada coordenada.

Yo Y

L1 1 P

Figura 1.2.1: Sistema de coordenadas rectangular

P(x,y,z)

Existen otros sistemas de coordenadas que se veran méas adelante. Se puede
estudiar el movimiento en un eje (unidimension), en un plano (bidimensional)
o en el espacio (tridimensional). La unidad de longitud es el metro (Sistema
Internacional) y se le define como la distancia entre dos senales en una barra de
platino que se halla en la oficina de Pesas y Medidas de Paris-Francia.

Longitud unidad: Metro (m)
Area unidad: Metro cuadrado (m?)
Voliimen unidad: Metro ctibico (m?)

1m? = 1000(It)

1.2.2. El tiempo

La magnitud el tiempo aparece ante nosotros para darnos conciencia de nues-
tra existencia. Se relaciona con el recuerdo que tiene nuestra memoria y crea la
sensacion que existimos. Al igual que la longitud, no lo podemos difinir y con-
sideramos que es invariante, igual para todos los observadores e independiente
de los mismos.

La unidad estd relacionada con un hecho repetitivo que se mantiene en el
recuerdo, el dia por ejemplo, o las estaciones, o los movimientos de la luna.

El periodo de un péndulo es una buena alternativa y de ahi nace la unidad
del Sistema Internacional llamado segundo.

Un segundo es la 86400ava parte del dia solar medio y en base a esto se
tienen los relojes y los cronémetros.

1dia tiene 12 horas
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1 hora 60 minutos
1 minuto 60 segundos

1.2.3. La masa

Se la asigna como magnitud fundamental para iniciar el proceso de busqueda
de magnitudes en la naturaleza. Tiene que ver con la existencia fisica del cuerpo,
y a veces se dice que es la materia de los cuerpos.

Su unidad es el kilogramo que es la masa de un cuerpo que se halla en la
oficina de Pesas y Medidas de Paris y equivale aproximadamente a la masa de
un decimetro cibico (litro) de agua.

Se discutira la masa en el capitulo que se estudia las leyes de la Dinamica
de Newton.

1.3. Movimiento rectilineo de particulas

1.3.1. Concepto de particula

Se llama particula un punto con masa. Este concepto permite estudiar el
movimiento de un cuerpo independiente de su forma o sin considerar la rotacion
del mismo. Después se demostrard que todo cuerpo puede ser considerado como
una particula asumiendo que su masa total se encuentra en su centro de masa.

Concepto de movimiento: Un cuerpo o una particula se mueve con res-
pecto a un sistema de coordenadas cuando varian sus coordenadas en un tiempo
determinado. La existencia de movimiento requiere tres condiciones:

a) Sistema de referencia: por lo que se establece que el movimiento es una
magnitud relativa.

b) Que exista variacion de espacio determinado por la variacién de coorde-
nadas.

¢) Que exista variaciéon de tiempo.

En general la curva que describe el cuerpo a lo largo de su movimiento se
llama trayectoria y de acuerdo a la trayectoria el movimiento puede ser:

= Movimiento unidimensional
= Movimiento bidimensional o en el plano.

= Movimiento tridimensional o en el espacio.

1.3.2. Movimiento rectilineo

Una particula (P) se mueve en linea recta y podemos asignarle un eje coor-
denada (x, y 6 z), o una variable cualquiera (s, 6 r). Usaremos el eje (0s).
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0 P P
* . =5
. 5 s
t) (t+At)

Figura 1.3.1: Movimiento Unidimensional

Si (s1)es la coordenada posicion de (P) en un tiempo (¢1) y se mueve a la
posicion (s3) en un tiempo (t2), se define como velocidad media:

_ 82— 81 _As
Tt —t; At

La velocidad por lo tanto es la relaciéon del espacio recorrido sobre el tiempo
empleado en recorrerlo.

Um

Unidad de velocidad = un{dad de e‘spa(:lo =
unidad de tiempo s

La velocidad es la longitud recorrida en la unidad de tiempo. La velocidad
en un punto no puede ser determinada porque el punto no tiene dimensién, por
lo que Newton crea el célculo infinitesimal y genera un modelo matemaético de
velocidad.

La velocidad de (P) instanténea, o en un punto de su trayectoria es:

_pm 2898
U AL T @
I
S dt

La velocidad tiene signo de acuerdo a su direccion.
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L -4

V=0 V<0

welocdad (#) veloodad |-

Figura 1.3.2: Signo de velocidad

La velocidad puede ser constante si (s

~

no depende del tiempo luego

y se llama movimiento rectilineo uniforme.

Si la velocidad varia con el tiempo, la variacion de velocidad Av en el tiempo
determinado se llama aceleracién.

PP

i y I—i-"'&'"
| +_. * »5

(t)  (t+4f)

Figura 1.3.3: Variaciéon de velocidad

Si v es la velocidad en el tiempo ¢; y vy es la velocidad en el tiempo to:

Av=wv9 — 1

At =1ty —t;
aceleracion media:

e A
ot —t; At

(1.3.1)

Qm
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que es la variacién de velocidad por unidad de tiempo.
La aceleraciéon instantanea:

a= lim — = —
At=0 At vt

_dv

= — 1.3.2
a=_ (1.3.2)
La unidad de la aceleracién seré
) ., unidad de velocidad — m
Unidad de aceleracion = - - = —
unidad de tiempo 52
como la velocidad es:
)t
S dt
d
at =2
v
la aceleracién puede escribirse mateméticamente como:
dv
= — 1.3.3
a=_ (1.3.3)
dv
=v— 1.3.4
a="v Is ( )
d?s

El signo de la aceleracién dependera de las direcciones de la velocidad, to-
mando en cuenta que:

V2 — V1

ta —t1

por lo general (t1) se toma igual a cero (¢; = 0) es decir, se inicia el movi-
miento con tiempo cero.
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ACERRFACIA (=) Soblaracain -]
I::l wl L) i ﬂ I vl I Lird o
a=0 )
I B of -4 @-=
=0 a<)

Figura 1.3.4: Signo de la aceleracién

Notese que el movimiento con aceleracién negativa, si se considera el eje
vertical o (y) es el movimiento de los cuerpos en caida libre.

1.3.3. Estudio del movimiento en una dimensién

Estudiar el movimiento de una particula es determinar su posiciéon, velocidad
y aceleracion en cualquier punto de la trayectoria y en un determinado tiempo
para lo cual pueden presentarse dos casos.

1.3.3.1. Comnociendo la posicién en un determinado tiempo

= Se conoce la funcién :

s = f(t)
= La velocidad seré:
,o s
Cdt
y la aceleracion,
\o
Cdt

Se determina la velocidad y aceleracion en funcion del tiempo y se sustituyen
las condiciones del problema en las ecuaciones correspondientes.
1.3.3.2. Conociendo la aceleracién (a)

La aceleracion puede ser de diferente manera:

= Aceleracién cero
a=0

= Aceleracion constante
a = constante
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= Aceleracion funcion del tiempo
a=f(t)
= Aceleracion funcién de la posicion
a=f(s)

= Aceleracion funcién de la velocidad

a= f(v)
Analizando cada caso:
a) Aceleracién cero:

a=0
luego

dv

— =0

dt
luego

v = constante

ds

=

dt
separando variables

ds = vdt
e integrando entre limites
s — 89 =t (1.3.6)
siendo
to=20

el movimiento se llama uniforme.
b) Aceleracion constante; a=cte

Si la aceleracién es constante se puede aplicar a cualquiera de las tres for-
mulas de la aceleraciéon para calcular la velocidad

_dv
Cdt

a
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dv = adt
v t
/dv = /adt
vo 0
v — vy = at (1.3.7)

siendo (vp) la velocidad inicial. Se puede aplicar también:

v S
/ v-dv = / a-ds
Vo S0
v v}
— — — =as—asy
2 2
para calcular el espacio se aplicara la relacion:
ds
v=—
dt

y separando variables e integrando se calcula la velocidad

v =1, + at

ds +at
— =u,+a
dt

separando variables e integrando

s t
/ds = /(vo + at)dt
S0 0

at?
s—sozvot—l—?

c) La aceleracién como funcion del tiempo; a = f(t)

Como a = f(t) se puede usar a = (fl—“; para determinar la velocidad

dv = adt
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sustituyendo e integrando;

7(17} = ]f(t)dt

t
V=0, = /f(t)dt

para el espacio puede usarse;
ds

T adt

d) La aceleraciéon como funcién del espacio; a = f(s)

v

— _ .
Como a = f(s) se puede usar a = v?

vdv = ads

sustituyendo e integrando;

7vdv:/f(s)ds

se sustituye y se integra la expresién. En este caso puede también usarse la
ecuacion diferencial de segundo orden para la aceleracion

d*s
a=—
dt?
d*s
f(s) = a2
d*s
az f(s)=0
se resuelve la ecuacién diferencial de segundo orden y se determina
s = f(t)
e) La aceleracién como funcién de la velocidad; a=f(v)
2 .2 _ d _d
Se usard la relacion a = vg. o a = ¢

sustituyendo,

f(U)=U£
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separando variables;

) y vdv
ds =

/ f()

Vo Vo

se determina,

v=f(s)
también se puede usar;
dv
4= —
dt
dv
f(v) U
separando variables e integrando;
t v d
v
it = /
J= 5
0 Vo
se determina;
v = f(t)

1.4. Movimiento relativo de varias particulas

Cuando se tienen varias particulas en movimiento se puede calcular la ve-
locidad relativa de una particula respecto a la otra, es decir se cambia a otro

sistema de referencia y se calcula la velocidad de una de ellas.

Figura 1.4.1: Movimiento Relativo

lo importante o lo bésico consiste en establecer la relacion de espacio entre

las particulas

SB/A =SB — SA

Sp/a =es el espacio de B respecto a A,
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y luego se deriva para determinar la velocidad y la aceleracién

velocidad
UB/A = VB — VA
aceleracion
ap/A = aB — @A
en este caso la relacién de espacios es igual a la relacion de velocidad y acelera-
cion.

En el caso de poleas, se establece la relacion de las mismas considerando la
longitud de la cuerda que es constante[3].

- | !
Figura 1.4.2: Poleas
la relacién de los espacios considerando la longitud de la cuerda es:

sa+2sp =1L

L =longitud de la cuerda = constante
y derivando se establece la relacion de velocidad y aceleracion:

Vg + 20 =0

aceleracion:
aps~+2ap =0

1.5. Estudio grafico del movimiento

El movimiento puede ser analizado y estudiado en graficas, considerando ejes
espacio-tiempo, velocidad-tiempo, y aceleracién-tiempo dando valores en cada
caso a las magnitudes y graficando las curvas correspondientes.



1.5. ESTUDIO GRAFICO DEL MOVIMIENTO 25

l!»

L

BB

T

Figura 1.5.1: Grafico espacio - tiempo (s-t)

En el grafico (s-t) la velocidad esta representada por la tangente en el punto
considerado

ds

v=—

dt
L) N ]
A ey

._f...-_:'" il
Waf E
, - -

Figura 1.5.2: Grafico velocidad - tiempo (v-t)

En un grafico (v-t) la aceleracion es la tangente en el punto considerado

dv
a=—
dt
y como
ds = vdt
to

s—soz/vdt

t1
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El espacio esta representado por el area bajo la curva (v-t) entre los tiem-
pos considerados. Este grafico visualiza el espacio recorrido, la velocidad y la
aceleracién en un tiempo determinado.

FE ]

Figura 1.5.3: Grafico aceleracion - tiempo (a-t)

como
dv
a=—
dt
dv = adt
integrando

ta

vgfvlz/adt

ty

la velocidad esta representada por el area bajo la curva (a-t) entre los tiempos
considerados.

1.6. Movimiento curvilineo de particulas

El movimiento curvilineo de particulas puede estudiarse en dos o tres di-
mensiones para lo cual es necesario tener como referencia los diferentes sistemas
existentes.

La curva que describe la particula cuando se mueve en un determinado tiem-
po se llama trayectoria.

En general cualquiera que sea el sistema de referencia utilizado, la posicién
de una particula esta determinada por un vector posicién.
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Figura 1.6.1: Movimiento de una particula

En un tiempo (t1) la particula se halla en el punto (P ), determinado por el
vector 7“_1>
En un tiempo (t2) la particula se mueve al punto (P,), y el vector posicion
varié y ahora vale .
La variacion de posicion esta determinada por el vector A7y de acuerdo al
calculo vectorial
AF =715 —17

se define velocidad media:

A7
=L
At
y velocidad instantédnea en un punto determinado:
AFdr

VT ADOAY T dt
dr
dt

U=

(1.6.1)

Figura 1.6.2: Variaciéon de velocidad

La velocidad es una magnitud vectorial representada por un vector que es
tangente a la trayectoria, que tiene como moédulo v = %. Como en cada punto
existe una velocidad
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en P, la particula tiene v1;

en Psla particula tiene v3,

existe variacion de velocidad porque el vector (v_f) cambia de direcciéon o de
mébdulo o ambos a la vez.

La aceleracion media seré:
v — i

—

a 22—
" Nt
si trasladamos v al punto P, se puede observar que el vector (¥3-v1) se
representa graficamente por Av y que

AT
gy = o
At
y la aceleraciéon instantanea:
. AT dU
a= 1

ABoAE T dt
dv
dt

la aceleracién no es tangente a la trayectoria y puede tener cualquier di-
reccion y sentido. Las derivadas vectoriales siguen las mismas reglas que las
derivadas escalares. El tiempo y el espacio son magnitudes escalares y la velo-
cidad y aceleraciéon son magnitudes vectoriales porque para su representaciéon
requieren de moédulo, direcciéon y sentido; las escalares solo requieren médulo
que consta de la cantidad y la unidad.

En resumen:

d:

velocidad &7
U= o (1.6.2)
aceleracion i
a= y (1.6.3)
a= % (1.6.4)
a= v@ (1.6.5)

dr
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1.6.1. Movimiento en coordenadas rectangulares o carte-
sianas

Figura 1.6.3: Movimiento en coordenadas rectangulares

El vector posicién en coordenadas rectangulares viene dado como:

7 =i+ yj + 2k (1.6.6)

siendo ZJ, k vectores unitarios de los ejes X,y,z.
La velocidad sera:

dr

dt

y aplicando la regla de la cadena para derivacion;

/l_}’:

yo Lyl e A dep i
T T T aw? T  a “dt

- -

como los vectores unitarios 4, j, k no varfan con el tiempo sus derivadas son
cero, luego la velocidad es:

de- dy- dz-
V= —i+ — —k 1.6.
U dtz+dt‘7+ (1.6.7)

la velocidad tiene tres componentes en x, en y , y en z , y puede escribirse
como:

- - .

T=axi+yj+ 2k

U =00 +vyj + vk

de igual manera la aceleracion se expresa como:
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L du
a=—
dt
y derivando la velocidad:
Prs Py- dPz-
Sl b g (1.6.8)

que puede expresarse como:

dt? dt? dt?

a=ri+iyj+ 3k

a=azt+ayj+ak

Se observa que la velocidad y aceleracion tienen tres componentes y pueden
estudiarse cada componente en forma independiente logrando tres ecuaciones
de velocidad y tres ecuaciones escalares de aceleracion

dv,
G =0
dv
W= g
. — dv,
Fodt

En todo caso las ecuaciones tienen solucién solo si las aceleraciones son cons-

tantes o si:

a,, depende solo de t, de x o de v,
ay, depende solo de t, de y o de vy; y
a,, depende solo de t, de z o de v,

porque se posibilita la resolucién de la ecuacion diferencial establecida.

Con las ecuaciones pueden estudiarse movimientos en una dimension, en dos
dimensiones o en tres dimensiones.
Por ejemplo analizaremos el movimiento de un proyectil en dos dimensiones

(x-y)
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Figura 1.6.4: Movimiento del proyectil

Los datos son las aceleraciones, la velocidad inicial (v,) y el angulo ().

a, =0
a, = —g(constante)

cualquier punto de la trayectoria tiene una posicion P(z,y) determinada por
el vector posicién:

-

szf—i—yj

una velocidad:

y una aceleracién;

Velocidades iniciales;
Vog = VpCOSQL

Voy = VoSENQ
luego el movimiento para cada eje queda determinado:

Asi, en (0x):

dvg
2%z
dt

vy = constante = v,y

dx
% = Yoz
T = Vgt

n (oy), la aceleracion:
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como

dy
v, = =2
Yo dt
separando variables e integrando,
gt*
Y=oyl = 55"
En resumen obtenemos
posicion :
T = Vgt
Y = Voyt
velocidad:
Vg = Vog
Vy = Voy — gt
aceleracion:
a, =0
ay = —g

puede también usarse la relacion :

ayz—g

d
vyd%’

separando variables e integrando;

Uy Y2
/vydvy = / — gdy
Voy Y1

2 2
Y Ty _ o

9 o 91942

Estas formulas pueden usarse para determinar cualquier variable en funcién
de datos entregados.
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1.6.2. DMovimiento relativo

Figura 1.6.5: Movimiento relativo

El sistema de coordenadas rectangular es apto para estudiar movimientos
relativos, es decir cuando se desea calcular espacio, velocidad y aceleracion de
una particula (B) con respecto a un sistema diferente.

Se puede estudiar y conocer el movimiento de la particula (B) con respecto
al sistema fijo (zyz), pero se quiere estudiar el movimiento de B con respecto a
otro sistema (z'y’z") que tiene una velocidad de traslacion (va) es decir que el

sistema no rota, solo se traslada (Sistema Inercial)

Se debe relacionar los vectores posicion:

rp vector posicion de B respecto al sistema fijo(x y 7)
1 vector posicién de A respecto al sistema fijo(x y z)
rByA vector posicion de B respecto al sistema (x’ y’ z’)

De la figura:
— =

—
'B/JA=TB —TA
y derivando;
dig/A  drp  drj

dt — dt dt

es decir

Ty—Tn-Ta

siendo:

M:velocidad de B respecto a A (al sistema x’ y’ z’)
v =velocidad de B respecto a 0 (sistema fijo x y z)
v4 =velocidad del sistema movil (x y z)
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La aceleracién igual
dp=dp—da (1.6.9)

Ejemplo 1. Un carro se mueve en la lluvia con velocidad v4 (respecto a la
tierra) y la lluvia cae con velocidad vp respecto también a la tierra. Calcular la
velocidad de la lluvia respecto al carro.

By

Figura 1.6.6:

Pide la velocidad de B respecto a A

Ty =Ts-Ta

realizando graficamente la resta de vectores se calcula lo solicitado

Figura 1.6.7:

se puede realizar el tratamiento en coordenadas rectangulares y calcular
numeéricamente la diferencia vectorial.

1.6.3. Coordenadas normal y tangencial

La velocidad es tangente a la trayectoria, pero la aceleracion no lo es. A veces
se conoce la velocidad en magnitud y sentido y se desea calcular la aceleracion,
para esto se usa un sistema moévil que se acopla a la velocidad en uno de sus
ejes. Este sistema es el normal y tangencial.
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Figura 1.6.8: Sistema Normal y Tangencial

los vectores unitarios son
(7)en direccion de la velocidad |
(7) perpendicular a la velocidad.

El sistema varia de posicién con el tiempo, luego los vectores unitarios tienen
derivadas respecto al tiempo (t).

La variaciéon entre dos puntos muy proximos del vector 7 puede graficarse y

calcularse.
AT = 2sen <A29>

e sen(4)
Aong =t 2g =1

pero la direccién es la del vector ﬁ, lo que significa que

N
- "

y derivando

7 es el vector que se orienta al centro instanténeo de curvatura y el radio
de curvatura es (p).

Por lo tanto si la velocidad , que se conoce viene dada por

v =07 (1.6.10)
El valor de la aceleracion, derivando:

dv _dvy  d7

at @t TV

pero el valor de % puede calcularse como:
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a7 _ 7 do ds
dt  df ds dt

donde:
dt
y
@ _1
ds p
luego, sustituyendo:
dv v?
W =—7+—7 1.6.11
=Tt ( )

la aceleracién total = aceleracion tangencial + aceleracion centripeta.

aceleracion tangencial:

dv
ar = —
dt
aceleracion normal(centripeta):
02
ap = —
p

1.6.4. Movimiento en coordenadas polares

Las coordenadas polares son ttiles para estudiar el movimiento en dos di-
mensiones o movimiento en el plano

|

Figura 1.6.9: Coordenadas polares

El punto en el plano queda definido por el vector posicion 7 con dos com-

ponentes:
r = distancia del punto O al punto P
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0= angulo que describe el radio vector.

La velocidad y la aceleracién tendran componentes en la direccion de los
vectores unitarios

i, =en la direccion de r (radial)

Z; =en la direccion perpendicular a r (transversal)

Los vectores unitarios varian con el tiempo y sus derivadas pueden ser cal-
culadas considerando las componentes de los vectores unitarios en coordenadas
rectangulares.(Método alternativo al usado en la subseccion 1.6.3)

L

Figura 1.6.10: Vectores unitarios

i = cosl i + senf j
ig = —senf i + cosf j

derivando con respecto al tiempo;

-

ddltr = —:36719(9)7> + 00.99(9)7> = 9(—86%97 + 60897) = Hi_g
dz‘_> .= .= . — - "=
d—f = —cosf(0) i —send(8)j = —0(cosf i + senl j)=—01i,

di—: 07

a
dis _
dt "

Para el andlisis del movimiento partimos del vector posicion;
vector posicion 7 = ri, , r puede ser dado como r = f () que seria la
trayectoria del movimiento o en forma parameétrica;

r=f(t)
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0= f(t)

la velocidad; N
_d7 _dro | diy
Codt dt " dt

sustituyendo:

d .
v = d;;l—:-i-’l"elg

T =i, +r0ig (1.6.12)

la velocidad tiene dos componentes:

velocidad radial v, =7

velocidad transversal vy = rf

Notese que se incorpora un nuevo concepto de velocidad que es el de la

velocidad angular

. do
9 = — =
ar Y

Que seria la variaciéon del angulo por unidad de tiempo, descrito por el vector
posicion; se le asigna como (w)

La aceleracion serd la derivada de la velocidad, aplicando la regla de la
cadena

T = (i) +10(ip)

%
dv . .di dig
= = =i+ dztr + iy + 10 —H‘G#
sustituyendo:
2
T T e
a = ri,. +710i9 + 7019 + 7019 — 10 1,
agrupando:

2
@ = (=10 Viy + (0 + 270) 7y (1.6.13)

Existen dos aceleraciones
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. -
]

Figura 1.6.11: Aceleraciones en coordenadas polares

la aceleracién radial compuesta a su vez por dos aceleraciones:
2

arz(%'—ré)
2

r) = centripeta
como &0
=" =uw
dt

la aceleracién cetripeta = rw?

y la aceleracion transversal ap = 0 + 210
siendo:

rf = aceleracién angular

210 = aceleracién de colioris

1.6.5. Movimiento en coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas el punto en el espacio queda determinado por tres
parametros o coordenadas[6]:

r = radio que determina la distancia del origen (O) al punto al referencia
(P)

0= angulo entre el radio vector y el eje (z)

¢= angulo entre la proyeccion del radio vector en el plano (z o y) y el eje x.
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Figura 1.6.12: Coordenadas en el espacio

z .
.
‘ L] B o
e .
_-i.
[
]
eL
-
R i [
(0] Poina [Tou)

Figura 1.6.13: Plano (ZOU)

Figura 1.6.14: Proyeccion en el XOY

Los vectores unitarios
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z = es la direccion de (r)
" = perpendicular a 7 y en el plano que contiene a (r) y su proyeccion (R)

enel (xoy).
= perpendicular a los dos anteriores

utilizamos el vector auxiliar unitario (h) que pueden escribirse en funcion

s
de Ly g com_o> o
h = (cosp) i + (send) j en (x0y)
que también puede escribirse en funcion de (77) y (f)

W= (send) T + ((:059)_l> en (z o u)

los vectores unitarios en coordenadas rectangulares seran:
- -
7 = (cosB) k + (senf) h en el (z o u)

+
7= —(sen&)? + (cosG)ﬁ> enel (zou)
%

i

m = —(send) i + (cosgzﬁ)?> enel (xovy)

derivando con respecto a 6,

o - - =
a—z = —(senf) k + (cosd) h = 1
al — - _>
0= —(cost) k — (senf) h = -7
_)
om .
50 = 0, porque (m) no varia respecto a 6
derivando con respecto a ¢;
H
g—z = senH(g?b) = senf [—(sen@? + (005(/))7} = misend
%
% = cosf (?Z;) = cosf [—(sen@? + (coscﬁ)?} = Micost
am - -
8—7(; = —(cosp) i — (senqb)7> =—h =—(send) 7 — (cosh) |
para calcular la velocidad y aceleracién particular del radio vector
7 =17 (0.0)

el valor de (r) puede expresarse como funcion de (0) y (¢) o en forma para-

métrica,
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La velocidad sera:

_dr
Cdt

?:f(97¢)

BT i O0 00 D 9
Codt 00 ot 0o Ot

sustituyendo,

T =i 4107 + résendit (1.6.14)

y la aceleracion,

—
dv O 99 . on 0¢ .ol 00 - Bl op .- -
=W ov ot ov ., pot 99
@ == T 20 8t+ 90 sl 700 +100 +r 089 TR 98¢ +ipsendmt+rpsendi 4
ae - am o

om
rgbcos@ om +T¢sen9 50 —i— rgse 3¢ e

sustituyendo las derivadas de los vectores unitarios,
. . . s . 2 .. . s
qd = 5:7—1—7"97+f¢sen9%+i‘97+r6‘7—r€ T 4r0pcosdm +rpsendmi+rdsendm +

rqb@cosﬂm + 7"(;5 send(—1 W sent) — 70059
y agrupando,

2 2 2
@ = (F—r0 —rp sen0) T +(2r0+r0—r¢ senGcos&)7—1—(2%¢sen9+r¢sen9+2r¢90059)m
(1.6.15)

1.6.6. Movimiento en coordenada cilindricas

Las coordenadas cilindricas pueden considerarse como coordenadas polares,
en el espacio ya que las mismas incrementan una coordenada adicional a las
coordenadas polares
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Figura 1.6.15: Coordenadas cilindricas

Las coordenadas del punto P(R, ¥, z)

R =proyeccion del vector posicion (77) en el (x o y)
6 =angulo de la proyeccion con el eje (ox)

z =coordenada cartesiana

Figura 1.6.16:

Los vectores unitarios pueden expresarse en coordenadas rectangulares
— —
T =cosl i + send j
— - -
0 = —senf i + cosf j
derivando con respecto al tiempo,
d — o e
(Z = (—senf i +coshj)d =06
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d? — —
- = (—cos i —send j )0 =—07
El vector posicion esta dado como,

7:R7—|—z?

que puede ser dada en forma parameétrica,

R = f(t)
0= f(t)
z=f(t)

la velocidad:

av . A
= = R—— k
o o R + i
T=RP+RIG + K (1.6.16)
la aceleracion ;
@ 05_9> —

7 =R7+R +Ré7+Ré?+RGE+Ek

dt

2
T —RF+ROG+RO0 +RIG — RO F+2K

agrupando;

.. -2 - .. _> "_>
@ =(R—RO )P +(RO+2RO) I +5k (1.6.17)

Obsérvese que los dos primeros términos tanto de la velocidad como de la
aceleracion corresponden a las expresiones del movimiento en coordenadas po-
lares, es decir cuando z=0.

1.7. Movimiento circular

La particula se halla en movimiento circular cuando su trayectoria es un
circulo. El movimiento puede ser estudiado en cualquier sistema de coordenadas,
analizaremos los mas importantes.
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1. Movimiento circular en coordenadas polares:

VR ST p——l P |
Figura 1.7.1: Movimiento circular
la velocidad en coordenadas polares;
v = 7"2'_: + réi_g
con el circulo r = R(constante) luego

v = Réi—g(velocidad tangente) (1.7.1)

el modulo de la velocidad

v = RO = Ruw

siendo
b0 _ v
~dt R

La aceleracion:

siento r=R(constante) la aceleracion vale

2
@ = (—R§ )iy + (R)ig (1.7.2)
aceleraciéon normal ) )
ay = RO = Rw? = v (1.7.3)
R
aceleracién tangencial
. d
ar = Rb = Rd—‘: = Ra (1.7.4)

Notese que la aceleracién normal es la aceleracion centripeta de las coor-
denadas normal y tangencial, es decir los resultados son iguales con los
dos tipos de sistemas de coordenadas.Wes el vector velocidad angular y
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es perpendicular al plano de o y ﬁ.El concepto es tutil si se estudia el
movimiento circular en coordenadas rectangulares y en el espacio.

]
il

Figura 1.7.2:

Tambien la velocidad puede determinarse a partir del arco subtendido por
el dngulo df

ds = Rd6

ds do

- T
v = Rw

v la aceleracion tangencial serd su derivada
ar = RO = Ra

El valor "
0 = il velocidad angular (1.7.5)

y la aceleracion puede ser expresada como:

~ dw  d%0 dw ., .
0= T aE Y aceleracion tangencial (1.7.6)

Ecuaciones que pueden ser utilizadas para estudiar el movimiento circular
en coordenadas rectangulares conociendo la aceleracion.

2. Movimiento Circular en coordenadas rectangulares

En coordenadas rectangulares y en el espacio pueden usarse las siguientes rela-
ciones vectoriales
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d

Figura 1.7.3: Movimiento circular en el espacio

La particula P rota en trayectoria circular y se conoce su velocidad angular

(<) y su radio vector (7)
la velocidad tangencial
v = Rw

pero
R =rsen¢

luego ;
v = rwseng

que es el médulo del producto vectorial

V=W x7T
y la aceleracion
- = —
dv  dw dr
A A S SV
A T T

7:ﬁx7+ﬁx(ﬁx7)

d =aceleracion tangencial +aceleracién centripeta

(1.7.7)

(1.7.8)

(1.7.9)

— — —
si se conoce el vector_)de posiciéon T o=ai + yjJ + 2k, y la velocidad

_)
angular U =w, i + wy j +w, k, puede calcularse la velocidad y aceleracién

en coordenadas rectangulares.






Capitulo 2

Fuerza , masa y aceleracion

«La gran carga de la filosofia parece consistir en que de los fendmenos del
movimiento trata de investigar las fuerzas de la naturaleza, y partiendo de es-
tas fuerzas demostrar los otros fendmenosy, 1. Newton: Principia Philosophiae
(1686).

En el capitulo anterior se estudié el movimiento de una particula a partir de
las magnitudes espacio y tiempo, generando a su vez los conceptos de velocidad
y aceleracion.

En este capitulo se estudiard el movimiento con las causas que producen
dicho movimiento. Newton propone que la causa de la aceleracion es la magnitud
Fuerza y plantea para explicar el movimiento mediante tres principios:

1. Principio de inercia .- Todo cuerpo permanece en estado de reposo
o de movimiento uniforme rectilineo a menos que exista una causa que
modifique ese estado.

2. Principio de la fuerza.- La variacién de la velocidad respecto del tiempo
es proporcional a la fuerza que lo produce e inversamente proporcional a
la masa

a=— (2.0.1)

3. Principio de acciéon y reaccion.- Para toda fuerza accién existe una
fuerza de reaccion igual y opuesta, es decir las acciones mutuas entre dos
cuerpos son siempre iguales y de sentido contrario.

La primera ley establece que los cuerpos ofrecen resistencia al cambio de estado
en el que se encuentran. Esta resistencia que se experimenta realmente se llama,
inercia y la magnitud que mide esta inercia es la masa del cuerpo.

Los conceptos pueden ser considerados como definiciones y también como
declaraciones de hechos experimentales.

La unidad de la masa es el kilogramo masa (kg) y por convenio internacional
se le define como la masa de un cilindro especial platino - iridio , que se encuentra
en la Comision Internacional de Pesas y Medidas en Sevres Francia.

49
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1kg = 1000gramos (gr)
1000kg = 1tonelada (ton)

2.1. La fuerza

El concepto méas importante de la dindmica es la fuerza y se le atribuye
la causa de la aceleracion de los cuerpos . Se discute mucho si el concepto es
definiciéon o existe realmente la fuerza como magnitud real.

Si experimentamos con una masa dada, que es medible y que se mueve con
una aceleracion (a), cualquiera que sea la causa que produce esta aceleracion
y que también es medible, al relacionar la aceleraciéon producida variando las
masas del cuerpo se tiene:

’ m(kg) \ a(m/s?) \ ma ‘

my a1 miay
2ma ay /o mia
3mq ai /3 miaq
1T,
d
-

Si se varia la masa, la aceleracion varia en forma inversamente proporcional
y se establece que su producto es constante. Esta constante se llama fuerza y
actdia en la misma direccién de la aceleracion, luego se puede establecer que la
fuerza es:

F=md
donde:
_>
7%
S dt

La ecuaciéon que planteé Newton es:
d

F="(mv 2.1.1

=) (2.1.1)

La fuerza es la variacién respecto al tiempo de la magnitud de (m?) Solo
si la masa es constante la ecuaciéon sera;
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F=md

la unidad de fuerza seré

m m
? = (kg) (sj) = kgs—2
y se llama Newton (N).
1N = fuerza que produce la aceleracion de 1% en una masa de lkg
submultiplo:
1ldina = 197" . lem gr-cm

52 s2

para transformar unidades de igual magnitudes se sustituye las relaciones de
las magnitudes basicas en las compuestas.

I New — kg-m  (1000gr) - (100cm)

sgrecm. o
=2 = =2 =10 o 10°dinas
F d
- n1 -
1 bt Kg EE )
Figura 2.1.1:

El sistema de referencia al cual se mide la aceleracién @ debe ser un sistema

no acelerado respecto a otro, o ser un sistema fijo. Este sistema se llama Sistema
Newtoniano o Sistema Inercial

La ecuacién de la fuerza es;

Fema

como la aceleraciéon puede ser expresada como:

_>
-
Cdt
dv

ﬁ

a = 'U:
dr
7:#?

dt?

lo que significa que la ecuacion diferencial de la fuerza puede estar expresada
de tres maneras:

%

dv
= m— 2.1.2
m— (2.1.2)
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?:nw% (2.1.3)
F= md;Z (2.1.4)

la ecuacion representa el modelo matematico que permite estudiar el movi-
miento en funcion de las fuerzas que intervienen en el proceso. La fuerza es una
magnitud vectorial y su vector representativo tiene la misma direccién que la
aceleracion o viceversa.

Si existen varias fuerzas actuando en la particula se considera la resultante
vectorial de las mismas en la direccién de la aceleracion.

F1

i . .1
¢ m m -
Fa
Figura 2.1.2:

i=n
SF=md
i=1

o simplemente

S F=md

como la aceleracién puede depender de varias variables

a= f(t)
a=f(v)
a=f(r)

a=constante o a =0

la fuerza también puede depender de:

F=f(t)
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F = constante
F=0

Para cada caso se determinara la ecuaciéon que permita solucién y se aplicara
para la determinacion o estudio del movimiento de la misma forma que se estudio
el movimiento en una dimension Capitulo I numeral 3.3 y en lugar de aceleraciéon
ahora se conoce su valor que es la fuerza sobre la masa,

2.2. Las fuerzas de la naturaleza

a) Fuerza gravitatoria

Newton conocié las leyes del movimiento de los planetas que fue presentado
por Kleper y buscaba la fuerza que determine ese movimiento. Al analizar la
caida de los cuerpos establecié que la “caida” es igual a la “atraccién” y planted
la ley de Gravitacion universal que establece:

Dos cuerpos de masa m1y mo se atraen con una fuerza que es directamente
proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia que los separa.

m T

Figura 2.2.1:

la fuerza seréa:

mimsa

F=@G (2.2.1)

2

r

(@) es la constante de proporcionalidad que dimensionalmente permite que

el producto de masas divididas por (r?) sea magnitud fuerza . El valor de G fue
determinado por Henry Cavendish en 1780 mucho después de Newton
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2
G = 6,67 x 1011 [Nm}

kg?

luego los cuerpos en la tierra caen por la fuerza de la atraccion gravitatoria.

i

i
l- i
h
) g
i
. R
M
Figura 2.2.2:
Si
M= masa de la tierra
m= masa de un cuerpo
F=G-M%
r
a nivel de la tierra r = R.
m

que seria el peso del cuerpo. Si agrupamos:

F = (GRiw) m
(G-M

2 )seria la aceleracion de caida de los cuerpos y se llama aceleraciéon a
la gravedad y la fuerza peso P= mg, que actia en el centro de gravedad del
cuerpo. La aceleracién de la gravedad a nivel tierra sera

G-M
9= "
y se llama gravedad normal y fue determinada por Galileo mucho antes de
Newton

Como la tierra tiene diferente radio en los polos y en el ecuador su gravedad
varia

Polos

(2.2.2)

g =9,83m/s*
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Ecuador
g=9,72m/s*

a 452 latitud
g =9,81lm/s>

con la aceleracién de la gravedad y con el valor de G se puede calcular la masa
de la Tierra. A una distancia r, la gravedad seré:

r2 r2 r2

siendo g = gravedad normal.
y considerando respecto a (h)altura sobre la superficie de la tierra

gR? gR? g
7= — — = — (2.2.4)
(R+h) R2(1+ 1) (1+2)

b) Fuerzas eléctricas y magnéticas

gh =

FooF
':|1 + - - -qz
[

| -

Figura 2.2.3:

Coulumb propone que las fuerzas eléctricas de atraccion entre dos cargas
diferente o de repulsién entre cargas iguales son directamente proporcionales
a las cargas e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia que las
separa.

F= kq% (2.2.5)
N -m?
_ 9
k=9 1072

siendo q = carga eléctrica medida en culombios.

De la misma manera las fuerzas de atraccion o repulsion de los polos mag-
néticos de un iman pueden expresarse como una expresion similar a la fuerzas
eléctricas.
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Figura 2.2.4:
mim}
F=H 7{2 2 (2.2.6)

siendo m;’ y ms’ las masas magnéticas de los polos, una especie de abstrac-
cibn comparable a la masa inercial.

H se mide en (Al)siendo el Ampere la relacion Culombio
m tiempo

Lo importante de las tres fuerzas naturales, la gravitatoria, la eléctrica y la
magnética es que pueden ser expresadas de la siguiente manera:

Gravitatoria:
mimso Gml
F=G=3== ( — >m2 = gms (2.2.7)
Eléctrica:
192 kg1
Magnética:
li lA H /
F= Hmig@ - ( 72“) mly = Bml (2.2.9)

es decir crear una magnitud alrededor de la masa, de la carga, y del polo

magnético que depende de la misma y de la distancia a ella y se llama intensidad
de campo.

m
J = intensidad de campo gravitatorio ( 2)
s

N
E = intensidad de campo eléctrico
Coul

N
§ = intensidad de campo magnético ()
A-m

y se puede estudiar la interacciéon de las particulas o cargas con los respec-
tivos campos.
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Finalmente existe una fuerza creada por la interaccién de una carga eléctrica que
se mueve con velocidad (v)en un campo magnético. La fuerza es perpendicular
a las dos magnitudes y se expresa como:

— .|.:“ S

—=p

F,

¥ !

Figura 2.2.5:

F=yq (7 X ?) (2.2.10)

con la que se puede estudiar el movimiento de una particula dentro de un
campo magnético. Esta fuerza se llama fuerza electromagnética.

c¢) Fuerzas de rozamiento

Un cuerpo arrojado con velocidad inicial en un plano horizontal al cabo
de un tiempo se detiene, el cuerpo experimenta una aceleraciéon y la causa de
esta aceleracion es una fuerza que acttia paralelamente entre las superficies en
contacto. Esta fuerza que se opone al movimiento se llama fuerza de friccion o
de rozamiento.

Figura 2.2.6:

La fuerza de rozamiento se manifiesta:
1. Para iniciar el movimiento del cuerpo (fuerza de rozamiento estética)
2. Durante el movimiento del cuerpo (fuerza de rozamiento cinética)

La fuerza se determina de forma totalmente experimental asi: la méaxima fuerza
de rozamiento estatica que se crea entre las dos superficies es la fuerza minima
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necesaria para poner en movimiento el cuerpo y depende de la fuerza de reaccion
de la superficie (N) a la fuerza peso, llamada Fuerza Normal

fr=p-N (2.2.11)

1 = coeficiente de rozamiento estatico
N = fuerza de reaccién, normal a la superficie de contacto.

Una vez en movimiento las fuerzas de friccién disminuyen de tal manera que
se requiere una fuerza menor para mantenerlo en movimiento uniforme.

Podria usarse la misma forma de la fuerza de rozamiento estética, pero varios
autores y experimentacién determina que la fuerza se aproxima maés a la relaciéon

fo=bo" (2.2.12)

siendo

b = coeficiente de rozamiento cinético.
v = velocidad del cuerpo

n = exponente experimental

Stokes en la caida de un cuerpo esférico en un medio viscoso propone que

fe = bv, siendo b = 6mnr

fe=(6mnr)v

en donde:
1 = coeficiente de viscosidad del liquido
r = radio del cuerpo
v= velocidad de caida

d) Fuerza del resorte

Figura 2.2.7:

En un resorte comun al aplicar una fuerza se produce un desplazamiento (x),
y al quitar la fuerza vuelve a su posicién inicial. Si esto ocurre se dice que la
deformacion se halla dentro del limite elastico. Luego dentro del limite elastico,
experimentalmente se prueba que la deformacién es proporcional a la fuerza.
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Expresado como:

F = kx siendo k = constante del resorte

Figura 2.2.8:

Si la fuerza se aplica a un cuerpo, se estira un desplazamiento x, y el valor
de la fuerza se expresa como:

F=—ka (2.2.13)

porque se opone a la direccién del desplazamiento, y aplicando las ecuaciones
del movimiento se puede analizar el mismo, como se verd més adelante.






Capitulo 3

Movimientos en diferentes sistemas

3.1. Diagrama de cuerpo libre

Para estudiar cualquier tipo de movimiento en primer lugar se debe dibujar
un esquema que contenga el cuerpo y las fuerzas que acttian en el mismo. Este
esquema se llama un diagrama de cuerpo libre y debe analizarse para cada
cuerpo que intervenga en el movimiento.

M

F=m.g

Figura 3.1.1:

En un cuerpo rigido las fuerzas se consideran actuando en el centro de masa
del cuerpo. Estas fuerzas son:

1. El peso del cuerpo que actiia en el centro de masa.

P=myq

2. La fuerza normal para cuerpos que estan asentados o en contacto con otros

y es perpendicular a la superficie de contacto (ﬁ)

61
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3. Las fuerzas externas (ﬁ) naturales o de otro tipo. En caso de cables las

fuerzas acttan en direccion de esos cables.

_>
4. La fuerza de rozamiento ( fr) ,que se dibuja con direccién opuesta a la
velocidad del cuerpo.

Una vez que se tiene el diagrama de fuerzas se introduce el sistema de referencia
que se usara. La eleccion del sistema: Rectagular, Polar, Normal y Tangencial, 6
cualquier otro dependera de la naturaleza de las fuerzas, tal que permita obtener
ecuaciones diferenciales con solucién.

3.2. Fuerza y aceleraciéon en coordenadas rectan-
gulares

Dada la ecuacion
S F =ma
la fuerza coordenadas rectangulares se expresan como:
— — —
F=F7+F7+FF
o para la suma

SEF-YFET+Y R+ EF

la velocidad y la aceleracién
V=ii+9j +2k =v,i +uvyJ vk

I I S — — —
qd =7 +yj +zk =a, 1 +ayj +ak

anotando que

. dug dv, d%z
= W, M LT 2.1
YT T e T oae (3.2.1)

. duy dv, d%y
= — =Uy— = — 2.2
Y= Ty T e (32.2)

. du, dv, d%z
= — =VU,— = —5 .2.
Tar T e T oae (3.2.3)

por lo que tenemos tres componentes:

Z F, = ma, (3.2.4)

> F, =ma, (3.2.5)
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> F.=ma, (3.2.6)

La aplicacién es posible si

F, = f({), F, = f(z), Fx = f(v), Fy = const, F, =0
F‘l/:f(t)v Fy:f(y)aF:f(vy)7EU:COHSt7Fy:O

Fz:f(t)v Fz:f(z)a Fz:f(vz)a Fz:COHStanzo

3.2.1. Lanzamiento de cuerpos

Se establece el origen del sistema de coordenadas rectangulares en el punto
donde se lanza la particula.
Si se considera el movimiento en una dimensién.

iy

-
-

Figura 3.2.1:
Fy,=—-mg
dv,
-

v t
/dvy = —/mgdt
Vo 0

v —1vg =gt

v =19 — gt

e integrando nuevamente
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t2

Y= vy — &
0 2

si el lanzamiento es inclinado.- solo actta la fuerza Fy y F, = 0.- movimiento

en 2 dimensiones.

L

Figura 3.2.2:

Condiciones:
Upzr = VpCOSX
Voy = VpSENQ
Aplicando en (ox)

F,=0

ma, =0

a, =0

Vo = Vg cos()

T = Vggt
Aplicando en (oy)
Fy=—-mg
dv,
g =M

(3.2.9)
(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)



3.2. FUERZA Y ACELERACION EN COORDENADAS RECTANGULARES 65

Uy = Voy — gt (3.2.13)
t2
Yy = ont - 97 (3214)

3.2.2. Caida de un cuerpo en un medio viscoso

Figura 3.2.3:

En el movimiento de caida actua la fuerza de rozamiento del medio viscoso,
aire, agua, aceite, etc.

La fuerza de rozamiento cinética [fr = b(-v)] es decir actta en sentido con-
trario a la velocidad [6].

Stokes propone que para particulas esféricas

b= 6mnr
pero analizaremos en forma general. Aplicando

S F=md

dv

—mg —bv = me

Ecuacion diferencial con solucién

%dv - (% +v) dt
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para tiempos grandes

o

t mg
e _

~0yuvy = b

es decir la velocidad se vuelve constante o existe una velocidad limite. Los
cuerpos que caen en medios viscosos llegan a una velocidad limite que es cons-
tante y de acuerdo a la ecuacién resulta cuando se iguala el peso a la fuerza de
rozamiento en el limite.

3

bvy = —mg

Si se desarrolla el exponencial en serie:

—r 2 a8
]
la velocidad sera:
1b
v=gt+ 779752 + ...
2m

y nétese que solo para tiempos muy pequenos la velocidad es acelerada como
caida libre

VR gt

cuando integramos la velocidad, calculamos el espacio

m2g 1 bt _bt
= — — — —e m
Y b2 m

3.2.3. Tiro en el aire

'l" l'|rl
K -
‘I" o [— - -ullill .-'P--r__.-'-"hl):
S a "-.-..-- tnllllll
- f /

Figura 3.2.4:

Se puede analizar varios planteamientos para obtener el modelo matematico
del movimiento el mismo que para ser aceptado deberian experimentarse.
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Un planteamiento es considerar que la fuerza de rozamiento es de la forma
(bv) y acttia en cada eje [6]

= — —
fr=—bvy i —buyj

y en cada eje las ecuaciones serian:

En el eje (ox)

ZFx:max

—bv, = mT
dvg
—bv, =
v m 7
Vg .
/dvx / b
= [ ——t
. m
Vo 0

En el eje (oy)
Z Fy = ma,

—mg — bvy, = my

d
—mg — bvy = m%

Uy t
/& _ _/Edt
vy + (%5°) |

’U()y

lo que daran 2 ecuaciones:
En la coordenada (x):

_ bt
’UI = one m

v = mZO” (1 - e*vbrf) (3.2.15)
y en la coordenada (y):

Vy = (mg —HJoy) e m — 9

m2g  mug, b\ Mg
— (9 1 *H) mg 2.1
y ( o+ )( e 9y (3.2.16)
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si se quiere la trayectoria se despejara tiempo de la ecuacion (1) y se sustituira
en la ecuacion (2)

Notese que para t grandes v,~ 0

y el valor de x tiene un limite

muog
Tmax = b

y la velocidad en y es la velocidad de caida limite
mg
Vy = ——=
Y b
Un segundo planteamiento para el estudio del movimiento y que puede ser

més cercano a la realidad es suponer la fuerza de resistencia proporcional a v2
HAUSSNER Y HUDSON! [1]

-'-
1 ,a-","-’
- - L
f !
Figura 3.2.5:
fr=—kv?
y las ecuaciones de fuerza serian
miZ = —kv? cos ¢
my = —kv?sin ¢ — mg

existen muchas formas de solucién si se establecen ciertas condiciones. En
nuestro caso

2 2
vi=% +79
T
0= TT
r +y

1Ver Mecanica Aplicada: Haussner y Hudson, 4ta Edicion, CECSA.
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o
sing = T
T +y
sustituyendo
-2 -2
mx = —k (CE —|—y> S 2
T +7y
22 Y
my=—-klxz +y > = —myg
T +y
simplificamos

las ecuaciones tienen solucién muy compleja. Se pueden obtener soluciones sim-

ples para casos en que el valor | £ |sea muy pequenio, es decir para tiros de largo
xr

alcance donde la velocidad en y es pequena comparada con la velocidad en x,
en ese caso:

Figura 3.2.6:
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quedando

la solucién, si:

. dr
5=
dt
. . 2
dv _ kx
dt  m
dz
T
e integrando
1 kt
——=—— + Cl
x
t=0
Xr = l‘.o
sustituyendo
T = .xo , valor de la velocidad en x
%xo +1

sustituyendo este valor en la ecuacién de (y)

Y
__ 3.2.17
P (3.2.17)

Zo

v+

Ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea cuya solucién es igual a
la soluciéon general de la homogénea mas la solucién particular de la completa.

La homogénea

=0
(s

ka‘,‘g

por separaciéon de variables

dy 9

dt — t+
kz()
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solucién en

Iny=—In|t+ L InCs
kag

que es la solucién de la homogenea

YT

kxo

para la solucién particular, suponer:

g=0yt+ (3.2.18)
kg
sustituyendo en la ecuacion (5):
y+C3=—yg

derivando la ecuacion (6) y sustituyendo

C3+C3=—g

kl‘o
para t=0
Y=Y

L P

kmg kl’o
y sustituyendo
R (o N
j=—"i>r gy (3.2.19)

los valores de (x) y de (y) pueden calcularse volviendo a integrar las ecuaciones
de velocidad.
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3.2.4. Oscilaciones mecanicas

Las oscilaciones de particulas sometidas a fuerzas del resorte pueden ser: sim-
ples, amortiguadas si actia la fuerza de rozamiento y forzadas con un oscilador
adicional [1].

Consideremos el sistema mas simple que contenga las caracteristicas de un
problema de vibracion, sobre una masa (m) y que se mueve solo en una direccion,
en el eje (ox)

M

my

Figura 3.2.7: Resorte

En equilibrio, la fuerza normal se anula con el peso

: m
Fis) Fit)
- -
Fr
[
Figura 3.2.8:

Con el resorte estirado, la masa esta sujeta a
Fs = fuerza del resorte Fg = —kx
F,. = fuerza de rozamiento F, = ¢ (—x) = —cx

F(t) = fuerza exitatoria dependiente del tiempo ¢

- Con la fuerza solo del resorte, el movimiento es simple o libre de amorti-
guamiento.
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- Con la fuerza de resorte y de rozamiento es el movimiento oscilatorio amor-
tiguado.

- Con las tres fuerzas es el movimiento oscilatorio forzado. La ecuacién ge-
neral sera:

F,+ F. + F(t) = m¥ (3.2.20)

Analizaremos cada caso

3.2.4.1. Movimiento oscilatorio simple

La ecuacién que representa el movimiento sera:

F, =mi (3.2.21)
—kx = mI
. k
r+—2x = 0
m

Ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio armonico simple. Si se escribe
la ecuacién como:

Pz,
ﬁ = —WwW T
siendo .
wr==
m

El diferencial establece que la segunda derivada de una funcion es la misma
funcién cambiada de signo y esa funcién solo puede ser seno o coseno, y por lo
tanto la suma de las dos soluciones es la soluciéon general de la homogenea.

x = C1 sin (pt) + C4 cos(pt)

x = C1P cos (pt) — CaPsin(pt)

donde C;, Cay (p) con constantes de integracion que deben ser evaluadas
seguin condiciones iniciales

t=0;2=A;2=0

Co=A
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luego,
x
z=2 sin pt + A cos pt
p

x = Acospt
si derivamos dos veces y sustituimos en la ecuacion inicial

T = —Ap®cospt = —p°k

—p’r = —w’z

y la solucién es:

= Acoswt

Figura 3.2.9:

si aumentamos el tiempo en un valor

2
w

(3.2.22)
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2
x = Acosw <t+ 7r> = Acos (wt + 27) = Acoswt
w

es decir el tiempo que regresa nuevamente a la posicion inicial y este tiempo
se llama periodo

2
Periodo T = = (3.2.23)
w

1

S)como una velocidad angular y se llama frecuencia

(w) tiene dimension (
angular
El inverso del periodo, es el niumero de periodos por unidad de tiempo o por

segundo y se llama frecuencia.

1 w
:F]:' i = = = — = 2
ecuencia f T=5.7 w wf
como
| k
w=4/—
m
el periodo

T = 2r, /% (3.2.24)

3.2.4.2. Movimiento oscilatorio amortiguado

Las fuerzas que actian en el cuerpo son las fuerzas del resorte y la fuerza de
rozamiento

S F=md
—kx —ct =mZ

mi + ct + kx =0 (3.2.25)

Ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio amortiguado
w c. k
T+ —r+—x=0
m m

y llamado:

Sl 3o

por comodidad, queda:
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T+ 2nz + pPr =0 (3.2.26)

Ecuacién diferencial de segundo orden lineal homogénea. La solucién general es
la suma de dos soluciones particulares por lo que se tantea la solucién haciendo

x = CeM(1)
derivamos y sustituimos
CX2eM 4+ 2CnAeM + p?CeM = 0
simplificando
M +2nA+p2=0(2)

Llamada ecuacién caracteristica. La ecuacion (1) es una solucion cuya cons-
tante \ estd condicionada por la ecuacion (2). La ecuacién tiene 2 soluciones
para A

A =-n++/n?—p?
Ao = —n —/n2—p?
luego como existen dos valores de A, la solucién general seréa:

z = CreMt + Oye?t
Casos:

1. Si n? > p? los valores de )\, son reales negativos (—ay, —as)y la solucién
sera:

x = Cre Mt 4 Che™ 2t

Figura 3.2.10:

Fisicamente se interpreta como que el movimiento no es oscilatorio y llega
a cero en el infinito tal como dice la curva de desplazamiento.
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El movimiento se llama sobreamortiguado porque debido al factor de ro-
zamiento alto experimentalmente el cuerpo no llega a la posicién de equi-
librio.

El caso practico serfa introducir el cuerpo en grasa muy viscosa, y ocurre

cuando:
() >
2m m
2. Si n? = p?, es decir:
() =
om/) T m
c
am P

y en estas condiciones el valor de

c . . . c
o = ¢c , coeficiente de amortiguamiento critico
m

La ecuacién caracteristica tiene una sola raiz

x1 = Ae7Pt

y para la otra solucién utilizaremos metodo del parametro obteniendo:

v=(A+Bt)e "

la ecuacién del amortiguamiento critico, es decir que el cuerpo llega a la
posicion de equilibrio donde se detiene sin oscilar. Las constantes A y B
seran determinadas con las condiciones del problema correspondiente.

3. Si n? < p?, es decir

(5) <

entonces tenemos dos raices imaginarias

A = —n+i/p?—n?

A2 =-—-n—iyp 2

y la solucién general es
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v Cle(—nﬂ'\/;m)t n 026(—n—L\/m)t

— / 2_m2 7 2_m2
Tr=ce nt <CleL\/p n t+026 i\/p“—n t)
y considerando la relacion de euler
0

e’ = cosf + isenb

e ¥ = cosf — isend

el valor de x es

r=e " [(Cl + Cs) cos/p? —n2t+ i (Cy — Cs) seny/p? + th}

como C; y Cason constantes arbitrarias determinadas por condiciones ini-
ciales, podemos introducir nuevas constantes

i (Cy — Cy) = Cf, o simplemente C}

(Cy + C3) = C4, o simplemente Co
queda

r=e ™ [C’lsen p? —n?t + Cocos \/p? — nzt} (3.2.27)

donde si (n = 0), es decir no existe rozamiento, el movimiento es el armo-
nico simple ya estudiado

x = Cysenpt + Cs cos pt

La grafica del movimiento oscilatorio amortiguado sera

i

Figura 3.2.11:
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El periodo

" 2m

aumenta el tiempo de vibracion y la amplitud disminuye exponencialmente con
el tiempo. Las ecuciones pueden reducirse atiin mas

La suma de seno mas coseno da una funcién también sinusoidal, es decir si

donde

x = Cisenpt + Co cos pt

C1 = Aseng
Cy = Acos ¢

x = Asen (pt + ¢), movimiento simple, o:

x = Ae ™" sen (\/]72 —n2t+ gb) , movimiento amortiguado

C
n=—
2m

k
p=—
m

3.2.4.3. Oscilaciones forzadas

La ecuacién de fuerzas incluye una fuerza externa F(t) excitatriz que puede
ser de diferente tipo pero dependiente del tiempo, como impactos sucesivos o
fuerzas alternativas no equilibradas que presentan variacién sinusoidal como es,
por ejemplo la superposicion de 2 resortes . Para nuestro caso usaremos la fuerza

Figura 3.2.12:

Fy = Fysenwt
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w = frecuencia externa

p = frecuencia interna

la ecuacion de fuerzas sera

—kz — ci + Fysenwt = mx
mI + cx + kx=Fysenwt (3.2.28)

Ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio forzado

.- C . k 0
r+ —xr+ —xr = —senwt
m m m
y llamando

£ oo
m
E_
m

T+ 2nd + p*r = 2 sinwt (1)
m

Es una ecuacién diferencial de segundo orden lineal no homogénea o completa.
La solucién general de la no homogénea es igual a la solucién general de la
homogénea mas una solucién particular de la completa es decir como tenemos
la solucién de la homogénea, la solucion general sera:

r=e " [C’lsen\/zﬂ —n2t + Cycos \/p? — nZt} + f(t)

siendo f(t) la solucion particular de la completa. La soluciéon particular puede
ser tomada por tanteo

xp = Asenwt + B coswt (2)

determinaremos las condiciones bajo las cuales esta solucién es una solucién
particular de la completa, derivando

T, = Aw coswt — Bwsenwt

Ty = — Aw?senwt — Bw? coswt

sustituyendo en la ecuacion (1)

F
Aw? senwt—Bw? cos wt+2nAw cos wt—2nBwsenwt+p? Asenwt+p? B cos wt = =% senwt
m

agrupando
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EF
(—Aw® — 2nBw + p*A)senwt + (—Bw? + 2nAw + p°B) coswt = = senwt

igualando funciones seno y coseno en los dos miembros porque es condicién para
que la ecuacion sea idénticamente satisfecha:

Iy

(p* —w) A+ (—2nw)B =

(2nw) A+ (p* —w?)B=0

tenemos dos ecuaciones que determinarian los valores de A y B de la ecuacién
(2) para que la misma sea una solucion.

Calculando A y B por determinantes

{ % (—2nw) ]
. 0 (p2 o w2) _ % (pz _ wz)
[ (p? —w?)  (—2nw) } (p? — w?)? + 4n2w?
2nw)  (P* —w?)

e )

—QHW%
(p? — w2)2 + 4n2w? B (p? — w2)2 + dn2w?

en las expresiones
w = frecuencia exitatriz o externa

p = frecuencia propia del sistema

A y B son los coeficientes de la ecuacién solucion particular

A

Figura 3.2.13:

xp = Asinwt + B coswt
cambiando coeficientes

A=Ccos¢
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pero

donde

B = Cseng
x, = Csen (wt + ¢)

C =A%+ B2
zp = VA% + B2?sen (wt + ¢)

R
m

\/(pz _ w2)2 + dn2w?

_ B _ 2nw
¢ = tan L (A> = tan 1 <p2—u)2>

Tp = sen (wt + @)

luego la solucién general de la no homogénea o completa, sera

r=e ™ [Clsen\/]ﬂ —n?t+ Cycos \/p? — nzt] +

|

Q

\/(pz — w?)? 4 4n2w?

sen (wt + @)

que representa la superposiciéon de dos movimientos oscilatorios de frecuencias

(f1) y (f2)

f; =frecuencia del sistema propio

1
fi=—Vp*—n?

2T

fy =frecuencia del sistema excitatriz

1

:%UJ

f2

Cuando t es grande el valor e~ "‘tiende a cero por lo tanto el primer término
de la ecuacién va decreciendo y desaparece, llaméndose movimiento transitorio
y permanece solo el movimiento que describe el segundo término llaméndose es-
tado constante o permanente. El movimiento oscilatorio forzado termina siendo
un movimiento oscilatorio simple.

Fo
\/ m2 sen (wt + ¢) = Asen (wt + ¢)
(92 — w2)? + dn2w?
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li -t l_ - aln :
;"I_ i :
'[“x,- ¥ |Uf.
1
L

Figura 3.2.14:

La amplitud que tiene el movimiento en régimen permanente es la del mo-
vimiento oscilatorio simple y vale:

Fo

A= m
\/(p2 — w?)? + 4n2w?
k

y dividiendo el numerador y el denominador por p®y sabiendo que p* = £

Fo

T R

ecuacion que establece que la amplitud del movimiento permanente resultante
depende de las relaciones

w frecuencia externa

p frecuencia propia

n factor de amoriguamiento

P frecuencia propia

cuando w = p la condicién se dice de resonancia (frecuencia externa=frecuencia propia del
en este caso si n=0 (sin rozamiento) la amplitud seria infinita es decir que el
sistema se romperia. Todas las otras condiciones determinan una amplitud re-
sultante como se expresa en la grafica.
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Figura 3.2.15: Amplitud del movimiento forzado

3.3. Fuerza y aceleraciéon en coordenadas normal
y tangencial

Figura 3.3.1: Coordenadas Normal y Tangencial

La fuerza en coordenadas normal y tangencial tendra dos componentes segin
la tangente (7) y segtn la normal (77)

F=FR74+F7
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se conoce la direcciéon de la velocidad:
v =07
y la aceleracién
5 dv i v? -

T

p = radio instantaneo de curvatura
a = aceleracion tangencial + aceleracidon centripeta

luego la ecuacién
S F-m@

se escribe como

d 2
S 7 4R =m (G757
dt P
e igualando en cada direccién

d
Z F, = m% (Fuerza tangencial)

Z Fp=m> (Fuerza centripeta)
“F:c

»

Fn

Figura 3.3.2: Fuerza centripeta y Fuerza centrifuga

La reaccion a la fuerza centripeta en cuerpos atados o en contacto se llama

fuerza centrifuga

Por ejemplo un carro que toma una curva de radio R, aparece la fuerza como
centrifuga es decir tiende a virarlo, por eso se construye el peralte o inclinacién
de la carretera y el dngulo dependera de la velocidad del vehiculo, para que la

resultante sea perpendicular a la carretera.
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Figura 3.3.3: Fuerza centrifuga

3.4. Fuerzay aceleracién en coordenadas polares.

La fuerza en coordenadas polares, tendra dos componentes:

F,. en la direccién del radio vector 4,

Fy en la direccién perpendicular al radio vector (29)

if

Figura 3.4.1: Fuerza en coordenadas polares

- -
? =F,.i, + Fyig
la aceleracion también tiene dos componentes

- -
7 = Qp1r + Gglp

2
7 = <5:—r0>i_:+<r0+27'"0>i_9>
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luego la ecuacion de fuerza

S F =

se puede escribir en los dos componentes

2 2 2
" . d*r df
E Fr—m T_Tel_mldﬂ_r(ﬁ)]
" y d?o dr df
E Fo=m {rG—l—QrG} =m [rdt2+2 (dt) (dt)}

las ecuaciones son muy utiles para estudiar el movimiento de particulas, some-
tido a fuerzas central y particularmente el movimiento de planetas.

3.4.1. Movimiento por fuerza central

En general son fuerzas centrales, aquella que actian siempre orientados a
un punto fijo (O). Estas fuerzas son fundamentalmente fuerzas de atraccion o
repulsion como la gravitatoria, la eléctrica o la fuerza magnética. Si se coloca un
sistema de coordenadas polares con el polo coincidiendo en uno de los cuerpos

O = punto fijo
aplicando
F.=F
Fy=0

el signo lo analizaremos después

Figura 3.4.2: Fuerza central

Las ecuaciones de movimiento son:

F o d% do\?
m:dtQ_T(dt> (1)
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d?6 dr (df

analizando la ecuacion (2), la misma puede escribirse como

1d [ ,df
il < dt) =0
lo que conduce a establecer que

0

2
Z_p
N

h = constante

9  h
T2

2 . . .
para calcular % realizaremos lo siguiente:

de _dr dd_hdr_d (1
dt  do " dt  r2df do \r

@r_d (dr\ _d (dr\d0 _hd (dr\ _hd[ d
dt2 ~ de \dt) do\dt) dt r2do \dt) r2db de

d2r h a2 /1
P () )

y sustituyendo (3) y (4) en la ecuacion (1)

R (RN F
r2 do2 \ r " r2 T m

cambiando variable

S| =

y haciendo

Fuerza de atraccion = —F

Fuerza repulsion = +F

para nuestro caso con la fuerza de atraccion, y multiplicando por (
> (1 1 F r?
dez \ r r mh2

&
do? T mh2u?

T2

h2

)

(3.4.1)
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do h

que son las ecuaciones diferenciales del movimiento por fuerza central.

3.4.2. Aplicacién al movimiento planetario

La aplicacion mas importante de la ecuacion del movimiento por fuerza cen-
tral, la realiz6 el mismo Newton cuando plante6 la ecuacién para explicar me-
diante el modelo matematico propuesto por él, las leyes del movimiento plane-
tario que fueron expuestos por Kepler en 1609 publicados en su libro “Nueva
Astronomia” antes de que Newton proponga su teoria.

Kepler establece que los planetas giran al rededor del sol y se rigen por tres
leyes:

1. Los planetas describen 6rbitas elipticas alrededor del sol que se ubica en
uno de los focos de la elipse.

2. El radio vector que une el sol con un planeta barre areas iguales en tiempos
iguales.

3. Los cuadrados de los periodos de revolucion de los planetas alrededor del
sol son proporcionales a los cubos de sus distancias medias al sol ( o semi
ejes mayores).

* Taeima

=

Figura 3.4.3: Movimiento Planetario

Newton plantea que la misma fuerza con que la tierra atrae a los cuerpos
(Peso) es la misma que debe actuar entre todos los cuerpos y particularmente
entre el sol y la tierra.

Sin considerar las fuerzas de interaccién entre planetas se puede estudiar el
movimiento de un planeta con las ecuaciones de fuerza central [3].
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o h

dt — r2

h = constante

Lo o F
a6z "' T a2
1
u=—
.

de la figura, el area barrida por el radio vector (r)

rdf 5 df
dA—T'T—T ?

y el area barrida por unidad de tiempo

%—ﬁ ﬁ —ﬁ ﬁ—ﬁ—cons‘cante
dt 2 \dt) 2 r2 2

el area barrida por unidad de tiempo es constante (velocidad aerolar) y es la
segunda ley de Kepler.
La segunda ecucién del movimiento

d*u n F
=
do? mh?u?
tiene solucion de ecuacion lineal no homogénea, solo si la fuerza tiene la forma
Mm
r
que sustituyendo da
du n GM
2=
do? h?
y la solucion es una conica (circulo, elipse, pardbola, hipérbola) dependiendo de
las constantes; es decir, Newton acopld la ecuacion de la fuerza gravitatoria al
resultado que Kepler determiné solo con observaciones y modelos fisicos.

Por lo tanto la solucién de la ecuaciéon no homogénea es la suma de 2 solu-
ciones

du - GM
a2z "t T T2

solucion general de la homogénea
uy = Ccos (6 — 6p)
solucién particular de la completa

GM

U2 = h2
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luego la solucién general sera:

1 GM
= = 0+ -
Uu - C cosf + 2

para
o =0

ecuacion de una curva conica (circulo, elipse, pardbola, hipérbola) depen-
diendo de la relacién de las constantes

que define el tipo de curva

1. Sie=0,C=0,r= Gh—;f, radio constante; circulo
2. Si: oM
e<l,C< 7z radio finito; elipse
3. Si:
e=1,C= Rl radio infinito; parabola (limites entre elipse e hipérbola)
4. Si

GM
e>1,C> 5z radio infinito; hipérbola

Figura 3.4.4: Orbitas del movimiento por Fuerza Central

Cavendish, en 1780 determind el valor de G, y la ecuacion permite estudiar
orbitas de cuerpos o satélites alrededor de la tierra.

2
GzGﬁhﬂT“[Nm]

kg?
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Figura 3.4.5: Movimiento de satélite

El célculo de constantes, si:

M = masa de la tierra

para
0 =0°
=T
oy (d&)
0="To\ 7,
dt ),
como

h = ToVo
1 GM 1 M
c:f_gizf_iiﬁ (3.4.3)
To h To (7’01)0)

analisis para trayectoria parabélica

GM
C="T
sustituyendo
1 2GM
To B h2
h = ToVo
2GM
Vo =

, velocidad minima para que el cuerpo salga de la atraccion de la tierra(v,)
To
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y se llama velocidad de escape

[2GM
Ve = {/ ——, pero GM = gR?
To
[2gR?
Ve = (| ——
To

ro = R , desde la superficie de la tierra

Ve = \/29R

si

en general si:
vy > ve — trayectoria hiperbolica

Vg = Ve — trayectoria parabdlica
vy < Ve — trayectoria eliptica
Un caso particular es el movimiento circular

C=0

la ecuacion (6)

. _ [eM _ |er
cir — ’r‘o - ’]"O

La tercera ley de Kepler puede ser determinada a partir de las fuerzas que
intervienen en el movimiento circular.

Figura 3.4.6: Fuerzas en el Movimiento Circular

La fuerza centripeta es igual a la fuerza de atraccion
fuerza centripeta

2 4 2
F,.= MY rw? = mr (;2)
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siendo T el periodo del movimiento.
La Fuerza de atraccion

igualando se obtendra el periodo

GMm (47‘(2)
=mr

2 T2
T2 _ 4773
GM
y relacionando periodos Ty Ts, de dos planetas o cuerpos
T _r
T22 TS

que es la tercera ley de Kepler.



Capitulo 4
Trabajo y energia

En el Capitulo II se ha analizado las ecuaciones que permite estudiar un
movimiento dependiendo de las fuerzas que lo producen. Estas ecuaciones son
opciones de calculo dependiendo de como se expresa la aceleracion, es decir
parten de la misma ecuacién general

Fema
y son :

dv
=m—_- (4.0.1)

F= mvdqv (4.0.2)
dr

27
F=m — (4.0.3)
Sin embargo la biisqueda de Newton de magnitudes conservativas en los procesos
mecanicos del movimiento llevé a plantear magnitudes que hasta hoy se discuten
si realmente existen o son solo definiciones matemaéticas.
En la segunda ecuacién

? = mv%
si la fuerza es constante o depende de la posicion
F=f(r)
puede separarse variables
? A7 = mudv

e integrando

/ Fdv = / modv (4.0.4)
95
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El primer término se llama trabajo de una fuerza y al ser un producto escalar
da como resultando un escalar.

El segundo término es también escalar y lo llamamos energia cinética. Usan-
do esta relacion los problemas de movimiento pueden ser analizados solo con
magnitudes escalares y para determinar la velocidad no se requiere conocer la
aceleraciéon. En este capitulo analizaremos las nuevas magnitudes propuestas.

4.1. Trabajo de una fuerza

q T

Figura 4.1.1: Trabajo de una Fuerza

Debido a la fuerza ?, la particula en la posicion (77) se desplaza desde el
punto (1), recorriendo la trayectoria (ds) y llega al punto (2) definido por(73).
El desplazamiento producido lo define el vector (d 7).

Se llama trabajo de la fuerza ?, al producto escalar de la fuerza por el des-

plazamiento producido (d7). Si (U) es el trabajo , (dU) el trabajo infinitesimal.

dU = F .d7 (4.1.1)

noétese que la fuerza no estd necesariamente orientada segun d7. Como es un
producto escalar
dU = Fds - cos «

2 s
/ au :/ (Fcosa)ds
1 0

Ui—2 = Fscosa = (Feosa) s (4.1.2)

si la fuerza es constante

Que es el producto de (s) por la componente de la fuerza en esa direccion.
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Figura 4.1.2: Trabajo de Fuerza constante
La unidad de trabajo sera igual a la unidad de fuerza (N) multiplicada por
la unidad de distancia (m).

kgm?
52

U = F'd = Newton x metro =Nm = = Julio

1 Julio es el trabajo desarrollado por la fuerza de 1N en la distancia de 1m.
Como submiiltiplo

U = Dina x cm = Din cm = ERGIO

En general para fuerzas dependientes de (r) el trabajo sera:

2 s2 s2
Ui = / Fd7 = / (Fcosa)ds = / Fr-ds
1 sl sl

Siendo F- la fuerza tangencial al desplazamiento.

iF.ms[a |
FZ=Fiz)
U
i i -5

Figura 4.1.3: Trabajo de una Fuerza
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Esto puede entenderse que si graficamos el valor de (F'cosa) o la fuerza
tangencial, con respecto a S, el area bajo la curva

Fr=f(s)
representa el trabajo realizado por la fuerza entre los valores de S1y Ss.
El trabajo en coordenadas rectangulares podemos calcular sustituyendo las

expresiones de Fuerza y desplazamiento en dichas coordenadas, en efecto:
Fuerza en coordenadas rectangulares

F=FRT+F7+FF%
desplazamiento
A7 =dy @ +dy] +d. K
Realizando el producto escalar
9 2
/ Fd7 = / (Fgc_z‘> +F, 7+ Fz?) <d17 +dy 7 + dZ?)
1
1

2
Ul_gz/(dex—l—Fydy—Fdez)

1

T2 Y2 z2
Ui_o = /dex + /Fydy + /dez (4.1.3)
T1 Y1 21

donde se nota que para integrar las fuerzas deben ser dependientes solo de (x),
de (y) o de (z) (De la posicion).

Como aplicacién calcularemos trabajo de algunas fuerzas naturales.

a) Trabajo de la fuerza peso

M A2

Y2
At

¥l

Figura 4.1.4: Trabajo del peso



4.1. TRABAJO DE UNA FUERZA 99

La particula de masa m y peso P=mg, se mueve en una trayectoria A;- A,.
La fuerza peso se expresa como:

? —
=—-mg)
Fr=0
Fz=0

por lo tanto el trabajo sera:

Y2 Y2
Uiz = /Fydy = [ —mgdy = —mg (y2 — y1) = mgy1 —mgy>  (4.1.4)

Y1 Y1

noétese que el trabajo es independiente de la trayectoria que sigue la particula;
solo depende de su posicion inicial y final.

Si (y2 > y1) el trabajo es negativo

Si (y2 < y1)el trabajo es positivo

b) Trabajo de la fuerza en el resorte

"'l'
F
4 -
& .
F, ¥
) A \ \ _— —
e A2
Figura 4.1.5:
La fuerza es
—
F = —kx i
Fy=0

Fz=0
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luego el trabajo

) T2
Ui_g = /dea: = / — kxdzx
Xy ]
g = —= — —= 4.1.
U=t K (41.5)

el trabajo es positivo si xo< x7,es decir la fuerza y el desplazamiento tienen el
mismo sentido.

F=K.x

X X

L
P

Figura 4.1.6: Trabajo en el resorte

si se grafica F con x, sin considerar el signo, el trabajo de la fuerza es el area
bajo la recta (F=kx) entre las coordenadas( x1) y ( x2) ,y es la resta del area
de dos triangulos.

c) Trabajo de la fuerza gravitatoria

Figura 4.1.7: Trabajo Fuerza Gravitatoria

Se utiliza el sistema de coordenadas polares. Para toda fuerza central
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la fuerza gravitatoria

7o (GMm>i_r>

)
A7 =dr - ir
por lo tanto
r T2
GM
U_s = /Fdr - / B
T
1 1
GMm GMm
U2 = -
T2 1

nétese que en una trayectoria circular (r; = r3) y el trabajo es cero.

4.2. Trabajo y energia cinética

La ecuacion que relaciona el trabajo de una fuerza y la energia cinética de
la particula dada por la ecuacién que se llama segunda integral de movimiento

/?d? = 7mvdv

integrando

y llamando energia cinética de la particula la cantidad.

mv2

T'=—
2

la ecuacion nos dice: El trabajo desarrollado por una fuerza sobre una particula
es igual a la variacion de la energia cinética de la misma (teorema de las fuerzas
vivas)

Ui =T —-1T
= La ecuacion es valida para sistemas Newtonianos.
= Las magnitudes son escalares
= Las fuerzas que no realizan trabajo se descartan

= La energia cinética es siempre positiva
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Se entiende claramente que una fuerza produce variacién de velocidad, que la
energia cinética de un cuerpo depende de la velocidad al cuadrado y que la
magnitud ENERGIA CINETICA determina la posibilidad de realizar un trabajo
al variar su velocidad.

Energia cinética en general serd la posibilidad de realizar un trabajo meca-
nico debido al cambio de velocidad.

La magnitud energia cinética tendra la misma unidad que el trabajo.

2 2 kam?
T:%:kg MY =5 Julio
2 g 52

La ecuacién también puede escribirse como

T+ U2 =15

Energia cinética inicial + trabajo desarrollado por una fuerza = energia cinética
final

Ejemplo:

Figura 4.2.1: Trabajo en el péndulo Fisico

Una masa (m) oscila como péndulo. Si se suelta el cuerpo de la posiciéon
determinada en la figura, calcular la velocidad de la masa en el punto A.

- Las fuerzas que actian en (m) son la tension de la cuerda (F) y la fuerza
peso (P—=mg)

Energia cinética en (1) si vi=0, T;=0
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El trabajo desarrollado, es solo de la fuerza peso por que la tension es per-
pendicular al desplazamiento y no realiza trabajo.
Ui_o = mgh = mg(¢ — {cosb)

Enegia cinética en (2)
2

mv
=5
aplicando
T+ U2 =T
2
mg(f — lcosf) = %

y se calcula la velocidad

va = v/290(1 — cos6)

la velocidad es tangente a la trayectoria. Notese que se calcula el moédulo
de la velocidad como escalar y no se determina ni direccién ni sentido, y en el
planteamiento se descartan las fuerzas que no producen trabajo.

El trabajo de la fuerza peso es positivo por que Fuerza y desplazamiento es-
tan en la misma direccién. Para calcular la tensiéon debera aplicarse los métodos
de fuerza y aceleracion.

4.3. Energia potencial de una fuerza

La energia potencial de una fuerza, llamada también potencial de una fuerza
o funcion de energia potencial, es una funcién que permite calcular el trabajo
desarrollado por la fuerza.

Las fuerzas que pueden generar potencial o la funcién de energia potencial
son las fuerzas cuyo trabajo no depende de la trayectoria, es decir depende solo
de su posicion inicial y final; estas fuerzas se llaman fuerzas conservativas.

Matematicamente se puede establecer esta condicion diciendo que fuerzas
conservativas son aquellas cuyo trabajo en trayectoria cerrada es cero

%ﬁd?:()

Se define como Funcién de Energia Potencial, el trabajo de una fuerza, cam-
biado de signo.

V:—/ﬁm

Es decir que el trabajo entre los puntos puede ser calculado mediante la variaciéon
de la funcién energia potencial.

Uio=Vi—-V;
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por ejemplo, la energia potencial de la fuerza peso sera:

'y A2
m
y2
Al
Tmg
¥
-

Figura 4.3.1:
? —
=—-mg)
F,=—-mg

Y2 Y2
V=- / Fydy—= [ mgdy = mgys — mgy:
Y1 Y1

La funcién que se repite entre los dos valores limites (y1) y (y2) es:
V =mgy (4.3.1)

v es la energia potencial de la fuerza peso. El trabajo desarrollado se calculara
como la variacién de la energia potencial.
Uiz = Vi — Vo = mgy1 — mgy:

Notese en la energia potencial que si el trabajo es negativo la energia potencial
aumenta y si el trabajo es positivo, la energia potencial disminuye. La energia
potencial en el resorte se genera por la fuerza

? = ka?
F,=—kx

luego
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la funcién potencial es:

y el trabajo

k22 kol
Uiz=Vi—Va=—1—=2 (4.3.2)

4.4. Fuerzas conservativas

La condicién para generar potencial o la funcién de energia potencial, es que
la fuerza sea conservativa es decir que la fuerza desarrolle trabajo independiente
de la trayectoria o mejor que dependa solo de condiciones de posicién inicial y
final. Considerando la definicion de potencial (V), el trabajo en tres dimensiones
sera:

AV(ay,z) = =AV(zy.2)

considerando en coordenadas rectangulares

dU = Fxdx + Fydy + Fzdz

°1% 0% oV

sustituyendo:

Fxdx + Fydy + Fzdz = — 8—de + a—vdy + a—vdz
Jr Jy 0z

igualando

oV
I

oV
Oy

o
0z

Fz =

Fy=

Fz=

como la fuerza es - N _
F=F7+F7 +FE¥

se puede expresar como

?:—(Wﬁ mLWﬁW?) (4.4.1)

8x2+8y3 0z

F=_Vv (4.4.2)
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Matematicamente la fuerza es igual al gradiente de la energia potencial cambiado
de signo y es la condicién de la fuerza para ser conservativa.
El valor del operador gradiente

0—  0—
J

VZ%Z +87y

0 —
+ —k

0z
tiene caracteristicas vectorial, por lo que

?x?zo

aplicando a la ecuaciéon 4.4.2
? X ? = ? X (—?V)
el segundo miembro es cero, luego la condicién de fuerza conservativa puede

expresar como
? X ? =0

Que matemaéticamente se usa para comprobar que una fuerza es conservativa y
que puede generar potencial. Realizando el proceso vectorial

T7F
UxFo| 2 8 o |_7 (0 0B\ o (0F O0R\ (0K
y dz ox 0z dy

ox dy 0z
F, F, F.

y la condicién se expresa como

OF, OF,

= 0 (4.4.3)
OF. OF,

o = 5 (4.4.4)
OF, OF,

= B (4.4.5)

o sea que las derivadas cruzadas deben ser iguales. Si la fuerza viene dada solo
en dos dimensiones F, = 0 y solo se aplicara la tercera igualdad.
Ejemplo 1: Dada la fuerza
- -
F: (yQ—xQ) T +3xyj
calcular el trabajo realizado al desplazarse desde el punto P; (0,0)al punto.
Analizamos si la fuerza es conservativa

F:r:yQ_x2

F, = 3zy

OFy
ox

) -0
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aplicando la condicién

OF,
oy =2
OF,

o Y

la fuerza no es conservativa, no puede generar potencial y su trabajo depende
de la trayectoria.
Calculemos el trabajo por varias trayectorias

l:l"

B P2 4)

Figura 4.4.1:

1) Trayectoria (P, — A — P»)

A p2 A P2
Ui_g = /Fa:dm + [ Fydy = / (y2 — a:2) dx + /Sxydy
A A

P1 p1

las integrales no serian posibles si no se determinan las condiciones que tiene en
cada componente las trayectorias usadas

2 4
Ui_o = / (y2 — x2) dr + /39:ydy

0 0

Condicion: el primer integral la fuerza se mueve entre Pyy A es decir con
y = 0 y en la segunda integral la fuerza se mueve entre A y P, es decir mate-
maticamente x=2. De esta manera es posible integrar

2 4 3 2
Ur—2 :/—xdeJr/Gydy: {—2] + [3¢?], = 45,3357
0

0 0

2) Trayectoria (P, — B — A)
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B p2 4 2
Ul,g:/Fydy+/dem:/3xydy+/(y2—x2)d;v:
P1 B 0 0

Condicién: en el primer integral (z = 0) y en el segundo integral (y = 4)

2 3

2
8
Ul_gz/(lﬁfo) dz = {1693%} =322 =2935
3, 3
0

3) Trayectoria recta(P;P,)

la ecuacion de la recta es

y =2z
el trabajo
2 1
U2 = /anlfr-l-/Fydy:/(y2 —z?) dx+/3xydy
0 0

Condici6n: en el primer integral (y = 2z) y en el segundo integral (z = %)

2 4 2 3 2
Ul_gz/(:sa:?) dm—i—/s%dy: [%]2 + B} —8+32 =405
0

0 0

Ejemplo 2
7 - o .
Dada la fuerza F' = 2xy i + z° j demuestre que es conservativo, calcular
la funcién potencial y el trabajo desarrollado entre P;(0,0) y P»(2,4)
las componentes

F, =2xy
Fy = 2?
condicién de conservativa :

oF,

=2z
dy
OF,
Y 9
or v

Se deduce que la fuerza es conservativa, que su trabajo no depende de la
trayectoria y que por lo tanto puede generar potencial.
Comprobemos que el trabajo no depende de la trayectoria
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l:l"

B P2 4)
' =a
P00} y
Figura 4.4.2:

1) Trayectoria (P, — A — P»)
A p2

Ui = /Fa:d:r—i— /Fydy =
Py A

2 1
= /21:yd:1:+/a:2dy
0 0
Condicién: en el primer integral (y = 0) y en el segundo integral (x = 2)
4
Ui_9 = /4dy =16J
0

2) Trayectoria recta (y=2x)

2 4 2 4 9
Ui = /2mydx + /dey = /4x2dx + /yzdy =
0

0 0 0

Condicion: en el primer integral (y = 2z) y en el segundo integral (z = %)

4(E3 2 3712
12 L =106+54=16J
3 1o 12,

El trabajo es igual, por lo tanto se puede generar la funcion potencial para
lo cual se lleva la fuerza entre dos puntos,cualquiera por una trayectoria que
posibilite la integracion.
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B Rt

“l0.0) A
Figura 4.4.3:

A P
V:—/Fmdx—/Fydyz
0 A
Zo Yo
= —/2xydx — /x2dy
0 A

Condicién: en el primer integral (y = 0) y en el segundo integral (x = x)

Yo
V= /x?)dy = [~=dy]y" = —=3wo
0

y generalizando
V= -2y
que es la funcion potencial. El trabajo podré ser calculado como:
U =Vi—Vy = — (zfy1 — 23y2)

entre cualquier par de puntos
Si
P, =(0,0)

P, =(2,4)
U1_2 = l‘gyg = 4(4) =16J
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4.5. Principio de la conservaciéon de la energia

En el apartado 4.2 se analiz6 la relacién entre trabajo y energia cinética

Uio=T,-T1
o m?
2

El trabajo de una fuerza sobre una particula de masa (m) es igual a la variacion
de la energia cinética de la misma.

Por otro lado, el trabajo de una fuerza conservativa puede ser expresada
como la variacién de la energia potencial de la fuerza

Uia=V1 -V,

Si igualamos los trabajos tenemos
T—Th=Vi— Vs
Que es igual a

T+ Vi=Ta+V, (4.5.1)

Donde se lee: la suma de la energia cinética més la energia potencial de una
particula permanece constante en el movimiento de la misma, y se conoce como
el principio de conservacién de la energia.

Tambien se puede llamar por energia total de la particula en un punto cualquiera
de su trayectoria (E)
E=T+V

L mu?
T = energia cinética = >

V = energia potencial

y la energia total del sistema permanece constante siempre que las fuerzas
sean conservativas

El principio de la conservacién de la energia sirve para encontrar velocidad
conociendo la energia potencial
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A
RV f R
h,
hz
) L
Figura 4.5.1:

por ejemplo calcular la velocidad (vq) que debe tener la particula de masa
(m), para superar la altura (hs) en el punto 2

En (1)

energia cinética

T, - mo?
2
Energia potencial
Vi = mghy
en (2)
Energia cinética
2
mu
=y
Energia potencial
Vo = mghs
aplicando el principio
mu? mu3
Tl + mgh1 = TQ + mgh2

se despeja el valor que quiera determinarse

4.6. Estudio del movimiento en funcion de la ener-

gia total
La ecuacién de la energia total esta dada por:
E=T+V
2
E=""1v
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Si se conoce la funcion potencial que depende de (x), por ejemplo, y la energia
total, la velocidad puede ser expresada como:

v = z(E—Vgc)

m

y la posicién de la particula mediante la relacién:

Supongamos por ejemplo el estudio del movimiento de una particula some-
tida a la fuerza recuperadora lineal del resorte [6].

F=—kx

I‘ur

Figura 4.6.1: Funcién de energia potencial Resorte

La energia potencial

sustituyendo en la ecuacion

y se puede calcular la velocidad en cualquier (x) de la trayectoria.
El valor del tiempo sea:
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. /m] dxr _m y dx
B 2 kx?2 o ﬁ kx?
o VE— o V12

cambiando variable

T = \/%senﬁ
dx = \/%COS@(ZQ

Sustituyendo
0
m
=4/—[df
i/
01
si
k
w = —
m
1
t=—(0-20
- (0= 00)
de donde
0= wt + 90
y sustituyendo en la ecuacién del seno
k
0= —
sen 2 5

2F
=/ ?sene = Asen (wt + 6p)

es decir la amplitud maxima es:

2F
A=4/—
k
de donde la energia total
2
B = %
2

La particula esta confinada entre el valor A y (-A) y en el caso que la integral no
pueda ser facil de calcular, el diagrama de energia nos proporciona informacién
atil para estudiar un movimiento cualquiera o para intuir soluciones especiales.
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4.7. Las ecuaciones de Lagrange en funcién de la
energia

No se pretende analizar la dinamica de Lagrange, si no solo presentar breve-
mente la base para iniciar el estudio mas amplio de los movimientos aplicando
el método de Lagrange, basado en los conceptos de la energia cinética y la ener-
gia potencial. Este método es muy ttil en el analisis de movimiento vibratorios
complejos mecanicos y eléctricos que con la mecanica comun, es decir con las
ecuaciones vectoriales de movimiento presentan, mucha dificultad tanto en el
planteamiento del problema como en la solucién de las ecuaciones.

Analizaremos el caso para una sola dimensiéon y para fuerzas conservativas.

La ecuacién de Newton:

d
F = 7 (mv) (4.7.1)
Se expresa para una dimension como:
d .
F, = 7 (mac)

como la energia cinética estd dada por:

mu mz
T = — = —
2 2
derivando con respecto a 1:
oT .
- = mx
or
la condicién de fuerza conservativa
ov
F,=——
ox

V = energia potencial

sustituyendo en la ecuaciéon de Newton:
LoV _d (0T
oxr  dt o

d (0T oV
—|—)+5—=0
dt \ gz ox

Que es la ecuacion de Lagrange en 1 dimension. Una de las principales ventajas,
de este método es que puede usarse para cada problema el sistema de coorde-

nadas que describa més convenientemente el movimiento y a estas coordenadas
se las llama sistema de coordenadas generalizadas y de acuerdo a este sistema

Quedando como:
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de coordenadas elegidas se tendrda un nimero igual de ecuaciones diferenciales
de movimiento.
Coordenadas generalizadas

41,42, oeeeee- Gn

que pueden ser cualquiera de las ya utilizadas.
La ecuacién en general como :

dafory, ov_,
dt an 8qi_

Como ejemplo, apliquemos al movimiento de un péndulo simple de longitud (¢)
y masa (m).

Figura 4.7.1:

consideramos una sola coordenada. ¢g; = 6 y la energia cinética y potencial
se expresa en funcion de 6
La ecuacién aplicarse

la energia cinética

como
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La energia potencial
V =mgh =mg (£ —cos®) = mgl (1 — cosh)

aplicando la ecuacién de Lagrange

fLT = me?9
00
% <8T> = ml*9
00
oV
20 = mglsent

y sustituyendo
me20 + mglsent =0

para pequenas oscilaciones es
senf =~ 6

s g,
H—I—ZQ—O

Ecuacién diferencial del movimiento arménico simple donde:

0 = Asenwt

4.8. Potencia y rendimiento

En las méquinas que transforman diferentes tipos de energia: eléctrica, ca-
lorica, etc en energia mecénica, se usa el concepto de potencia.

Se llama potencia al trabajo desarrollado por una fuerza en la unidad de
tiempo

dW:d—U:M:?d?
AT

du
W = / — = / ? ~dv
dt
para una fuerza constante la Potencia es:

WZ%:F-U
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idad de trabaj li
La unidad de potencia = unl. ac e 1.“a Ao _ Julio = Watio
unidad de tiempo  segundo
N. 2
g = Ao _ ko
s s
como multiplos se usa

1 KW = 10°W
1CV=736 W
1HP=746 W

En electricidad se usa la unidad de Trabajo en funcion de la unidad de po-
tencia (Kw) y de la unidad de tiempo la Hora.

El Trabajo es:
Ui_o =Wt

Unidad de Trabajo = KWH(Kilowatio Hora)

1KW H = El trabajo desarrollado por la maquina de 1IKW de potencia en 1 hora

rendimiento de una mdaquina es la relacién entre el trabajo producido por
una maquina y el trabajo absorbido por la misma

_ Trabajo Producido _ Potencia Producida
= Trabajo Absorbido  Potencia Absorbida




Capitulo 5

Impulso y cantidad de movimiento

5.1. Impulso y cantidad de movimiento

En el capitulo 4 se analiz6 la ecuaciéon de Newton para fuerzas que depen-
dian de la posicién y se llegbé a definir magnitudes como trabajo y energia que
permitian analizar los movimientos en forma mas sencilla que usando conceptos
vectoriales.

En este capitulo se analizara la misma ecuacién de Newton para fuerzas que
dependen del tiempo, es decir un método que estudia el movimiento en funcién
de la fuerza, la masa, su velocidad y el tiempo.

Si partiéramos de la ecuacion general de Newton:

d
F=2(mv
7 (mY)
donde solo si m es constante

_dv
T

De acuerdo a la ecuaciéon de Newton, la fuerza produce una variaciéon respecto
al tiempo de la expresion(m '), esta expresion constituye una nueva magnitud y
se le llama Cantidad de Movimiento Lineal de una Particula. En algunos textos
suele llamarse Impetu.

De acuerdo a la forma de Newton, la fuerza es por lo tanto la derivada de la
cantidad de movimiento respecto al tiempo

d
F=2(mv 5.1.1
= (m7) (5.1.1)
Newton siempre buscdé magnitudes conservativas en el fenomeno del mo-
vimiento del cuerpo y la magnitud (mv), es una magnitud conservativa bajo
ciertas consideraciones que se analizara después.

7 =m7, cantidad de movimiento (5.1.2)

119
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Si F es constante o es funcion del tiempo (t)la ecuacién puede integrarse,
separando variables se crean dos magnitudes.

/ Pt — 7d (m)

Impulso lineal = Variacién de la cantidad de movimiento

Integrando

/?ﬁ:m@—mﬁ (5.1.3)

Las magnitudes impulso lineal y cantidad de movimiento son vectores. Las
unidades seran:

unidad de cantidad de movimiento — unidad de masa x unidad de velocidad

ka -
Unidad (mv) = (kg) (%) = gs m
La expresién puede escribirse como:

mﬁ+/?ﬁ:m@ (5.1.4)

cantidad de movimiento inicial+ impulso lineal = cantidad de movimiento final

Esta igualdad determina que dada una particula con una cantidad de movi-
miento inicial (mv_f) , al aplicar la Fuerza en un tiempo determinado (impulso),
se produce variacion de la cantidad de movimiento dando como resultado (muv3)

Graficando los vectores se puede observar el proceso.

Figura 5.1.1:
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En caso de existir varias fuerzas actuando, se determina la resultante del
sistema o se sumarian vectorialmente los impulsos de cada fuerza.

t2
muy + Y / Fdt = mu}
t1
La expresién puede aplicarse en coordenadas rectangulares
- — -
U—1>:U1.ac 1+ vy ) +uvi- k
3

— — -
=V2z 1 +’U2yj +va. k

y el impulso

to
_>
hw:/?ﬁ:ﬁ/ﬂﬁ+7/@ﬁ+k/ﬂﬁ
t1

e igualando en cada eje

en ox
ta
muie + /det = Mgy
t1
en oy
to
muiy + /Fydt = MUy
ty
en oz

ta
muy, + /det = Muva,
ty

Ejemplo 2. Una pelota de beisbol, cuya masa es de 200g es golpeada por
un bate durante un tiempo de 0.055 seg. Rebota con un angulo de 40°, y con
velocidad de 607*. Calcular la fuerza que actiia durante el impacto.
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\\rr:

m 40
T
W

Figura 5.1.2:

El problema se resuelve planteando la ecuacién de Impulso y cantidad de
movimiento.

. f muy =02 %25 =5kg™
muv{ + ?t = mu3 { mue = 0,2 X 60 = 12]699%

Y su aplicacion puede realizarse de 2 maneras.

1. Dibujando el diagrama de la suma vectorial, ya que se conoce direccién y
sentido de las cantidades de movimiento

aplicando trigonometria

F .1

140°

Figura 5.1.3:

(Ft)* = (mv1)® + (mw2)® — 2 (mwy) (mws) cos140°

2
(Ft)? = 16,13kg27j—2

4,13

= = 293N
0,055s 93

Se puede calcular el angulo que hace la Fuerza con el eje x.



5.1. IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO 123

2. Aplicando la ecuacién en sistema de coordenadas rectangulares.

by

¥

Figura 5.1.4:

77”L1)_>1—i—?t:mv_2>

Las ecuaciones de cada eje seran:

en x:
muy + Fpt = — (mwg) cosd40°
en y:
0+ F,t = — (mv2) send0”
de aqui:

Fpt = —12c0s40 — 5 = —14,19

14,19
F = — ’ - —2 N
“ 0,055s 58

Fyt = 12send0 = 7,71

7,71
0,055

F, = — 140,2N

La fuerza seré:
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F=\/F2+ F2 =1/(258)" + (140)* = 293N

El angulo con el eje x, puede calcularse con

F,
tagh = -2
ag F

T

5.2. Aplicaciones en 2 particulas

Existen algunos problemas de movimiento de un sistema formado por 2 par-
ticulas entre las cuales interaccionan fuerzas que los ligan o llamadas fuerzas
internas del sistema, por ejemplo:

= Dos particulas unidas por una cuerda.

T T

Figura 5.2.1:

= Dos particulas con fuerza central.

Figura 5.2.2:

= Dos particulas unidas por un resorte.
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Figura 5.2.3:

= Dos particulas en choque.

Figura 5.2.4:

En todos estos casos las fuerzas que ligan actiian como accion y reacciéon y la
suma de los mismos es cero.

. m
L il :
: L
4, f
i . m
T
Figura 5.2.5:

El movimiento puede ser estudiado aplicando la ecuaciéon de Newton a cada
masa siendo:

_>
F. = Fuerza externa

- .
fi = Fuerza interna
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en la masa 1

— =
/ (Fel + fil) dt = myv3 — myo}

en 2

/(i*‘ﬁ)dt:mz@—mzﬁ

Si se suman las ecuaciones y escribiendo que la suma de fuerzas internas es
cero:

7
se puede escribir
Z/idt =S miwg -y mant (5.2.1)

Que establece que la suma de los impulsos de Fuerzas externas es igual a
la variacién de la suma de las cantidades de movimiento del sistema o llamado
cantidad de movimiento total de las particulas.

Como la condicién del centro de masa es:

Swv = (Xm)

siendo 7 el vector posiciéon del centro de masa. Si derivamos

St = (Yom) 2
v_z, = velocidad del centro de masa
luego sustituyendo

S [ Far= (Y m) = (Yom) ot (5.2.2)

Es decir que la suma de impulsos de las fuerzas externas producen variacion
de la velocidad del centro de masa del sistema de particulas.

5.3. Principio de conservaciéon de la cantidad de
movimiento

Dada la ecuacion

[ Flar =3 midt = Y m:

si no existiesen fuerzas externas, el impulso es cero y queda:
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Z muy = Z mu3 (5.3.1)

Es decir si no acttian fuerzas externas, se conserva la cantidad de movimiento
del sistema de particulas, y se conoce como el teorema de consevacién de la
cantidad de movimiento.

Y de acuerdo a la ecuaciéon 5.2.2 si la fuerza es cero implica que se conserva
la velocidad del centro de masa.

Va2 = Vel (5.3.2)

Figura 5.3.1:

Ejemplo 3. Se comprime un resorte con dos masas miy me; determinar la
relaciéon de velocidades al soltarlas.

= La suma de las fuerzas internas es cero.
= No existen fuerzas externas.

= Se conserva la cantidad de movimiento total.

Cantidad de movimiento inicial = 0
Cantidad de movimiento final

—mavs + mMpup

Luego aplicamos el teorema

0= —mava + mpup

MAvA = MBUB
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m

Figura 5.3.2:

Ejemplo 4. Se dispara una bala de masa (m4) contra un cuerpo de masa (mpg),

si la bala queda en el cuerpo determinar la velocidad final de la masa (mpg).
No existen fuerzas externas, luego se conserva la cantidad de movimiento.
Cantidad de movimiento inicial, despreciando el peso

mava

Cantidad de movimiento final

(ma +mp)v

luego

mava = (ma+mp)v

si se puede medir v/, la ecuacion permitiria medir la velocidad de la bala por
ejemplo.

La cantidad de movimiento puede conservarse solamente en un eje, como
seria el caso si la bala se dispara desde arriba.

lF".I:'nt

Figura 5.3.3:
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En el eje x, conservacion de ? despreciando el peso

mavacosa = (ma +mp)v' (1)

En el eje y, existe impulso

—mavasena+ PAt =0 (2)

El impulso genera una sobretension (P) en el cable (At) es el tiempo que
duraria el impacto. Se resuelven las ecuaciones de acuerdo a los datos existentes.

5.4. Choque de particulas

El choque de particulas es una colisién de particulas en tiempos muy peque-
nos con fuerzas de impacto grandes.

il 3 coticE

Figura 5.4.1: Choque de particulas

Linea de contacto, es la tangente a las superficies de contacto.

Linea de choque, es la normal a la linea de contacto.

a) Choque Central, si lo centros de masa estén sobre la linea de choque.

b) Choque Excéntrico, si los centros de masa no estan sobre la linea de
choque.

c¢) Choque Directo, si las velocidades tienen la direccion de la linea de choque.
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d) Choque Oblicuo, si las velocidades tienen inclinacién respecto a la linea
de choque.

5.4.1. Estudio del choque central directo

Consideramos dos particulas de masa (m4) y (mp) que al interaccionar si-
guen el siguiente proceso [3].

1. Antes del choque

W ¥ §
i 8 -
Figura 5.4.2:
2. Durante el choque
il
Figura 5.4.3:

Interaccion de fuerzas internas (u= velocidad comun en un tiempo dt)

3. Luego del choque

Figura 5.4.4:

Entre el proceso 1 y 3 existe conservacién de la cantidad de movimiento porque
no existen fuerzas externas, luego se cumple:

mava +mpug = mavy + mpvy (5.4.1)
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Para una segunda ecuacién se analizard lo que sucede en la interaccion de
masas durante el choque. Se puede entender lo que sucede en el choque si con-
sideramos que las masas son elasticas y al interaccionar sufren efectos de defor-
macién y recuperacién, como si estuvieran interaccionando a través de resortes.

Analizando la interaccion de la masa A.

Deformacion

A M Vi ke A _.j'F".c:H _ A mu
A ml  + A _E.H'dt = A b

Figura 5.4.5:

mavs — /Pdt =mau

Recuperacién

mau — /Rdt = mav'y

Py R son las fuerzas de deformacioén y recuperacién que aparecen el momento
de la interaccion.

Estas fuerzas determinan el tipo de choque que ocurre. La relacién de las
mismas puede establecerse mediante el coeficiente de restitucion (e).

_ [ Rdt  Tmpulso de restitucion

€= [ Pdt  Impulso de deformacién

si R=0, e=0 choque inelastico.
si R=P, e=1 choque eléstico.
despejando y sustituyendo queda

mau —mavy  u—vy

mavgs —MAU Vg — U

y en la particula B con igual anélisis

!
Vg — U

e = B
u —vB
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como son iguales sumamos miembro a miembro

)+ (- v =l

(va—u)+ (u—vp) wva—up

de donde

v — vy =e(va —vB) (5.4.2)

es decir la velocidad relativa después del choque es igual a la velocidad
relativa antes del choque multiplicado por el coeficiente de restitucion.

Con la ecuacién 5.4.1 y la ecuacién 5.4.2 se puede resolver todos los pro-
blemas de choque, conociendo e (coeficiente de restitucion), los casos extremos
son:

1. choque totalmente inelastico (e=0)

= no hay fuerzas de recuperacion

vy = v’y = v’ las particulas permanecen unidas después del choque

y sustituyendo en 5.4.1:

mava +mpug = (ma+mpg)v
2. choque eléstico (e=1)

Las dos ecuaciones para analizar el movimiento serian

v — vy =va —vp

y de la conservacion de la cantidad de movimiento

/ /
MAvVA + MBUB = MAV 4 + MpBUR

y se despeja de acuerdo a los requerimientos. Podemos analizar las dos ecua-
ciones y obtener una condicién para el choque eldstico. Las ecuaciones son:

v — vy =va —vp = (va + 7)) = (vB +vg)
ma (va —vy) =mp (v — )
multiplicando miembro a miembro
ma (vi — ’U:42) =mp (vg — ’1)32)

que puede expresarse como
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mavy  mpvy  mavi  mpvp

2 2 2 2
que es el principio de conservacién de la energia. Por lo tanto para choques
elasticos se cumplen los dos principios.

= se conserva la cantidad de movimiento.
= se conserva la energia cinética.

En caso de choque central oblicuo se busca las velocidades finales y los dngulos
de salida.

iy
"I-'l'r fl",r
i P
o =
Vi L
Figura 5.4.6:

Las ecuaciones son iguales a las anteriores estableciendo que las componentes
de las velocidades en (y) son iguales, antes y después del choque.

(va), = (V4),

(vB), = (vp),
y la solucién se plantea solo en el eje (x), igual que el caso anterior, con las
velocidades proyectadas en el eje (ox)

5.5. Movimiento con masa variable

Los problemas con movimientos de particulas o cuerpos con masa variable
pueden ser analizados y estudiados con la ecuacién general.

7o

Tt

d
F= = (m) (5.5.1)
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considerando la masa variable, la ecuacién a aplicarse es:
a7 L pdm
=m— +v—
dt dt
donde la relaciéon dTT expresa la variacién de la masa por unidad de tiempo.

Un problema interesante es el anélisis del movimiento de los cohetes que
puede plantearse desde la ecuacion del impulso y la cantidad del movimiento

para calcular la fuerza que produce la emision de gases [3].
Asi, se llama:

m; = masa instantdnea que sale
v, = velocidad de salida del gas
dm, = variaciéon de la masa del gas

dv = variacién de la velocidad

Las cantidades de movimiento serén:

" L e S

L ATe S

Figura 5.5.1:

Cantidad de Movimiento Inicial + Impulso = Cantidad de Movimiento Final

val +Zth: vag

MU — Meve + Zth = (m —dme.) (v+ dv) — (me + dm.) ve

simplificando y despreciando (dm., dv)

Z Fdt =mdv — (v+ ve) dme
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(v+ ve) = v velocidad relativa de gases

dividido por dt

dv dm,
F=m— —
E m (v+ve) o

que es igual a la ecuacion 5.5.1

Me

dt

v = es la fuerza de empuje producida por la emisién de gases

si se quiere aplicar a un cohete, y calcular la velocidad de ascenso para vencer
la gravedad puede usarse la misma formula. Asi, considerando

Figura 5.5.2:

m, = masa inicial del cohete
‘Z—T = variacién de la masa por unidad de tiempo(gas que sale)=¢ constante

la masa (m) en cualquier momento seréa:

m =mg — qt

u = velocidad de salida del gas
(u + v) = velocidad relativa del gas = v,
aplicando en el eje y, la fuerza unica es el peso

F=-mg
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la ecuacion serias:

dv dm

despreciando la velocidad v (en los inicios)

dv

F=m— —
Mmooy ug

v
—mg =m— — qu
g dt q
_dv qu
g_dt m

dv:(%—g)dt

integrando

5.6. Momento angular

Figura 5.6.1:
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Una particula P tiene una masa (m) y una cantidad de movimiento (md)

producido por la accién de la fuerza F'.
La ecuacion de la fuerza se expresa como:

d
F= T (m7) (5.6.1)

si se multiplica vectorialmente miembro por el vector posicion (7)

P xF = % (7 x m7) (5.6.2)

el primer miembro es el momento estatico de la fuerza con respecto a (o)

—
M, = 7 x ? Momento estatico de F

En el segundo miembro, la magnitud de (7 X m?)se llama Momento An-
gular, que es el momento de la cantidad de movimiento

—> H =rmv
Hy =7 x m7 Momento angular ) (5.6.3)
H = rmuvsin ¢
La ecuaciéon de Newton por lo tanto puede ser expresado de la siguiente
manera;:

—>dﬁ

MO = ﬂ (564)

Es decir, en un cuerpo en movimiento, el momento estatico de la fuerza es
igual a la derivada del momento angular respecto al tiempo. Este concepto se
usaré en el estudio del movimiento de rotacion de las particulas en general.

La ecuacién puede ser expresada como:

Mdt = dH

e integrando

/J\Todt - 7dﬁ
/J\Zdt —H,—H, (5.6.5)

Impulso angular = variacién del momento angular

La ecuacién indica que el momento estéitico aplicado a un cuerpo en un
tiempo determinado produce un giro que esta determinado por la variacion del
momento angular.

Por lo tanto existen 2 ecuaciones que pueden ser utilizadas en el movimiento
en general:
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Impulso Lineal y Cantidad de Movimiento:

Somit+ S Fdr =S mw (5.6.6)

Impulso Angular y Momento Angular:
Zﬁ+2/@dt:2f{§ (5.6.7)

5.7. Principio de conservaciéon del momento an-
gular

En la ecuacion del impulso angular

S+ Y [Ma=Y

. —
si el momento es cero M = 0 se conserva el momento angular

S H =Y H (5.7.1)

— 1. Cuando FF' =0
M, =0 2. Cuando 7 =0
Y se llama el principio de conservaciéon del momento angular.

5.8. Momento angular en coordenadas rectangu-
lares

La ecuaciéon

TR
T dt
puede ser expresada en coordenadas rectangulares
—
M, =7 x ?

siendo
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i j ok
— N o =
My=7xF=| o y = |=iWF —2F)+](:F,—aF.)+k (@F, — yFy)

F, F, F.
. i ]k B B B
H,=7xmv7 =| =« y z | =i (ymu, — zmuy)+j (zmuy — xmo,)+k (emoy, — ymu

MU, MUy MU,

e igualando
. af yF. — zF, = & (ymv, — zmuy)
=——1 2zl —2F. = 5 (zmv, — xmuy,)

’ dt
oFy —yF, = 5 (xmvy, — ymu,)

(5.8.1)

af|al

La conservaciéon del momento angular es util en problemas de la mecanica
espacial y cuando se vea la dindmica de un sistema de particulas.

Ejemplo 5. Un satélite de masa (m) comienza su vuelo en P,, a una distancia
Yo v un angulo ¢,. Calcular r, v, ¢ en cualquier punto.

l:- [ '}
1
I r i
'l-'- [}
T,
el
28
Fo
Figura 5.8.1:

Se aplican dos principios entre el punto (1) y el punto requerido (2)

1. Conservacion de la energia.
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2. Como la fuerza central no produce momento M=0 se conserva el momento
angular

ToMUSENG, = rmusene
con las dos ecuaciones se calcula la velocidad.

Para 10S a2 ¥ Tmin S hace ¢ = 90° y eliminar v.



Capitulo 6

Dinamica de un sistema de particulas

Newton en su libro “Principios Filoséficos de la ciencia” 1686 escribe... “Las
mismas leyes rigen en un sistema comprendido de muchos cuerpos que sobre un
solo cuerpo. El movimiento progresivo ya sea de un solo cuerpo o un sistema de
cuerpos siempre debe ser estimado como el movimiento del centro de gravedad.”

Las leyes de la dindmica de una particula pueden aplicarse a sistemas de dos
o més particulas, o a sistemas infinitos de particulas. Los sistemas de particulas
infinitas son los s6lidos que pueden ser rigidos o deformables como los liquidos
y los gases.

6.1. Ecuaciones del movimiento para un sistema
de particulas

Dos o mas particulas forman un sistema rigido cuando actian fuerzas entre
ellas que mantienen el sistema sin deformacion del mismo. Estas fuerzas ac-
tdan como accién y reaccién y se llaman fuerzas internas.Pueden ser fuerzas de
atraccion, tension de resorte, etc. que en todo caso actian en parejas.

Ademaés pueden actuar en la particula fuerzas externas que provocan el mo-
vimiento de dicho sistema que serd uno de traslaciéon y otro de rotaciéon del
mismo [1].

141
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Figura 6.1.1: Sistema de Particulas

mi =Masa de la particula (: = 1,2,3,4,...n.)

ﬁ =Vector posicion de cada particula.
fi =Fuerzas internas del sistema.

)

F'i =Fuerzas externas.

C =Centro de masa del sistema.

7¢ =Vector posiciéon del centro de masa.
La ecuacién para una particula.

. N
miﬁ:ﬁ+fi

Fi se origina fuera del sistema y representa la accién de otro cuerpo o dis-

posiii)vo sobre el sistema.
fi se origina dentro del sistema y la suma total serd cero.

n s
'Z1fi:0

Luego para todo el sistema:

SR =Y it

(6.1.1)

Es decir la suma de las fuerzas externas es igual a la suma de las masas por

la aceleracion de cada particula.
Como la condicién del centro de masa es:

Tl =

de donde

7'_35 mi:E mz?"_z>

Y derivando dos veces
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ey my =Y miT;

Que sustituyendo en 6.1.1 nos da:

S E =Y m
y la > m; es la masa total del sistema (M)

y la ecuaciéon queda

S F = M7 (6.1.2)

Que establece que el movimiento del centro de masa (c.d.m) de un sistema
de particulas es el mismo que tendria una particula con masa (M) igual a la
masa total del sistema bajo la accién de la resultante de las fuerzas exteriores.

O de otra manera se entiende que la ecuacion permite estudiar el movimiento
de traslacién del centro de masa del sistema, sin considerar el movimiento de
rotacién del sistema alrededor del centro de masa.

Figura 6.1.2: Movimiento del c.d.m

Por lo tanto todo movimiento de un sistema de particulas puede estudiarse
como la suma de dos movimientos:

Traslacion del centro de masa + movimiento de rotacion de las particulas
alrededor del centro de masa.

Una granada sin explotar al ser lanzada tendria una trayectoria parabélica.
Si explota en el aire, como acttian fuerzas internas cuya suma es cero, el centro
de masa seguiria en la trayectoria parabdlica preestablecida.
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Figura 6.1.3: Movimiento de una granada

La ecuacién 6.1.2 que estudia el movimiento del centro de masa puede apli-
carse de la misma manera que se aplicé en el estudio del movimiento de una
particula.

6.1.1. Ecuacién del impulso y cantidad de movimiento del
centro de masa

Yl Y
S dt

/?dl = M?cT (6.1.3)

Y en caso de que no existan fuerzas externas ? =0
Se conserva la cantidad de movimiento del centro de masa.

M701 = M702

Que implica la conservacién de la velocidad del centro de masa

7cl = 7c2 (614)

También el principio de la conservacién de la cantidad de movimiento puede
aplicarse partiendo de la ecuacién 6.1.1

S F = Ymi
dv;

Z?L =2 m dt
Zﬁidt =Y mdv;
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2
> Fdt = Y mv |
1
Si no existe fuerzas externas se conserva la suma de las cantidades de movi-
miento de todas las particulas.

> mavt = mev3 (6.1.5)

Ejemplo 6. Dos barcazas de masas (m) y (2m) estan unidos por un cable.
Si se acorta el cable a la mitad de su longitud tirando desde una de las bar-
cazas, encontrar la distancia que se mueve la mayor barcaza despreciando el
rozamiento.

- . - - -,
L5

g

+ i . s | -
o
b -«
x X
- - - -
Figura 6.1.4:

Se acopla un sistema de referencia con origen en una barcaza y se anota.
. —
= No existen fuerzas externas > F, =0

= Las fuerzas internas del cable se anulan E} =0

= Luego existe conservaciéon de la cantidad de movimiento que implica con-
servacion de la velocidad del centro de masa.

La velocidad del centro de masa es cero v. = 0 es decir no se mueve en
las dos condiciones por lo tanto calculamos la posicion del (c.d.m) en las dos
condiciones e igualamos.

En la condicioén inicial.
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_0,m+1(2m)  2m 21
" m+2m  3m 3
En la condicién final
,  azm+(l—z")2m x+2 -2z’
X c — =
3m 3
igualando
Te=2 ¢
20 = x+2l — 2x°
y como condiciéon
+ l +a’ =1
T+ -4z =
2
se calcula
L .
x’ = 6 distancia que se mueve la mayor barcaza
6.1.2. Ecuacién del trabajo y la energia cinética.
La ecuacién 6.1.2 puede ser escrita como:
dot
F-m2e
dt
0
dv
F = My, 2
v ﬁ
de donde se determina
Fdr} = Muedv.
e integrando
1 2
/?dr—g = 5va | (6.1.6)
1

El trabajo de fuerzas externas = a la variacién de la energia del centro de

masa.

La ecuacién de la energia cinética incluye solo la energia cinética de la masa
total del sistema concentrada en el centro de masa y se llama energia cinética de
traslacion. Existe ademas otra energia que corresponde a la rotacién del sistema

alrededor del centro de masa que se analizard mas adelante.
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6.2. Energia total de un sistema de particulas

4]

Figura 6.2.1: Sistema de Particulas

La energia cinética total del sistema es la suma de las energias cinéticas de
cada particula [1].

T:Z%mv?

o)
1 =3
T = Z imri
€como
=T
siendo

Te= vector de posicién del centro de masa.
7;‘ =vector de posicion de la particula respecto al centro de masa.
77 =vector de posicién absoluta respecto al sistema coordenado.
sustituyendo:

I S SN S S S T
(ri) - (ri) = (re + pi) - (re + pi)

vy =Ty 4 c Pi c Pi

O 2 - . . 2
=Tc +2repi + pi

y la energia cinética.

como la condicién del centro de masa es:
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Zmiﬁzzo

derivando

luego la energia cinética sera

L2
TI%ZW&‘FZ%M#}}
Zmi:M

2

2
T = %Mr'c + Z %mip'i (6.2.1)
La energia total del sistema es igual a la energia de traslacién del centro
de masa mas la energia cinética del sistema, correspondiente al movimiento de
rotacion de las particulas respecto al centro de masa.
La ecuacién del trabajo-energia para el sistema de particulas puede ponerse
en forma conveniente de la siguiente manera.

Z/(ﬁ+z)dﬁ - /Z(ﬁ+ﬁ>)(dr‘2+d@>)

2 2

2
— —
[Rart+ [ S Rar+ [ S(F+Toap
1 1 1

el segundo término es cero, e igualando el trabajo a la energia cinética

(6.2.2)

—_—t

2 2

1,22 1 .2
[Fam s [ SEFap = 507 [+ gmis
1 1

como el primer término de la izquierda es igual al primero de la derecha se
puede escribir dos ecuaciones independientes

2

1.2
/ Fdr = S M. (6.2.3)
1

/Z(?ﬂfﬁ)dﬁ = Z %mi/iiz (6.2.4)

La ecuacion 6.2.3 describe el movimiento del centro de masa del sistema y
la ecuacion 6.2.4 el movimiento de rotacién del sistema respecto al centro de
masa. Considerar la suma de las fuerzas internas es cero.
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6.3. Momento angular de un sistema rigido de
particulas

mw

Fl

Figura 6.3.1: Particula en movimiento

Considerando una particula del sistema, de masa (m;) y la cantidad de
movimiento (mv;), se define como momento angular respecto al punto fijo (o)
el momento de la cantidad de movimiento [1].

— .
Ho:?fxmﬁ>

Y el momento angular del sistema seré:

Ho— E T er,

derivando respecto al tiempo

dH" — S R xmi + Y7 xmTs

como
X T = 0, se anula el primer término

y sabiendo que

la ecuacion queda:



6.3. MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA RIGIDO DE PARTICULAS 150

H
= Y@< )

como las fuerzas internas se presentan en parejas opuestas y colineales se
anulan quedando:

—> d]?o>
2 Mo= dt
La suma de los momentos estaticos de las fuerzas externas respecto al punto
fijo (0), es igual a la derivada el momento angular respecto al tiempo y consi-
derando el mismo punto fijo.
Y la ecuacién puede escribirse como:

(6.3.1)

/Zmdt —H,—H, (6.3.2)

El impulso angular = variacién del momento angular del sistema.

El momento angular de las fuerzas externas del sistema es igual a la variacién
del momento angular del mismo, y si no existen fuerzas externas se conserva el
momento angular si:

—
Z Mo=0
T
Hy = Hy
Que es el teorema de conservacion del momento angular.
Por lo tanto existen dos ecuaciones que pueden plantearse en funcion del im-

pulso lineal y del impulso angular, y son utilizadas en el andlisis del movimiento
de un sistema de particulas.

T
E .-I-.I|__ -

Figura 6.3.2: Impulso lineal e Impulso angular

Ecuaciéon impulso lineal y cantidad de movimiento
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S mw+ S Fdt =3 mod (6.3.3)

Ecuacién impulso angular y momento angular.

H + Z/mdt — (6.3.4)
Ccomo
Mo=7xF
i
Mo=0

puede darse dos casos
1. 7 = 0 Existiendo fuerzas externas. Se conserva el momento angular pero
no se conserva la cantidad de movimiento.

2. F = 0 Se conserva el momento angular y se conserva la cantidad de
movimiento.

Si la Fuerza es constante se eliminara los integrales de las ecuaciones 6.3.3 y
6.3.4.

La ecuacién del momento angular

m: dHo
dt

se consider6 respecto a un punto fijo (0). Demostraremos que la ecuacién es
valida para cualquier punto cuya velocidad sea paralela a la velocidad del centro
de masa del sistema.

L

Figura 6.3.3: Sistema de Particulas
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G = centro de masa del sistema.
P= punto moévil con respecto al cual se expresara la ecuacién de momentos.
El momento angular respecto a P.

_> .
Bp= 35 xmit?

Noétece que 77 es la velocidad absoluta de la particula.

Derivando
dH
p Z xm? +Zslxmzm
como
s=r-7

el segundo término

E szxmln E (ﬁ—r_p))xmm— E 7ﬂp><m172>

también

1

- | =
i =Tc+ pi

<

sustituyendo

= = = T
—er X ;T :er x m;(Te + pi)

SR XY - T x Y R,

como el segundo término es cero y sustituyendo

dHf” Y S xmT - xS ms

si
N N
Tp=T¢

el producto vectorial es cero. Es decir si la velocidad de P es igual a la
velocidad del c.d.m.

_)
=S s xm7 =Y 5 x (Bt f)
como la suma de fuerzas internas es cero

a5
a P
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y si el punto P, es el centro de masa si cumple también

dl?c —
—— = Me
dt

Es decir que la derivada respecto al tiempo del momento angular respecto
del centro de masa es igual al momento estatico de las fuerzas respecto al centro
de masa.

Por lo tanto se concluye: la ecuacion ﬁ = ]\_/} puede ser referida a un punto
fijo arbitrario, al centro de masa moévil del sistema o a cualquier otro punto
movil cuya velocidad sea paralela al centro de masa.

La ecuacién en coordenadas rectangulares puede escribirse:

_>
H=H,7+H,7] +HF

— — —
M=M,i +M,j +DME

y la relaciéon de momentos:

dHzx
M
dt v
dHy
= M
dt Y
dHz

=M
dt :

Que se analiz6 en el capitulo(5)
En resumen se puede anotar

1. Los principios de la cantidad de movimiento y del momento angular son de
aplicacién general al movimiento de una o varias particulas, a los sélidos
rigidos, a los sélidos deformables, a liquidos y gases.

2. El centro de masa de un sistema finito de particulas o infinitas como el
s6lido y fluidos se mueve como una particula de masa igual a la suma
de las masas de las particulas accionadas por la resultante de las fuerzas
exteriores aplicadas al sistema.

3. La magnitud y direccion de la cantidad de movimiento total del sistema
es igual a la masa total multiplicada por la velocidad del centro de masa.

4. El impulso total de las fuerzas externas es igual a la variacion de la can-
tidad de movimiento total del sistema.

5. El principio del trabajo y la energia cinética se puede escribir como dos
ecuaciones independientes.



6.3. MOMENTO ANGULAR DE UN SISTEMA RIGIDO DE PARTICULAS 154

a) Para el movimiento del centro de masa.

b) Para el movimiento del sistema respecto al centro de masa.

> =
6. La ecuaciéon del momento angular ﬁ = M puede escribir

a) Con relacién a un punto fijo externo.
b) Con relacién al centro de masa movil.

¢) Con respecto a otro punto de velocidad paralela a la del centro de
masa.

Ejemplo 7. Una particula de masa (m) describe una circunferencia como pén-
dulo coénico sujeta con una cuerda que pasa por el orificio O. Si se aumenta

la fuerza F acortandose la cuerda hasta que la particula describe una circun-

ferencia de (%). Encontrar la velocidad de la masa en funcion de la velocidad

. . . 2
inicial.

Figura 6.3.4:

El momento estatico con respecto al punto (O) es cero.

—
Mo=0

luego de la ecuacion
— = =
/MOdt = H2 - H1

se conserva el momento angular
Cuando la masa esté en 1

H1 = movol
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cuando esta en 2

l
H2 = MoV —=
igualando

v = 219






Capitulo 7

Dinamica del cuerpo rigido

Se conoce como cuerpo rigido al cuerpo formado por infinitas particulas
agrupadas de la manera que la distancia entre ellas permanece constante, es
decir el cuerpo no sufre deformaciones por altas que sean las fuerzas aplicadas
en él.

En este capitulo se analizaran las ecuaciones de la velocidad y aceleraciéon
de un punto del cuerpo rigido, llamada la cinemética del cuerpo rigido y luego
el movimiento en si de todo el cuerpo con las fuerzas que actian en el mismo.

7.1. Cinematica de un punto del cuerpo rigido

Analizaremos en primer lugar las ecuaciones de movimiento de una particula
referida, a través de un sistema que rota y se traslada [1].

y
-
i #”
o
LY . o
-
-
".’
& K F
L] - -
F i
¥
F3

Figura 7.1.1: Sistema que rota y se traslada

(XYZ) Es el sistema fijo.

157
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(xyz) es el sistema que se traslada con velocidad (R) y rota con velocidad
(w) respecto al sistema fijo.
Es como decir el sol como sistema fijo y la tierra el sistema que rota y se
traslada respecto al sol.
El movimiento de la particula puede ser estudiado respecto al sistema movil
o al sistema fijo partiendo de su vector posicién en cada cual.
En el sistema movil (o sistema relativo)
- = 7
7 =xi +yj +zk
En el sistema fijo (o sistema absoluto)
— — —
R=X7 +Yj +ZK"
Si se expresa el movimiento absoluto en funcién del movimiento del sistema
movil tendremos de acuerdo al gréfico

e
P=R+pP=R4ai+yj +2k
y la velocidad
: . : e T R R
?:ﬁ—i—?:ﬁ—i—xz +zi +yg +yj +zk+zk
los vectores unitarios tienen derivada porque varian con respecto al tiempo.

Sus derivadas pueden calcularse en funcién de o partiendo de la igualdad
que conocemos.

V=W xT

es decir, matematicamente:

C

si aplicamos este concepto que la derivada respecto al tiempo de un vector
es igual a la velocidad angular por el vector dado, se tiene.

T=Txq
T=Tx7
F=Txk

y sustituyendo

?:§+(i7+g}7+é?)+ﬁx(x7+y7+z?) (7.1.1)
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T=R4p+TxP (7.1.2)
donde
7 =velocidad absoluta de P.

ﬁ =la velocidad de la traslacion del sistema movil.

77, =velocidad relativa de P respecto al sistema moévil.

W x 7 =velocidad lineal del punto P debido a la rotacién del sistema moévil.

Se observa que sobre la particula acttan tres velocidades: la velocidad de
traslacién del sistema movil, mas la velocidad propia de la particula en el sistema,
movil y méas la velocidad lineal debido al movimiento de rotacién que provoca
una trayectoria circular en la particula.

La aceleraciéon calculamos derivando nuevamente la ecuaciéon 7.1.1 y agru-
pando.

e T T s
?zﬁ—i—(xzﬂyg—|—zk‘)+(xz—|—yj—|—zk)+
. T S
Wx (@i +yj +2E)+ W x (@7 +97 +2K)+
=S S S
Wx(xi+yj+zk)
sustituyendo las derivadas de los vectores unitarios y agrupando.
%:ﬁ+%+ﬁx?+jx7+ﬁx(ﬁx?)
y la aceleracion seré

%zﬁ%—%—i—jxpﬁﬂ—ﬁx(ﬁxﬁﬂﬁﬁxﬁz (7.1.3)

7 =aceleracion absoluta de la particula.

ﬁ =aceleracion de traslaciéon del sistema movil.

7 =aceleracion relativa de la particula respecto al sistema movil.

W x ;712 =aceleracién tangencial debido a la rotacién del sistema movil.
W x (W X ?) =aceleracioén centripeta debido a la rotacion del sistema movil.
2w X p_z =aceleracién de colioris debido a la rotacién.

Aplicando ahora al cuerpo rigido, podemos considerar que (P) es un punto
del cuerpo rigido y el mismo rota y se traslada respecto al sistema fijo XYZ,
acoplando al cuerpo el sistema moévil que quedaria fijo al cuerpo rigido.
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3 -

i |
Figura 7.1.2: Movimiento del punto (B) del cuerpo rigido

El sistema (xyz) es fijo al cuerpo rigido y junto a él rota y se traslada.

El punto (A) es el origen del sistema propio del cuerpo rigido. Generalmente
es el centro de masa del sistema porque su velocidad es conocida de acuerdo al
analisis que se realizo en el capitulo anterior.

W =vector de rotacién del cuerpo rigido. (velocidad angular)

B =punto del cuerpo rigido cuya velocidad queremos determinar.

Como el punto B esta fijo en el cuerpo rigido ﬁg es constante y en las
ecuaciones
p_z = p_é =constante

=0

7 =0

Quedando de la siguiente manera:
Velocidad absoluta de B:

FB=TA+ @ x g (7.1.4)
7%3 =velocidad de traslacién de A.
v_%){ﬁ X @) = velocidad lineal producida por la rotacion de B en la tra-
yectoria circular.
Aceleracion absoluta de B:
FE=TA+ W xpd + T x (@ x 77) (7.1.5)

r._Z =Aceleracion de traslacion de (A).

as o x p—é = Aceleracion tangencial de (A) debido a la rotaciéon

4 W x (W x ﬁg) = Aceleracion centripeta debido a rotaciéon
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Las expresiones pueden escribirse de la siguiente manera:

Posicién:

Velocidad:

Aceleracion:

donde

a_g:ﬁxr_%u—ﬁx(ﬁx@):jx

=l
=1
+
™

sl
I
Sl
_|_

)

ap = aj+ag
V=W xid
A A

W =velocidad angular del cuerpo rigido.

El movimiento de un cuerpo rigido puede ser descrito como la suma de los
movimientos de traslacién y un movimiento de rotacién (Teorema de Chasle).

Se recuerda que los valores de la velocidad angular y la aceleracién angular

puede ser expresados como:
Velocidad angular

Aceleracion angular

y_ 0 _dd o
Coatr T dt g4

_>

do
=
P oD x7

(7.1.6)

(7.1.7)

(7.1.8)

+Z?><

sl
<
>\ml

o

Las ecuaciones se pueden aplicar a puntos del cuerpo que se halle:

1. Con movimiento solo de traslacion

2. Con movimiento solo de rotacion

3. Con movimiento de rotacion y traslacion (Movimiento plano)

4. Con movimiento general en el espacio
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7.1.1. Movimiento de traslacion

Un cuerpo rigido se halla en movimiento de traslacién cuando cualquier recta
perteneciente al cuerpo conserva su orientacién durante el movimiento, es decir,
permanece paralela a la primera direccién. La traslacion puede ser curvilinea y
rectilinea, dependiendo de la trayectoria del centro de masa, la velocidad angular
del cuerpo es cero,luego no tiene rotacioén.

Figura 7.1.3: Cuerpo en movimiento de traslacion

Para aplicar las ecuaciones 7.1.4 y 7.1.5 de la velocidad y aceleracién de un
punto del cuerpo rigido en movimiento de traslacién establecemos que:

“=0
la, velocidad:
=7
U5 = U4 (7.1.9)
la aceleracién:
=7
ap =ai (7.1.10)

Es decir que todos los puntos del cuerpo tienen la misma velocidad y la
misma aceleracion instanténea. Si se conoce la velocidad y la aceleracion del
centro de masa, todos los puntos tienen esa misma velocidad y aceleracion.
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Movimiento de rotaciéon alrededor de un eje fijo

7.1.2.
En el cuerpo con rotacién alrededor de un eje, sus condiciones serian.

= no tiene velocidad de traslacion 7? =0

= 1o tienen aceleracion de traslacion r4 =0
Como tiene solo velocidad angular Z?, la misma, que puede expresarse en coor-
denadas rectangulares en el sistema propio del cuerpo.
- - -
C=wri +wyj +wzk
Ademaés puede, si se desea, hacer coincidir un eje del sistema con la direccién
de la velocidad angular y tendria solo una componente.
%
T=wk

Aplicando la ecuacion 7.1.4 y 7.1.5 tenemos

Velocidad:
= x (7.1.11)

Aceleracion:
(7.1.12)

Figura 7.1.4: velocidad y aceleracién del punto B

El movimiento se puede estudiar en coordenadas rectangulares.

T=wk
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velocidad

T =T xF=wkx(@i+yj+2k Ty

aceleracién tangencial

: L= e S S S

=W x P =0k x@i4yj +zk)=dzj —dyi
aceleracién centripeta

- — — — -

w=wxU=wk X(wrj —wyk)=—wlzi —wyj

Notese que el movimiento del punto B puede ser analizado si el origen del

sistema coincide con el centro de la trayectoria circular y el planteamiento se
vuelve evidentemente escalar.

Figura 7.1.5: Punto B en movimiento de rotacién alrededor del eje OZ

Velocidad:

T —@xF—WEXRi —wRj

v=wR
Aceleracion tangencial
at = —wRj
ar =wR (7.1.13)

Aceleracion centripeta
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a: = —w’Ri
2 v?
c=w'R=— 7.1.14
a w 7 ( )

El analisis puede también realizarse considerando las relaciones ya estudiadas
anteriormente, en el movimiento circular, aplicando al movimiento del punto del
cuerpo rigido.

v=wR (7.1.15)
de
= — 1.1
W= (7.1.16)

la aceleracion

. dw dw
anwafR%—Rw@ =aR

7.1.3. Movimiento plano del sélido rigido

El cuerpo rigido se halla en el movimiento plano cuando todos los puntos del
mismo se mueven paralelamente a un plano. Es decir el movimiento se reduce
solo a dos dimensiones y el cuerpo se traslada y rota al mismo tiempo.

En los problemas, generalmente, se conoce la velocidad y la aceleracion de
un punto del cuerpo y se desea conocer el de otro punto cualquiera. Ademés
de acuerdo a lo estudiado anteriormente es posible determinar la velocidad y la
aceleracion del centro de masa, y seria, la velocidad y aceleraciéon conocida de
un punto del cuerpo rigido.

Supondremos un cilindro de espesor constante que rota y se traslada.

L Fi
Fian . A e B Al
i -
B
- '
Py
Trastacian « Rofacion - Traslasion o

Figura 7.1.6: Cilindro en rota

Las ecuaciones expresan exactamente el fendémeno.
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7.1.
Velocidad
VB =4+ 08
Velocidad de B = velocidad de A(traslacion) + velocidad de B respecto a A
(rotacioén).

Aceleracion
ap = aj+ag
En cada punto se superpone las dos velocidades y las dos aceleraciones.

Velocidad
(7.1.17)

@zlJ_XJrﬁx

Aceleracion
(7.1.18)

G =al+ W xiE+ W x (T x7D)
A A

o también
a3 =i+ XT3+ xvd
En coordenadas rectangulares las condiciones de aplicacién seria

T=wk

: —
J=ak
El vector posicién tiene componentes en el sistema (x 0 y) propio del cuerpo,
teniendo en cuenta ademaés la relacion

VvV =wr

Que es la condicién de que el cuerpo no resbale.

Ejemplo 8. Un cilindro de radio R rueda sin resbalar en un plano horizontal,
si la velocidad del centro del cilindro es vg, calcular las velocidades de los puntos

A, B, CyD.
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]
I
]
P
g -
Figura 7.1.7:
Los datos que se tiene:
Condicién de no resbalar.
v9 = wR

Velocidad angular solo en la componente Z.

_)
W=-wk
Se aplica para cada punto
VB = A+ W x7g
Para el punto A
A =-Ri
[
—
'U_)O = Vg ?

Para el punto B

—
78 =R
(@]
- - - —
B=0+ T xTE =vi +(-wk xRj)=vi +voi =2uvgi

Para el punto C
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%
¢ =Ri
(o]
— — — —
1;—C>:v_o>+ﬁ><r_%>:v0i +(—wk xRi)=wvyi +v9
UB::\/i’UO
y para el punto D
g =R

- - - - o
U_D>:%+ﬁ><@:vol +(—wk x—Rj)=wv9i —vpi =0

Graficamente: En cada punto actian la velocidad de traslacion y la velocidad

lineal debido a la rotacion.

¥a
N -
Vo
i R
Vi
2 s -
"lu'n
il - [
Wa
Figura 7.1.8:

Debe recordarse que los desplazamientos, velocidades y aceleraciones estan
definidos con respecto a un sistema de coordenadas y por lo tanto la frase “del
punto B respecto al punto A” se refiere al movimiento de B respecto al sistema
de coordenadas que se traslada con el cuerpo y cuyo origen coincide con el punto

A
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7.1.4. Centro instantaneo de rotacion

e i i

Ty

L]

Figura 7.1.9: Centro instantaneo de rotacion

Suponiendo un cuerpo que se encuentre en la posicién que se muestra en la
figura y se conoce las direcciones de las velocidades de dos puntos del cuerpo.
— =
VA Y VUEG.

Si se levantan perpendiculares a las velocidades A y B por los puntos A
y B se determina el punto de interseccion C y el radio vector 7é. Al aplicar la
ecuacion 7.1.4 a cada punto en funciéon de los radio vectores relativos al punto
C, podemos escribir:

7A=70+j><?14

Ts=Te+ T x s

Considerando que el cuerpo rota con velocidad w en C.
Como U 4 tiene el mismo valor que (& x 7 4) el valor de ¥ ¢ es cero y:

VA = Wra

VB = Wrpe
de donde

VA UB

w=-42_2B

TA B
Es decir el punto C tiene una velocidad instantanea de cero y se le llama
Centro Instantaneo de Rotacion y en cualquier instante determinado, la veloci-
dad de cualquier punto del cuerpo es la misma que seria si el cuerpo estuviese

girando alrededor del centro instantaneo con velocidad angular (w).

Se puede aplicar el método solo para determinacion de velocidades de otros
puntos. El punto C no tiene aceleracién cero y por consiguiente las aceleraciones
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de las distintas particulas de la placa no se le puede calcular como si esta girara

alrededor de C.

Ejemplo 9. Una escalera resbala en el piso, apegada a un muro inclinado 60°
con respecto a la horizontal. Si la longitud de la escalera es (1). Encontrar la
velocidad del borde inferior si el borde superior se mueve con velocidad uniforme

(v), sobre el muro.

Figura 7.1.10:

Partiendo de las condiciones establecidas en la figura 7.1.10

Velocidad

Condicién

Como:

7327,4-‘1-7%

To=T+Tx 7y

_)
7321)31'

o = 1}005(60)7> - vsen(GO)? = O,5v_i> - 0,861}7>

T=uwk

?% = lcos(9)7> - lsen(9)7>

acos(60) +b 0,50 +b
l 1

cos(0) =
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asen(60)  0,86a
l o

sen(f) =

7% :l.(0,5al+b) 0,86a ,—

Lo ( i )J

—
-
sustituyendo

%
vp T = 0507 — 08607 +wk x [(075(1 v 07 —086a]

igualandoen i yen j

v = 0,5v + 0,86aw

0 = 0,86v + w(0,5a + b)

se despeja w y se sustituye, calculando la velocidad vp
Como ejercicio debe calcular la aceleraciéon de B (EE ) conociendo la acelera-
cion de A (a4)

7.2. Dinamica del cuerpo rigido

Para analizar el movimiento del cuerpo rigido lo consideraremos como un
sistema infinito de particulas al que podemos aplicar las ecuaciones que permitan
estudiar 2 movimientos, el de traslacion y el de rotacion [1].

1. Determinar el movimiento de traslacion del centro de masas mediante la
ecuacion que relaciona las fuerzas externas que acttan en el cuerpo rigido
y la aceleraciéon producida en el centro de masa.

S F=m7, (7.2.1)

Siendo (m) la masa del cuerpo rigido.

2. Determinar el movimiento de rotacién del cuerpo rigido alrededor del cen-
tro de masa mediante la ecuaciéon del momento angular.

M= dd? (7.2.2)

— .
M =Momento estatico de las fuerzas externas.

ﬁ =Momento angular del cuerpo rigido.
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7.2.1. Momento angular del cuerpo rigido, respecto al cen-
tro de masa

Se ha demostrado en el capitulo 5 que la ecuacién del momento angular
puede ser escrita con respecto a un punto fijo o con respecto al centro de masa
del sistema. Deduciremos la ecuacién respecto al centro de masa del cuerpo
rigido.

!I
¥
rh ]
x
L
E‘J =
. . ™
,1 "1'
£]
L -

LY
Figura 7.2.1: Cuerpo rigido en movimiento

Consideremos un sistema de coordenadas fijo (XYZ) con origen O y un sis-
tema de coordenadas movil (xyz) que se mueve con el cuerpo rigido y que su
origen coincide con el centro de masas.

Elegimos un elemento infinitesimal de masa (dm) del cuerpo rigido.

7, =vector de posicion del elemento (dm).

v =velocidad absoluta del elemento (dm).

dm = pdV

siendo:

p =densidad del cuerpo.

dV =elemento infinitesimal de volumen.

W =vector rotacion del cuerpo rigido.

El momento angular del cuerpo de masa (dm) respecto al centro de masa
sera:

dH, =7, x Tdm

Y el momento angular del cuerpo rigido respecto al centro de masa sera:
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H.— / (P x T )dm

Como la velocidad (7) del elemento es velocidad absoluta se puede expresar
en funciéon de la velocidad del centro de masa.

T =R T x T,

y sustituyendo

ﬁcz/mx@cmx?c)dm

= /(?c X ﬁc)dm +/7>c < (& x 7 )dm

El primer término

/(?c X ﬁ.c)dm: (/7)cdm) x ﬁczo

Por condicién del centro de masa luego
H. - / o x (T x To)dm (7.2.3)
Que es el momento angular del cuerpo rigido referido al centro de masa.

7.2.2. Momento angular en coordenadas rectangulares

Partiendo de la ecuacién dada en forma general

ﬁcz/?x(ﬁxrj)dm

Considerando el sistema propio (xyz) con origen en cualquier punto del cuer-
po rigido, generalizaremos la expresién y se puede expresar en esas coordenadas
los vectores:

%
W:wxz +wyj tw.k
por lo que
- = -
i 7 k



7.2. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO 174

— — -
= i (awy —yws) + J (2w, — 2wy) + k (ywz — 1Wy)
= — —
¢ J k
Tx(ExT)= T y .
(Zwy —yw) (rw, —2w)  (Yyws — xwy)
= [wa (¥ + 2°) —wy - 2y — w, - 22] T4

—
[—ws gz +wy(2® +2°) —w, - yz| 5+

—
[—ww C2T —wy 2y + w, (z? + y2)] k
Considerando que el momento angular puede ser expresado como:
— — —
H=H,7+H7 +HF
se tiene:
H, =w, /(y2 + z2)dm — Wy /xydm —w, /xzdm

H, = —wx/yxdm—&-wy /(z2 +x2)dm—wz/yzdm

H, = —wz/zxdmfwy/zyderwz /(I2 +y2)dm

Los integrales son relaciones de tipo geométrico y serian constantes. Si lla-
mamos:

A /(y2 + 2%)dm (7.2.4)
I, = /(22 + 2%)dm (7.2.5)
I.= /(sc2 +y%)dm (7.2.6)

Iy = /xydm
y— /xzdm
I, = /yzdm

tenemos:
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Hz = Ia:wwz - Izywy - Ia;zwz (727)
Hy = T w; + Lyywy — [w, (728)
H, =—I,w; — Izywy + 1w, (729)

Ipy, Iy, 1., se llaman momentos de inercia
Iyy, Iyz, Iy, se llaman productos de inercia

Los momentos y productos de inercia estan definidos respecto a los ejes fijos
en el cuerpo, por lo tanto son constantes durante el movimiento del cuerpo
rigido. El cuerpo tiene tres momentos de inercia y tres productos de inercia y
aparecen en una matriz simétrica que se llama Matriz de Inercia.

Ia:x 7I$y 7Iacz
11| = —lye Iy Iy
_Izz _Izy Izz

Ipy = Iy
I:cz = dzx
L. =1

Donde los momentos de inercia son positivos y los productos de inercia son
negativos, El momento angular serd igual a la matriz de inercia multiplicada
por el vector momento angular

H=1-@ (7.2.10)

7.2.3. Momentos y productos de inercia

Los momentos y productos de inercia, son calculados mediante integraciones
sencillas, asi en los momentos de inercia se observa que las distancias a la masa
elemental (dm) son:
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[}

Figura 7.2.2: Momentos de Inercia

2+22=r

Siendo 74, 7y, 7, las distancias de la masa (dm) a cada eje; luego los mo-
mentos de inercia son:

Iw = /rgdm (7.2.11)
I, = /rjdm (7.2.12)
I.= /rﬁdm (7.2.13)

La unidad del momento de inercia y del producto de inercia es:

I=m-r*=kg -m?

Los momentos de inercia representan geométricamente una masa por una
distancia al eje, elevado al cuadrado y son siempre positivos. Es un momento
de segundo orden como si el cuerpo rotara en torno al eje correspondiente.
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Figura 7.2.3: Momento de inercia Ixx

Si la masa es puntual y constante

I =mr?
de donde
I
= e 7.2.14
=y (219

r = radio de giro, que es la distancia a la que debera colocar la masa con-
centrada en un punto para que tengamos el mismo momento de inercia de un
cuerpo rigido.

Para el calculo del integral el valor de (dm) puede ser:

dm = pdV

Para integral volumétrica.
Cuando el solido es una placa de espesor constante (e)

dm = pedA

dA = area elemental.

En muchas tablas aparecen como el momento de inercia de areas de figu-
ras geométricas. En este caso debera ser multiplicado por el espesor y por la
densidad para que dimensionalmente sean un momento de inercia.

La integral del producto de inercia tiene la forma:

Iy = /xydm

puesto que (x) y (y) puede ser positivo o negativo, el producto de inercia
puede ser positivo o negativo y ademas valor cero.

En particular si el plano yz es un plano de simetria del cuerpo entonces hay
un negativo (xydm) para cada positivo (xydm) y el producto de inercia es cero,
es decir los cuerpos simétricos tienen productos de inercia nulos respecto a los
ejes de simetria.
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Los calculos en general son simples pero deben seguirse tres observaciones
que benefician los mismos.

1. Si los momentos y productos de inercia son conocidos para un sistema de
ejes, pueden ser encontrados los correspondiente para cualquier sistema
de coordenadas desplazadas y paralelamente. (Traslacion de ejes)

2. Si los momentos y productos de inercia son conocidos para un sistema de
ejes, pueden ser encontrados los correspondientes para el sistema de ejes
rotados respecto al anterior. (Rotacion de ejes)

3. Los momentos y productos de inercia de un cuerpo de forma complicada
pueden ser hallados subdividiendo el cuerpo en partes sencillas, calculando
los integrales para cada parte y luego suméndolas.

7.2.4. Integrales de inercia para ejes trasladados

Vil i

Figura 7.2.4: Traslaciéon de ejes

Se conocen los momentos de inercia respecto a los ejes de x“, y ", z ", ubicados
en el centro de masa.

Livw, Iyryr, Loy

Calculamos el momento de Inercia respecto al eje trasladado paralelamente,
por ejemplo.

I,.= /(332 + yZ)dm
y sustituyendo

r=z.+x’
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Yy=yc+y’

se tiene
L= [ [t o+ ety dm

= /(1:34—17'24—23:03:' +y§ +y'2 + 2y.y” )dm

:/(x'2+y'2)dm+(x3+yf)/dm+2xc/x'dm+2yc/y'dm

como
/x'dm:/y'dmzo

2 2,2
Ic+ycfrcz

distancia del centro de masa al eje desplazado.
I.=1IL.+mr (7.2.15)

El momento de inercia respecto a un eje trasladado es igual al momento de
inercia respecto al eje por el centro de masa, mas la masa por la distancia del
eje trasladado, elevado al cuadrado. (Teorema de Steiner).

Para el caso de los productos de Inercia procedemos de igual manera:

I.Ty:/Iydm:/(wchx')(chry')dm

:/x;y"dm+xcyc/dm+xc/y'dm—|—yc/x'dm

Loy = Ipy + mycwe (7.2.16)

luego
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7.2.5. Integrales de inercia para ejes rotados

¥

Figura 7.2.5: Rotacién de ejes

Se conocen los momentos y productos de inercia respecto de los ejes (x ",y ",z")
que pasan por el centro de masa.
Momentos de Inercia

Im’r’»L ’y’aIz’z’
Productos de Inercia
Loy Loo Iy

Y se trata de calcular los correspondientes a los ejes (x,y,z), rotados respecto
a los primeros.
Calculamos el momento de Inercia respecto a los ejes rotados (x,y,z)

L. = /T?L.dm

=R -2 =g 4y ?422—g?

de la figura se establece:

2N

r
El valor de x, puede calcularse como el producto escalar

— - - —
x=1q - :i-(sc'?—l—y'j'—&—z'k')

- - = - =
e (7)) +y (T ) +2(T KD

ademas se conoce que

7 . 7 =c08(0zz) = lya-
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7 j_> =050y ) = lay-
7 . k—> =c08(0zz") = lzz

siendo los cosenos directores de los angulos que hace el eje OX con x", y" y
z’ respectivamente,.
Sustituyendo

T =2 lgz + y’lxy' + 21z

y el momento de inercia sera:

I = / [(a:2 +y 4272 — %] dm

Ixm — / I:(.T,Q +y/2 +Z,2) _ (.’I;,la;x’ +y,l$y’ +Z’lzz’)2:| dm
como la propiedad de los cosenos directores es:

Se puede escribir

Iy = / [(x2 +y’2 +Z’2)(l92m;’ +l32vy' + l?;z') - (x’lm' +y,lwy' + Z’ZM')Q] dm

multiplicando y agrupando

IM:liw,/(y’2+z’2)dm—|—liy,/(m'2+z'2)dm+liz,/(x’2+y'2)dm

—2lmflxy'/x'y'dm—le'lmf/x'z'dm—2lzyflmzf/y'z'dm

o también

(7.2.17)
Igual para I,,, I.. cambiando en la expresion la letra (x) por (y); la letra
(x) por (z) respectivamente.

Los productos de Inercia transformados pueden ser determinados de igual
manera:
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Loy = loa-lya Lo + Loy lyy Ty + loz-lyz Loy
_(lxx’lyy’ +Zx9c’ly:c')lx’y' - (lzcy'lyz' +Z$Z'lyy')[y'z'

Se nota que para realizar la transformaciéon de momentos y productos de
inercia a ejes rotados se requiere conocer toda la matriz de inercia
dado

Liw  —ILpy —Ipoy
I'=| I I,y 1.
S M
se obtiene
Izz _Iacy _Izz

I=| -1y I, -1
_Iz:v _Izy Izz

La matrices son simétricas respecto a la diagonal principal con momentos
de inercia positivos y productos de inercia negativos y para obtener cada tér-
mino de la matriz transformada puede usarse la siguiente aplicacién llamada
transformacion tensorial.

Iopg = Zzlaﬁ'lﬁa’la',@' (7.2.19)
o B

siguiendo el siguiente procedimiento:

1. Definir vy 8 (igual ax , y 0 2)

2. Sumar primero en 8 variando cada vez 8" =z",y", 2"
3. Sumar en o variando cada vez para o’ =z",y", 2"

si « = § el término es (+)
si a # (8 el término es (-)

7.2.6. Ejes principales de inercia

En las transformaciones existen tres momentos de inercia y tres productos
de inercia, sin embargo es posible escoger un sistema especial tal que se elimina
los productos de inercia. Los ejes que satisfacen esta condicion se llaman ejes
principales de inercia, y los momentos se llaman momentos principales de inercia.

La matriz queda:
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0 0 1.,

Si los productos de inercia son cero, las transformaciones resultan més sen-
cillas y las ecuaciones simplificadas quedan:

Lo =Ly doo + 10, Iyry +15, Lo (7.2.20)
Ly =Dy Loa + 0, Ly + 12, 1 (7.2.21)
Lo=0, Too +12, Iyy + 12, L. (7.2.22)
Ly = ~(laalys Lava + Lay by Ty + Loz bye L) (7:2:23)
Iyo = —(lyalow - Lovar + by loy Tyy 4 lyzloz Looy) (7.2.24)
Lz = —(Loaluow Tow + Loy -loy Tyry + Loz loz Lorg-) (7.2.25)

Si un cuerpo tiene dos planos de simetria perpendiculares y los ejes coinciden
con la interseccion de dichos planos, los ejes son ejes principales de inercia y los
productos de inercia son cero.

Teoremas

1. El mayor momento principal de inercia es el mayor momento de inercia
que puede tener respecto a cualquier eje rotado.

2. El menor momento principal de inercia es el menor momento de inercia
que puede obtenerse para cualquier orientaciéon de los ejes.

3. El momento principal de inercia minimo con respecto a un sistema de ejes
coordenados que pasan por el centro de masa del cuerpo es el minimo
momento de inercia para todos los ejes posibles.

7.2.7. Ecuaciones generales del movimiento de un cuerpo
rigido

El movimiento de un cuerpo rigido puede ser estudiado como el de superpo-

sicion de dos movimientos: Al movimiento de traslaciéon del centro de masa més

el movimiento de rotacién del cuerpo respecto al centro de masa mediante las
ecuaciones que ya se han analizado.

S Fi=m7. (7.2.26)

Movimiento del centro de masa siendo:
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?i = Sumatoria de fuerzas externas en el cuerpo rigido.
¢ = Vector posicién del centro de masa.
m = Masa del cuerpo rigido.

SN, = -

Ecuacion del momento de rotacién alrededor del centro de masa siendo:

(7.2.27)

i,
dt

J\_4> o = Sumatoria de momentos estéticos respecto al centro de masa.
o = Momento angular del cuerpo.
Por lo tanto existira un sistema (XYZ) fijo con respecto al cual se estudia el
movimiento y un sistema en el centro de masa (xyz) fijo del cuerpo y giran con
el cuerpo por lo que los momentos y productos de inercia son constantes.

5.1
v
y b 2
' ¥ '
ik "
s
o
.
, ke
|'I
F.
]
Ok -
'3 X
K

Figura 7.2.6: Movimiento de un cuerpo rigido

Momentos de Inercia Iz, Iy, I..
Productos de Inercia Iy, Iy, 1.

Los vectores unitarios del sistema mévil | ¢, j, k |giran con el cuerpo por

lo que sus derivadas no son constantes y finalmente se conocen las velocidad
angulares del cuerpo rigido (o).

Analizaremos el estudio del movimiento en coordenadas rectangulares que
permiten simplificar en gran medida los diferentes casos de movimiento.

1. Ecuacién de traslaciéon del centro de masa

S Fi=m7,
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como

respecto a (XYZ) y

Te=ti' +5j +3K'

respecto a (XYZ)

igualando:
> Fp=mik (7.2.28)
> F,=mi, (7.2.29)
> F.=mi, (7.2.30)
Que son las ecuaciones del movimiento del centro de masa respecto a los
ejes (XYZ).

2. Ecuaciéon del momento angular

S M

En coordenadas rectangulares:

_dH
Codt

d
M= S T+ H, T +HE)
donde:
Hy = Lipwy — Inywy — Ipsw, (7.2.31)
Hy = —Iywy + Tyywy — 1w, (7.2.32)
H, = —1,w; — Lywy + I w, (7.2.33)

Los momentos y productos de Inercia, asi como las velocidades angulares
son calculadas respecto a loes ejes propios del cuerpo, pero estos ejes se mueven
respecto a los ejes fijos (XYZ) por lo que sus vectores unitarios (i,j,k) tienen
derivadas respecto al sistema externo.

Aplicando

— dﬁ
M="
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d —
M= (HI7+Hy7’+HZk)
— < = S = - = =
M=H,i +H,7 +H,j +H,j +H. k+H_.k
las derivadas vectoriales en funcién de las velocidad angular se expresan
como:

= — — — - = — —
P =W X i = (Wi fwyf Fw k)X i =w. ] —wyk
= - - - =L - -
j=Wx ] =(wgi Ywyj tw k)X j =wk —w, i

- — — — = =
E=Wxk=(wai +wyj +w. k)X k =wyi —wyj

sustituyendo y agrupando

%
M= (Hw —w.H, + waZ) T4 (Hy —w,H. + wZH$> T+ (HZ — wyH, + wo H,

(7.2.34)
Que es la ecuacion vectorial general del movimiento de rotacién de un cuerpo
rigido, que expresada en sus componentes son tres ecuaciones escalares.

M, = H, —w.Hy, +w,H. (7.2.35)
M, = H, — w,H. +w.H, (7.2.36)
M, = H. — w,H, +w, H, (7.2.37)

Que con las tres ecuaciones de fuerza constituyen las seis ecuaciones diferen-
ciales para el estudio del movimiento del cuerpo rigido.

Traslacion
| X =ma.
SSF =m T { S F, = mi, (7.2.38)
S F,=mZz,
Rotacién

ZM T My = Hy —weH, +w.H, (7.2.39)
ZMZ = ﬁz —Wny—waHy

)7
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siendo
Hw = I:mvww - Ia:ywy - Izpzwz (7240)
Hy = —Iyywy + Tyywy — Iyw. (7.2.41)
Hz = —lzpWy — Izywy + Izzwz (7242)
donde se conocen
'
¥
¥
% i :_
| WX
-
|
"I_
Fe
o] -
X
il |

Figura 7.2.7: Cuerpo rigido

1. Las fuerzas externas del cuerpo rigido.

2. Los momentos y productos de inercia que son determinados por la forma
del cuerpo.

Iz:va Iyya Izza Imy: Iatza Iyz

3. La velocidad angular del cuerpo rigido que es igual a la velocidad angular
del sistema movil (xyz)

— — —
ﬁ:wwz’ +wyj tw. k

Las ecuaciones estan sujetas a simplificaciones de acuerdo a las caracteristicas
particulares del movimiento y se analizard para diferentes casos.
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Por ejemplo, si se aplica al movimiento de un cuerpo con dos planos per-
pendiculares de simetria, se anulan los productos de inercia y se tiene que el
momento angular toma el valor de

H.r = Izzwm
Hy = I ,w,
Hy = Iywy

Hy = Iyy":’y

H, =1, .w,
].{Z = Izzd}z
Sustituyendo y agrupando
My = Iyywy + (IMU - Izz)wzwz (7244)
M, = zzd)z + (Iyy - Ixm)wmwy (7245)

Que se llaman las ecuaciones de Euler del movimiento de un cuerpo rigido
donde los ejes (xyz) son los ejes principales de inercia.

Las ecuaciones del impulso angular se obtienen de la ecuacién general

dH

—
M =
dt

separando variables

Mdt = dH

e integramos

/th:m_ﬁl

Que establece que el impulso angular es igual a la variacion del momento
angular.
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7.2.8. Trabajo y energia en el cuerpo rigido

L

Figura 7.2.8: Energia cinética en el cuerpo rigido

Si U es la velocidad absoluta de la particula (dm), la energia cinética del
cuerpo rigido seréa:

1
dT = 5v?dm
e integrando
1
T= 3 /vzdm

pero el valor de la velocidad absoluta en funcion de la velocidad del centro
de masa es:

U =0+ Wx 7,

siendo
v_g =velocidad del centro de masa.
W x 7. = velocidad de la particula respecto al centro de masa, y

v = (V)

sustituyendo

T=§/<?c+z>x7>c>-<?c+m7>c>dm
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_ %/ [02 + 255(T x 7o) + (T x To)@ x 70)] dm

_ /2dm+/ (B x Po)dm + & /(ﬁx?)(ﬁx?c)dm

donde el primer término

1
3 / vidm = §mv§ Energia cinética del centro de masa o de traslaciéon

el segundo término

./ (W x 7.)d aij/ﬁﬂmzo

por condicién de centro de masa

/ 7cdm =0
y el tercer término

%/@xm(m? w/ < (& x P )dm

aplicando la propiedad del producto escalar. Luego la ecuaciéon queda:

1 |
T:§mﬁ+§w-ﬁc (7.2.46)

Que es la ecuaciéon de la energia cinética del cuerpo rigido donde:
m = masa total del cuerpo.

v, = velocidad del centro de masa.

w = velocidad angular del cuerpo rigido.

H,. = Momento angular del cuerpo respecto del centro de masa.

La energia cinética total del cuerpo rigido es igual a la energia cinética de
traslaciéon del cuerpo con la velocidad del centro de masa mas la energia cinética
de rotacién del cuerpo alrededor del centro de masa.

Las Fuerzas que interactiian en el cuerpo rigido son equivalentes a una Fuerza
resultante (F') actuando en el centro de masa mas un momento resultante (]\72)
de esta fuerza respecto al centro de masa que es el que produce la rotacion.
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Figura 7.2.9: Traslacion y rotaciéon del cuerpo rigido

El trabajo se puede deducir que es igual al trabajo de traslaciéon mas el
trabajo de rotacion.

W= / Fd7 + / Mdd (7.2.47)

o también

W= / Foedt + / o Mat (7.2.48)

e igualando a la energia cinética
en traslacion:

/?d?:

%mva (7.2.49)

en rotacion:
1
/J\?d? -5 H.| (7.2.50)
1

La energia cinética de rotacién en coordenadas rectangulares calculamos
sustituyendo los valores de @ y ﬁc.

1 1 — — — —
iﬁ-ﬁczi(wxz +wy J —|—wzk>~[(1mwx— Wy — Ipawz) © +

— —
(—Ipywy + Tyywy — Iypw,) § + (—Lpws — Lywy + Iow,) k}

15 87, =
2

1
3 (Imwi + Iyywi + Izzwf — 21y wpwy—

21 wyw, — 21w, ) (7.2.51)
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Que es la ecuaciéon de la energia cinética de rotacion de un cuerpo rigido
expresado en coordenadas rectangulares donde los momentos y productos de
inercia estan definidos en ejes cuyo origen es el centro de masa si el cuerpo es
simétrico.

1 1 1
T=3 Lpw? + §Iyyw§ + 51“@ (7.2.52)

A continuacion se analizara la aplicacion de las ecuaciones generales del mo-
vimiento del cuerpo rigido a los diferentes casos de movimiento bajo condiciones
especiales.

7.2.9. Cuerpo rigido en reposo: equilibrio

Un caso en particular de analisis sera el cuerpo que se halle en reposo o en
equilibrio, llamando a ese estado cuando se halla bajo las siguientes condiciones:

1. La suma de las fuerzas que acttian es cero.

S F=o

Es decir no tiene aceleracién lineal.

2. La suma de los momentos en el cuerpo es cero.

S M=o

Es decir no tiene ni aceleracién angular ni velocidad angular.

H.=0

Por lo tanto las ecuaciones a aplicarse sera:

S F, =0

S F =0 Que implica { Y F, =0 (7.2.53)
SSF, =0
. STM, =0
> M =0 Que implica ¢ 3> M, =0 (7.2.54)
STM, =0

Estas ecuaciones maneja la Estatica, y permiten calcular las fuerzas reactivas
a las que se halla sujeto el cuerpo que impiden la traslacion y la rotacion del
mismo.
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7.2.10. Ecuaciones del movimiento de un cuerpo rigido en
traslacion

Un cuerpo se halla en movimiento de traslaciéon cuando cualquier linea del
cuerpo permanece siempre paralela a su posicién original.
Condiciones.- No existe rotacion, es decir la velocidad angular es cero.

w=0 que implica w, = wy = w, =0

H,=0

ea considerarse el cuerpo tiene solo traslacion y sustituyendo en las ecuacio-
nes generales tenemos las ecuaciones a considerase:

S F, = mZ,
Z F= m7 . Que implica S F, =my, (7.2.55)
S F, =mz,

Siendo (7c)la aceleracion del centro de masa que es igual a la aceleracion
de todos los puntos del cuerpo rigido, la segunda ecuacién queda:

. S M, =0
Z M = 0 Que implica ¢ >~ M, =0 (7.2.56)
SM,=0

La ecuacién del momento permite calcular las fuerzas reactivas o reacciones
dindmicas que impiden la rotacion del cuerpo.

Ejemplo 10. Un cilindro homogéneo de radio (r) y masa (m), descansa en
un plano inclinado de angulo () si el coeficiente de friccion es (u). Cudl es la
distancia d para que una fuerza paralela al plano F provoque que el cilindro se
deslice hacia arriba sin rotar. Calcular las reacciones del plano sobre el cilindro
en estas condiciones.
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b b

d ' 4 .

Froesema Diggramen ke cuenpo [hre
Figura 7.2.10: Problema

Se grafica el diagrama de cuerpo libre colocando las fuerzas que acttan:
Fuerza externa F(dato).

Fuerza peso (p = mg)

Fuerza normal N (reaccion del plano en el cilindro)

Fuerza de rozamiento f, = ulN

Las ecuaciones para aplicar seré:

ST Fy, = mi,
> F, =my, Ecuaciones del movimiento en el plano

SSF, =0

Ademéas como no existe movimiento en y; aceleracion en y=0 (y = 0) apli-
cando:

1.
ZFI = ma,
F — f. — Psenf) = mi
F — uN — Psenf) = mI
2.

S50
N — Pcosf =0

N = Pcosf
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Sustituyendo:
F — pPcost — Psenf = mi

P =mg
F =mZ + P(senf + cosh)

Z M, = 0 Tomando momento al centro de masa
F(d=1) = £,(r) =0
F(d—r)+puNr=0
Fd=Fr —uNr

uN
d=r|l1l—-—
(-F)

Se puede sustituir el valor de F encontrado anteriormente.

7.2.11. Movimiento de rotacién alrededor de un eje fijo

El movimiento de rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo puede
ser estudiado haciendo coincidir el eje de rotacion con el eje OZ del sistema fijo
y los ejes (xyz) propios del cuerpo giran con el cuerpo rotando en el plano (XY).

g

Figura 7.2.11: Movimiento alrededor del eje fijo
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El caso més general del movimiento sera cuando el centro de masa no coincide
con el centro de rotacion (o).

ly

Figura 7.2.12: Centro de masa y centro de rotacién

El centro de masa tiene aceleracion y en coordenadas rectangulares las ecua-
ciones del movimiento del centro de masa sera:

> Fp=mi (7.2.57)

> F, =mj, (7.2.58)
También la aceleraciéon del centro de masa puede expresarse en funcién de
la aceleracién tangencial y la aceleracién centripeta del mismo.
Tangencial
ar = rw

Centripeta

Para la rotacion:

— dﬁ
M=

en coordenadas rectangulares:

M, = Hy — w.H, + w,H,
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M, = Hy —w,H, +w, H,

M, = H, — w,H, +w, H,

y el momento angular

Hm = LggWg — Ia:ywy - Iwzwz
Hy = —Iyw, + Lyywy — Iyw,
H, =—-I,w; — Izywy + 1w,

las condiciones del movimiento sera:

wy = wy = 0 solo existe w,

luego:
Hz = _Iwzwz
Hy=—-I,w,
o, =1, w,

y sustituyendo en las ecuaciones generales:

M, = —I.6, + I,w? (7.2.59)
My = —1I,.0, — I,w? (7.2.60)
M, =1,.4, (7.2.61)

Que son las ecuaciones del movimiento de un cuerpo rigido rotando en un
eje fijo. Las dos primeras ecuaciones sirven para determinar las fuerzas reactivas
del sistema, es decir las reacciones dindmicas en los soportes del eje en el que
rota el cuerpo.

La tercera ecuacion:

M, = zzo-;z

Es la ecuacion que establece la relacion entre el momento aplicado y la acele-
racion producida. Notese que es idéntica a la ecuacion que analiza la traslacion.

F =ma

Si la aceleraciéon angular es («)
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la ecuacion queda:
M, =1«

donde el momento de inercia en la rotacién es lo que la masa es en la tras-
lacién, es decir el momento de inercia en la magnitud que mide precisamente la
inercia de la rotacién como la masa es la medida de la inercia de la traslacién.

Como la aceleracion angular puede escribirse como:

_de
S dt
o= wd—w
T de
0
Cdt?
La ecuacién del rotacion toma la forma:
dw
MZ = Izzi
dt
dw
Mz = Izz 7Y
T
d20
Mz = Izzi
dt?

De la primera ecuacién sale la relaciéon impulso angular igual a la variacion

del momento angular:

2
/ Mdt = 1I..dw |
1

Impulso angular = variacién del momento angular.
Y de la segunda ecuacion sale la relacion del trabajo angular igual a la

variacion de energia cinética de rotacion.

2
/ Mdf = ;Izzwg}
1

2
1

Trabajo de rotacién = variaciéon de energia cinética de rotaciéon
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Ejemplo 11. Analizar las reacciones dinamicas en los soportes de un eje por
la rotacion de un rotor no equilibrado, para un dngulo dado (6).

L]
LI L
T
o iy
.
-
g L
L - T
k.o - 1
=y %
w -
P " -
¥ 1 _:l"
'Y e
n,
-l.l . -
1 I b1
‘ :
1
J.'h-"‘ F.

Figura 7.2.13: Rotor no equilibrado

El rotor rota sobre los cojinetes A y B, y no estd equilibrado, es decir su
centro de rotacién (O) no coincide con el centro de gravedad (C).
Las ecuaciones de fuerza:

ZF“C = M,
ZFy =my,

Los valores de la aceleracion del centro de masa se pueden expresar en funcién
de su aceleracién centripeda y tangencial.

T = —rw?sent — rcosd

. = rw?cosh — rwsend

pero:

Yo = rcost

T. = rsenf

entonces:
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Te = —Tew? — Yo

L) 2 .
Yo = Y — TeW

y las ecuaciones:

ZF”” = MTe

X1 4 Xy = m(—zew?® — yo) (7.2.62)
Z Fy, =my,
Y1+ Yy = m(yew? — z.0) (7.2.63)

y las ecuaciones de momento:
Yol = I,,w? — I,,0, (7.2.64)

Xol =~y — Iw? (7.2.65)

Con las cuatro ecuaciones se puede calcular las reacciones dindmicas del
sistema. Si el centro de masa coincide con el centro de rotacién.

Te=Yc=0
X1 =-Xo
Yi=-Y;

Es decir que equilibrado el sistema podria haber reacciones dindmicas si
existen productos de inercia provocando reacciones que forman pares.

Solo si no existen productos de inercia y el centro de masa coincide con el
centro de rotacion (equilibrio estatico) las reacciones dindmicas serén cero.

Ejemplo 12. Calcular las reacciones dindmicas del rotor no equilibrado dina-
micamente idealizado como dos placas homogéneas de espesor constante des-
cansando en un eje horizontal en el mismo plano y rotando con aceleraciéon

w
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'

=

Figura 7.2.14: Eje en rotacién

Debemos hacer coincidir el eje (OZ) con el eje de rotacién para que las
ecuaciones analizadas sirvan, es decir cuando:
velocidad

%
o= w, k
aceleracion
YL
o= w, k
el centro de masa total coincide con el centro de rotacién
Te=Yc=0

Las ecuaciones

M, = —I.6, + I,w?

M, = —1I,.0.
Mz = dz2Wy

Condiciones

M, =0
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I..,=0
y en las placas triangulares
2
ma
Iywre——
36

Productos de inercia respecto a su centro de gravedad.

Aplicando:

3aY = yzwg
3aX = —1I,.W,
El valor del producto de inercia se calcula aplicando el teorema de Steiner

ma? a 2a [ ma? +m(—§) <2a+g>}

I 2 = ‘g’ = — _ . — -
ve =yt EmyE = T may et | T
5
= ——ma
9
y sustituyendo
3aY = ——maw?
5
Y = —2—7ma2w2
3aX = gmazdz

5 9.
X—ﬁmaw

y la reaccién

5 .2
R=+x2+1y2 = —ma*Vwi+w

27
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7.2.12. Movimiento plano del sélido rigido

El solido rigido se mueve con movimiento plano cuando todos los puntos del
solido se mueven paralelamente a un plano.

h

Figura 7.2.15: Movimiento Plano

Si se toma el plano (XY) como plano de movimiento y los ejes propios del
cuerpo son (x‘y‘) las condiciones serian.
Velocidad angular

velocidad del centro de masa

— e
Ve =Zet +Y. )

aceleracion del centro de masa

Qe =Tcl +YcJ

Por lo tanto las ecuaciones a aplicarse serian:
> F,=mi (1) (7.2.66)

> Fy=mi. (2) (7.2.67)
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My = - ;czwg - Iyzw.z (4) (7269)

Las ecuaciones 1 y 2 estudian el movimiento del centro de masa.

Las ecuaciones 2 y 3 se aplican en caso de que el cuerpo tenga un ancho en
el eje (OZ) y las fuerzas que actiian provocan momento con respecto a (X) y a
(Y).Generalmente fuerzas de reaccion.

?,i.

el |

Figura 7.2.16: Movimiento Plano Espacial

La ecuacién 5 es la que establece la relacion entre el momento y la aceleracion
angular producido por las fuerzas que acttian en el plano (XOY).

Si no existen productos de inercia en los planos (YZ) y (XZ), los momentos
en X (Mx) y en Y(My) son cero y las ecuaciones a aplicarse seran:

> P, =mi. (7.2.71)
> F, =mj, (7.2.72)
M, =1I,.4, (7.2.73)

Ejemplo 13. Un cilindro homogéneo de radio (R) y masa (m), parte del reposo
y rueda sin resbalar en un plano inclinado que forma un angulo 6 con la hori-
zontal. Si el coeficiente de friccién entre el cilindro y el plano es u. Determinar
el méximo angulo de inclinacién para que el cilindro ruede sin resbalar.
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Figura 7.2.17: Diagrama de cuerpo libre

En el diagrama de cuerpo libre se colocan las fuerzas que actian y se escoge
el sistema més conveniente, en este caso un sistema en el centro de masa y con el
eje OX que coincida con la direccién del movimiento, luego no tiene aceleraciéon
en el eje (OY). El sistema propio del cuerpo coincide con el sistema fijo.

Condiciones:

T=wk

M, =0

My, =0

e =0

f=nN
2
oo

Luego las ecuaciones:

1.

Z F, =mZ,.
Psenf — f = ma,

Psenf — uN = ma,



7.2. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO 206

2.
Z Fy =mj.
N — Pcosf =0
N = Pcosb
sustituyendo
Psen — puPcost = ma,.
. P(senf — ucosf)
Te =
m
La condicién de no resbalar es
4. = RO
y derivando
. = RO
luego
- P(senf — pcost)
n mR
3.

S M. = 1.0

La ecuacién puede aplicarse en cualquier punto del cuerpo, o en un punto
fijo externo considerando que el momento de inercia debe tomarse respecto
a ese punto elegido.

Tomando momento respecto a (O).

S M, =10

(Psenf) R = (I, + mRQ)b.

2

+ mR2> 0

(Psenf) R = (mR
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2.,
PRsenf = SmR 0
- gPsenH
3 mR

e igualando las ecuaciones en 6

P (sen@ - ucos@) _ 2 Psent)

mR 3 mR
2
senf — pcosf = gsenﬁ
po_2
tagd 3
tagd = 3u

7.2.13. Movimiento alrededor de un punto fijo. El trompo
simétrico

El movimiento de un cuerpo alrededor de un punto fijo es un caso muy

especial del movimiento de un cuerpo en el espacio. El trompo simétrico y el

giréscopo son ejemplo de este movimiento, donde el cuerpo gira alrededor de un
eje que a su vez también gira [1].

by
=Y

Figura 7.2.18: El trompo simétrico
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El cuerpo estd sometido a tres movimientos de rotacién:

1. Rotacion alrededor de un eje geométrico del cuerpo(oz”) llamado movi-
miento de espin.

2. Movimiento de rotacion del eje del espin alrededor del eje fijo (Z) llamado
movimiento de precesion.

3. Movimiento de alejamiento al eje fijo (Z) definido por la variacion del
angulo 6.

Para el estudio del movimiento se asocian tres sistemas de referencia, que coin-
ciden en el origen (o)

1. (XYZ), sistema fijo al cual se refiere el movimiento total.

2. (xyz), sistema asociado al cuerpo; el eje z coincide con el eje de espin y gira
en la precesién conjuntamente con el cuerpo. El eje x se mueve siempre en
el plano XQY, describiendo el dngulo 1

3. (x'y’z"), sistema propio del cuerpo rota con el cuerpo y describe el dngu-
lo ¢. A este sistema se refieren los momentos y productos de inercia que
son constantes en el movimiento. El eje z” coincide con z, los tres angulos
(0,¢,70) que definen la posiciéon del cuerpo se llaman Angulos de Euler, y
su utilizaciéon conjuntamente con el sistema de coordenadas (x,y,z), per-
miten una mejor discusion del problema. Notese que puede estudiarse el
movimiento del sistema (x,y,z), independiente del movimiento de espin del
trompo.

Tomando ¢, j,k vectores unitarios del sistema (xyz), el sistema rota con o
- - —
ﬁb:wxz fwyj tw. k

Puesto en el cuerpo tiene una velocidad de espin q.b, la velocidad angular del
cuerpo sera:

- - T

Do =wy i +wyj +(w.+0)k

Las ecuaciones del movimiento se obtienen de manera usual escribiendo la
ecuacion de momento respecto al punto o.

m:ﬁo

es decir

M, = H, — Hyw, + H.w,

M, = H, — H.w, + Hyw.
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M, = H. — Hyw, + Hyw,

El valor del momento angular en coordenadas rectangulares sera:
Hy = Ligwy — Lywy — Lnz(ws + 6)
Hy = Ly + Lyywy — Iz (w2 + 6)
H, = —Lowy — Lywy + L2 (w: + ¢)

Para el analisis del trompo simétrico utilizando con los angulos de Euler,
como caso especial, las velocidades del trompo serian:

k.
=
L™ o
L 2
oL
& A 5
. i
i L -|.--I
v 1 -
| -
/ ¥
e}
TR
ES
JC

Figura 7.2.19: Velocidades de Euler

<-é =velocidad de espin.
¥ =velocidad de presecion.

0 =velocidad de alejamiento del eje Z.
y con respecto a los ejes (x,y,z).

wy =0
Wy = {bsen@

w, = Ycosh
calculando las aceleraciones:

Wy =06
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Wy = 17)56719 + 12)12)0059

W, = cosh — Phsend
Para la aplicaciéon del momento angular tenemos las siguientes condiciones:

I, = 1., =1, =0 Por ser el trompo simétrico

Iy = Iyy = I Son iguales

Izz = Iz
bajo estas condiciones:

H, = lw,

Hy = Iw,

Hz = Iz(wz + (b)

sustituyendo:
M, =Iw, — Iwyw, + I (w, + (;S)wy
My =Iwy, — I (w, + qﬁ)wm — Twyw,
M, =1I(w, + (;5) — Twywy + Twyw,
agrupando:

M, = I(io, — wyws) + L (ws + d)w,
My = I(&, — wyw.) — L(w. + d)ws
Mz = Iz(‘:fz + ¢)

despreciando los dltimos términos porque tienden a cero, y sustituyendo las
velocidades en funcién de los angulos de Euler:

M,=1 (9 - 1/;25877,96089) + Iqubsenﬁ({bcow + ¢) (7.2.74)

M, = I(ql/ljsene - 212)12)0059) - Izé(ql)cosf) + ng) (7.2.75)
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M, =1, ((b + ’L./.JCOSH — {pésenﬁ) (7.2.76)

La solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales no lineales son
complejas por lo que puede ser aplicada a problemas que contengan aun més
simplificaciones y se traten de movimientos permanentes.

Al analizar las ecuaciones encontramos que los momentos estéticos son pro-
ducidos por el peso y como el trompo no cae cuando rota con velocidad angular
de espin, los momentos que equilibran el cuerpo serian aquellos términos asocia-

dos con el espin y que se llamen momentos giroscdpicos como son el: (Izqu.b) y

el [ — wa(;ﬁ)y deberian ser analizados con propésito de estudiar la estabilidad

del sistema rotacional.

Ejemplo 14. Calcular la velocidad de precesion (w,)de un trompo cénico que
gira con velocidad de espin constante (w)y su eje forma un angulo 6 constante
con la vertical, el cono tiene un semiangulo («) y altura (h).

Z A Z d
: a 0
» W - » .
il +h
S\ . 4 ’
: i
LB - ko -
X X
F
X

g
Figura 7.2.20: Trompo cénico

Considerando la posiciéon del trompo de manera que el peso produzca mo-
mento solo con respecto a X, la ecuaciéon que aplicamos es:

M,=1 (0 - leS(aanosé‘) + IzllpsenG(l.pCOSH + qb)

donde
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sustituyendo:

3
<4Ph : sen@) = —Iw.senfcost + Lwysend (wycost + w)

3
ZPh = —Iwicos@ + Izwf,cosﬁ + Lwpw

la solucién exacta seria la resolucién de la ecuacién de segundo grado

Luw 8Ph____
(I,-1) cos0"? 4(I, —1T)cost

2
wy, +
Una solucién aproximada, si dividimos por w?

V() e (2)

Si la velocidad de precesion es pequeno con respecto a la velocidad de espin:

(2)'

queda:
3Ph _ (ﬁ)
4 w *\w
de donde:
_3Ph
“P = AT

Lo que nos dice que la velocidad de precesiéon es inversamente proporcional
de la velocidad de espin, y el trompo es més estable mientras mayor sea la
velocidad de espin.
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7.2.14. Movimiento general en el espacio. El disco que rue-
da

Uno de los problemas maés interesantes de estudio, y de investigacion es la
estabilidad de un disco que rueda sin resbalar al moverse en un plano horizontal.
Se puede aplicar al movimiento de bicicletas o motos de alta velocidad [1].

Estudiaremos el movimiento de un disco circular, espesor uniforme delgado
de radio (a) y masa (m).

i -
¥ S . Tt w
- b |
1 f i)
¥ b i
X b - - ' + -
SR Y
* — e R "'-r' R
T \
ol
#
X
- - -‘11"

Figura 7.2.21: Movimiento del disco que rueda

Puede estudiarse el movimiento con las ecuaciones generales en sistema de
coordenadas rectangulares, pero asi como el trompo es un caso especial donde
se pueden aplicar las ecuaciones considerando los dngulos de Euler (¢, 8, 1)que
se hallan expresadas en el dibujo correspondiente.

Se establecen los tres sistemas de referencias, igual que en el trompo.

1. Sistema fijo (XYZ), al cual se refieren las fuerzas que actuan , el peso (P)
la reaccién del plano sobre el cuerpo y las aceleraciones.

2. Sistema movil (xyz) con el cuerpo, cuyo origen se halla en el centro de
masa del disco y cuyo eje (y) pasa por el punto de contacto del disco con
el plano.
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3. Sistema fijo al cuerpo (x"y’z”) que rota con el cuerpo y al cual estian
relacionados los momentos y productos de inercia del cuerpo, coinciden
con el otro sistema en su inicio y el eje (z”) es igual al (z).

Las velocidades son:
¢ =velocidad de rotacién de espin del disco sobre el eje z 0 z”.

1.b =velocidad de precesién o cabeceo del disco.

0 =velocidad de acercamiento o alejamiento del disco respecto al eje Z.
La condicién para que el disco ruede sin resbalar sera:

i. = —ad
Y, = 0 (Se asimila)
Ze = ab
Las velocidades del centro de masa:

70 = xc? + 2. k
Y la velocidad angular:
%
o :wm?+wy?+wzk

siendo:

w, =0
Wy = &sen@

w, = ZLCOSH + (b

La velocidad del sistema de coordenadas (x,y,z) no es la misma que la ve-

locidad del disco, ya que no tiene la velocidad de espin ( ¢ |estas velocidades

serian:

Q, =0
Qy:{bsenﬁ

Q, = 1210039
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La aceleracion del centro de masa determinamos a partir de la velocidad del

centro de masa:

Wczxcz + 2. k
—-
(2

y sabiendo que los vectores , rotan con respecto al sistema fijo:

T T -
7C:xcl +x.1 +z2ck 2ok
_)
las derivadas vectoriales se calcula por medio del vector 2 que es la velocidad
angular del sistema (xyz)

y sustituyendo

Ae=1"0i +2:0, 7 —T Kk +2ck +280y 0 —2.0, 7

o= (Fe+ 268 T+ (50— 20) T+ (-0 ) ¥

en donde:

T = —ag'b
= —a;;;
i =ab
% = ab
Q, =10
Q, = @sen@
Q, = 1210059

sustituyendo las componentes de la aceleracién seran:

Qeg = —azi + a(iﬁbsene
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2
Gcy = —aprpcost — af)

Gey = ab + a(bz'/)sene

por lo tanto, las tres ecuaciones de fuerzas pueden ser escritas como:

R, =—ma (qﬁ - (;5’(2J8€7’L€) (7.2.77)

. 2 LY
R, — mgsent = —ma (0 + ¢1/)c059> (7.2.78)
R, —mgcost = ma(é + (;Sz:bsene) (7.2.79)

Y las ecuaciones de momento agrupando en 6:

2

Z M, = —aR, = I + (I, - 1) ¢ senfcost + Izéz-bsenﬁ (7.2.80)
Z M,=0= Tsend + (2I - 1I,) bocosd — Io (7.2.81)
S M. =aR, = L+ Lijcostd — Lipfsend (7.2.82)
en donde:
Lo =1, =1
Izz = Iz

Las seis ecuaciones permiten estudiar el movimiento de un disco en el es-
pacio y pueden ser simplificados de acuerdo a condiciones particulares que se
establezcan.

En las ecuaciones pueden analizarse los momentos producidos por la rota-

cion del disco es decir por su velocidad de espin (qﬁ) y serian los momentos

estabilizadores que impiden la caida del disco:

(Iﬁ%sen(@)) y el momento (IZQS)
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7.2.15. Estabilidad de un disco que rota y se traslada

Como aplicacion especifica de las ecuaciones del movimiento de un disco
se analizard la estabilidad de un disco que rota en linea recta y se traslada
perpendicular al plano de rotacién [1].

74

Figura 7.2.22: Estabilidad de un disco

El disco rota con velocidad de espin ¢ y se introduce una pequena velocidad
de cabeceo con respecto a la vertical producida por un golpe por ejemplo. Deter-
minado por el dngulo § muy pequeno. Las condiciones analiticas para introducir
en las ecuaciones serdn:

0= (90+B)
b=p
0=p5

sea

senf = sen (90 + ) = cosf =~ 1

cos = cos (90 + B) = —senf ~ —f

Luego aplicando las ecuaciones de Euler de Fuerzas.
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R, = —ma¢ (7.2.83)

2
R, —mg=0 despreciando (ﬁ ) (7.2.84)
R, +mgpB = maé + mag.m;) (7.2.85)

Y las ecuaciones de momentos

—aR, = 1B+ Lo (7.2.86)
0=1I¢— LoB (7.2.87)
aR, = ¢ (7.2.88)

Se pueden hacer varios anélisis de las diferentes variables y llegar a las con-
clusiones matematicas que deberian estar sujetas a comprobaciones précticas.

Se analizara las variables que nos interesan 6 y 5 . Despejando R, de las

ecuaciones 7.2.85 y 7.2.86 e igualamos.

R, =mgpB + maB + ma;éllﬁ

1B+ LY

a

R, =
Igualando y despejando ¢

_ Ié—l—a <mgﬁ—maé>
)=

& (I. +ma?)

Considerando que 0 es constante (8 = w

diferenciando y sustituyendo en la ecuaciéon 7.2.87

I (I+ma®) ﬁ—i— [L. (I. + ma®) w* — Imgal] ﬂ =0

que puede escribirse como:

2 | L (I, +ma®) w? — Imga B—0
dt? I(I+ma?) N
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Que es una ecuacion diferencial del movimiento armonico simple en funcién

de la velocidad ().

El segundo término consideramos como la fuerza restauradora y para que
sea movimiento oscilatorio simple debe ser positivo, luego la condicién del mo-
vimiento estable serd cuando:

1, (IZ + maz) w? > Imga

de donde

9 Imga
I, (I, + ma?)

para el disco uniforme

sustituyendo

que es la velocidad lineal del centro del disco que daria la velocidad estable
para rodar en linea recta.






Capitulo 8

Dinamica de sistemas no rigidos de particulas

El modelo matematico para estudiar el movimiento se ha aplicado a una par-
ticula y a un sistema de particulas, como el cuerpo rigido, pero puede aplicarse
también a un sistema de particulas infinitas que no conservan sus distancias
como seria al sélido eléstico, y a los fluidos, es decir a liquidos y gases. En cada
caso la aplicacién seria diferente dependiendo de las caracteristicas particulares
del sistema dado.

8.1. Ondas transversales en fluidos

El movimiento ondulatorio producido en agua por una vibracién permanente
y periddica puede ser analizado desde el modelo matematico. También corres-
ponde a este analisis el movimiento ondulatorio en una cuerda libre.

La perturbacién que se produce viaja en el agua, o en la cuerda sin produ-
cir desplazamiento de la materia y se llama transversal porque el movimiento
vibratorio de las particulas es perpendicular al vector desplazamiento.

221
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Figura 8.1.1: Cuerda vibrante

Las particulas (P) vibran al paso de la perturbaciéon y puede expresarse con
respecto al tiempo con la ecuaciéon de vibracién.

y = Acos(wt) (8.1.1)

Siendo (A) la amplitud maxima y (w)la frecuencia angular, analizados en
capitulos anteriores.

w= 2% =2rf
T = periodo.
f = frecuencia.
Si la velocidad de la onda es (v), su desplazamiento.

T = vt

luego despejando el tiempo y sustituyendo

y = Acos (w%) (8.1.2)

Que es la ecuacion de la onda propagandose con velocidad (v).
Si se considera una ecuacion a tres variables se puede escribir:

y = Acosw (t — %)

Que seria la ecuacion general del movimiento ondulatorio, en donde se puede
determinar la posiciéon del punto (P) respecto al tiempo manteniendo constante
(z), o la posicion de la onda respecto a (z), manteniendo constante (t).

Si derivamos dos veces con respecto a (t), y a (x).
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0
2 —Awsenw (t — E)
ot v
82
a—tzy = —Aw?cos (t — %)
0
9 _ Agsenw (t — E)
Ox v v
0%y w? T
s = ~Aygeose (- 7)
se puede expresar en una sola ecuacion
Py  10%w . 0%y ,0%

—=—=— 0 —=v
oxr2  v? Ot2 ot? Ox?
Que es la ecuacion diferencial de la onda mecéanica. Las soluciones particu-
lares son las ecuaciones 8.1.1 y 8.1.2 de las que partimos pero escribiendo las

mismas como solucién general de las ecuaciones de segundo orden mediante la
expresion

Yy = Ae_iw(t_%)
Que utilizando la expresion de Euler

e " = cosh — isend

queda:

y = Acosw (t — f) — iAsenw (t — f)

v v

Solucién que puede ser analizada para aplicarse a problemas especificos de
ondas.

8.2. Vibracion en cuerda tensa

Una cuerda sometida a una tension (T), se mantiene en linea recta en condi-
ciones de equilibrio, si se desplaza la cuerda perpendicularmente a su longitud
y se suelta, se produce una vibracién que acttia como movimiento oscilatorio,
puede estudiarse como una onda mecéanica.
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by
X
T]" T
T -
LY. =
- Ty
T -
X

Figura 8.2.1: Vibracién en cuerda tensa

La cuerda desplazada mantiene la tension (T) tangente a su configuracion.
Si consideramos la porcion de cuerda (dx), debido a la curvatura, las tensiones
en sus extremos A y B no son directamente opuestas, sus componentes son:
T, = Tsena’
T, = T'sena

Luego existe una fuerza recuperadora en (y)

F,=T," - T, =T(sena’ — sena)

si la curvatura no es grande los dngulos son pequenos sen(«)=tag(ca)

F, =T(taga’ — tago)

El paréntesis representa la variacién de la tangente y puede escribirse como:

F, = d(taga)

F,=T- ai (taga) dx

r
en donde:

tana = @

C dx
luego:
0 . dy 0%y
F,=T— (= —T=Z.
Y ax(dx)dm 0x2 du

esta fuerza serd igual al producto de la masa de la porcion AB por la acele-
racién producida
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0%y 0%y
m = masa por unidad de longitud de la cuerda.
%y mo*y
=7 2.1
0x? T Ot? (8:2.1)

Que es la ecuacion diferencial del movimiento ondulatorio de la cuerda y
relacionando con la ecuacién de onda, la velocidad de propagaciéon sera:

S (8.2.2)

m

La cuerda vibrante produce sonido, por lo tanto puede estudiarse la frecuen-
cia de vibracién resolviendo la ecuacion diferencial.

La solucion general de la ecuacion que depende de 2 variables y = f(z,t)
puede plantearse como el producto de soluciones dependientes de cada variable.

y(x,t) = yi(t); y2(x)

Se deriva, se separa variables y se iguala a una misma constante

sustituyendo

separando ecuaciones

>y _ %ys
922~ o
0%y B 0%y
oz~ oz P
*ya _19%y
b
’07252342 _ i82y1 _ 2
Y2 022y OF?
d?y
7dt21 +p2y1 = (823)
d2y p2
dx; + ﬁyQ =0 (8.2.4)

Que son dos ecuaciones lineales homogéneas con soluciéon

y1(t) = Asen(pt) + Beos(pt) (8.2.5)

y2(x) = Csen (%x) + Dcos (%x) (8.2.6)

Que pueden aplicarse en forma independiente. Asi por ejemplo si aplicamos
las condiciones de limite en y = f(x)
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1.
=0
Yyo=0=D=0
2.
=1
y2=0
0 = csen (Bl>
v
luego:
sen (Bl) =0
v
para que cumpla la condicién
pl
— =nw
v
n=0,1,23..

lo que permite calcular las frecuencias angulares posibles:

v
Pn =NT—

l

n=1
T /T
P T
y la frecuencia natural (f) sera:

p=2nf

1 /T
= —1/— 8.2.7
F=5\ (8.2.7)
y el periodo 7 = 2[, /7%

Lo que proporciona un resultado claro, que la frecuencia puede modificarse

en base a la tension (T), manteniendo la masa por unidad de longitud (m). (f)
puede ser la frecuencia de sonido producida.
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8.3. Onda longitudinal en barra elastica

La vibracién u onda longitudinal se produce cuando el vector vibraciéon tiene
la misma direccién que el vector propagacion. Sucede el fenémeno en vibraciones
que viajan por ejemplo en un resorte después de haber producido una deforma-
cion elastica de una seccion del mismo [1].

e Vibraciin = Propagacion

-

Figura 8.3.1: Propagacion de vibracién

El fenémeno puede ser comparado al que sucede en una barra elastica que
recibe un golpe o un impacto. Si el golpe es periddico, la vibracion se traslada
como una onda y es el caso también del sonido.

Supongamos la barra eléstica (o el resorte) de seccion A y densidad(p) y que
debido al esfuerzo sometido sufre la deformacién correspondiente. La barra no
se traslada y las secciones normales o eje permanecen planas, la deformacion
producida en la barra es elastica y la seccién de barra considerada (dx) sufre
una deformacion (du).

~ o

Figura 8.3.2: Deformaciones de barra elastica
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la deformacion unitaria sera:

,_AL_ou
L Oz
parcial, porque los desplazamientos son funcion de (x) y de (¢). De acuerdo
a la ley de Hook.

fati
- 28 _ \6dulo de Elasticidad (E)
i deformacién

siendo la fatiga

_F
774
y la deformacién:
_ AL _u
'L oz
aplicando
ou
F=A-E - 2=
oz

por lo tanto en la seccién actuan las dos fuerzas (F1) y (Fs)

Figura 8.3.3: Seccién y fuerzas deformantes

ou

F, =FA—

! ox
Bopa(2 0y,
2= Or  Ox2 v

Y aplicando la ecuaciéon de Newton:
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simplificando

o2~ p \oz?

Que es la misma ecuacién de movimiento ondulatorio, donde la velocidad de
la onda sera:

Pu _E (82“) (8.3.1)

E
v=y[= (8.3.2)
p

para el estudio e investigacion de la onda de sonido puede considerarse la
onda en tres dimensiones:

?u FE (82u 9%u 32u>

a2~ o \o "o T

de igual manera la ecuacién de onda:

Pu 5 (0%u
R
ot? Oz

E
c=4/—
p

u(z,t) = uy(t), uz(x)

y derivando y sustituyendo

siendo:

tiene como solucién:

1 _ 0%uy B 2 0%usy o
U1 (9t2

us  dx?
nos da dos ecuaciones dependientes de cada variable con sus soluciones:

8%u
ﬁ + p2u1 =0

u1(t) = Asen(pt) + Bcos(pt)

du
2, P2
dx? c?

’LL2:0
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uz(x) = Csen (Ex) + Dcos (Ex)
C C
Que son soluciones que permiten calcular los pardmetros de acuerdo a con-
diciones especificas de los problemas a estudiar.

Ejemplo 15. Aplicar las ecuaciones de onda a la determinacion de las frecuen-
cias naturales de la barra de longitud(l), secciéon(A) y densidad(p) libre en el un
extremo y empotrado en el otro.

Figura 8.3.4: Barra empotrada

condiciones:

1. En el extremo libre el esfuerzo es cero.
z=0

3u2 -
EE_O

2. En el extremo fijo el desplazamiento es cero.

r=1
uz(x) =0
sustituyendo
1. 5

2 _ CBCOS (Bx> — Dgsen (Bx)
ox c c c c

0=ct

c
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l
0 = Dcos (p>
c
cos| — | =
c

pl m 3m 5w

¢ 2722
la primera es la frecuencia angular fundamental

_Tme_rm |E
PL=sr =\

8.4. Movimiento de un fluido no viscoso

condiciones de solucién.

Los fluidos pueden considerarse como un sistema infinito de particulas, que
se mueven las unas respecto a las otras. Los fluidos son los liquidos que pueden
considerarse como incomprensibles y los gases que son fluidos comprensibles.
No se puede tratar como particulas discretas sino compuestos de elementos de
volumen (dV'). Teniendo el elemento de masa (pdV') siendo (p) la densidad del
fluido.

Previamente definimos tres magnitudes:

1. Presion de la fuerza sobre una superficie.

F N
p=73 Unidad de la presion = p (8.4.1)
2. Densidad es la masa por unidad de volumen, llamada también masa espe-
cifica.
M K
pe = Unidad de densidad = m—g (8.4.2)
3. Peso especifico es el peso por unidad de volumen.
P M N
P=y = 79 = pg Unidad de peso especifico = o (8.4.3)

En un liquido que se halla en reposo, puede calcularse la presiéon que se produce
en su interior debido solo al peso del liquido.
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Figura 8.4.1: Presiones en un liquido

La presion que produce la columna sobre la superficie S es el peso de esa
columna, dividido para la superficie.

Shg
=—>=h
p S )

siendo
p = presion a la profundidad (h)

p = peso especifico del liquido

Como el liquido estd en reposo la presion es igual en todas las direcciones.
(principio de Pascal).

Figura 8.4.2: Liquido en movimiento

Un liquido se mueve cuando existe una diferencia de presiones entre dos
puntos (A) y (B).
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Supongamos un elemento de volumen(dV'), y el movimiento es con cualquier
orientacioén [1].

El elemento de volumen es un cubo, en el que actian las presiones y el peso
(W) del elemento.

Fy
Fz »
]
W
R, |2 R
Fye ) | .
]
Fz
l.l

Figura 8.4.3: Elemento de volumen

En el centro del elemento la presién es igual:

D =Pz =Py = Dz
El peso

W = pgdV = pg(dxdydz)

Figura 8.4.4: Presiones en eje OX

Analizando las fuerzas en x. Como F=pS (Fuerza = presién x superficie)

ZF””: p—@~d—x dydz — p+@~d—x dydz
oxr 2

ox 2
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SR 8p - dedyd>

y aplicando la ecuaciéon de Newton

ZF:ma

fg—p dzxdydz = (pdxdydz) T
"
pr = ox
también en las otras direcciones
- 6p

. Op n
z =
p 92 P9
y en forma vectorial

s | Op (Op T
pﬁf {6mz+8y]+<0 +pg)k}

La ecuacioén relaciona la velocidad con la distribucién de presiones en x,y,z,
y es complicada su aplicacién, por eso se considera para liquidos con algunas

condiciones.
Si el fluido es incomprensible, es decir es liquido

p = constante
y estableciendo la aceleracion

. dv
7:’Uﬁ

integrando

/pvdv:—/ @?—&-@74- @—i—pg ? d7v
ox dy 0z

2
— [ (P PPy, 0P
/pvdvf /<axd:p+a dy +8Zdz+pgdz
1

Que es una ecuacion de energia cinética = Trabajo desarrollado
como
dp Ip

p
dp = 5w+ 5 dy +a—d
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2 2 2
/pvdv:—/dp—/pgdz
1 1 1

1

1
5/’”% - ipvf = —(p2 —p1) — pg(z2 — 21)
y agrupando entre el punto 1y 2

2 2

v U
L+ P+ P9 =pat+ pf + pgz (8.4.4)

Ecuacion que se le llama Teorema de Bernoulli y para su aplicacién supone
un estado estabilizado de movimiento del liquido, es decir no existe variacion de
las velocidades del fluido respecto al tiempo. El régimen se llama permanente.

La ecuacién nos dice que si el régimen permanece constante, la suma de la
presion hidrostética (p) maés la presion debido a la velocidad (p%)y la presion

producida por la altura o desnivel (pgz) permanece constante.

2

p+ p% + pgz = constante (8.4.5)

y puede aplicarse ante dos puntos cualquiera del liquido.
Para el caso mas general, donde la velocidad del punto no es constante y la
densidad puede ser variable respecto al tiempo, Euler propone otro esquema.

P FARL N | )
FIY
ﬂ |
s
! W T
a-4 ¥
LY
Wy
dp
..1" P'Eds

Figura 8.4.5: Elemento de volumen en un liquido

Considera un elemento de volumen como un tubo de longitud (ds) y area
(da).
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Este elemento de volumen permanece fijo en el espacio y se considera la
circulacion del fluido a través de él, analizando la ecuacién del movimiento de
la masa que ocupa el volumen en un instante dado. Por lo tanto la velocidad
puede variar con el tiempo.

v = f(s,t)

y la aceleracion

dv:%~d8+%-dt
dv  Ov Ov
@~ os o
El primer término se conoce como la aceleraciéon del elemento que se mueve
de un punto a otro, y el segundo término es la aceleraciéon asociada a la variacion
del tiempo.
Las fuerzas que actian en el filete son producidas por las presiones y por el
peso.

W = pgda - ds

Aplicando la ecuacion

ZF:ma

Ip v Ov
pda — <p+68~d5) da + pg-da-ds-cos(a) =p-da-ds <vas+8t>
como

cosa = =
~ 0Os

la ecuacion queda:

(8.4.6)

“os Mo T \"as T

Qué es la ecuacion general de Euler para el movimiento de un fluido. En esta
ecuacion la expresion v% puede expresarse como:

o0 _ o (v
Y9s ~ 9s \ 2

Op 9z [0 (v? ov

Para llegar a la ecuacién de Bernoulli la ecuacién tiene algunas condiciones

Op 0z ( Ov 81})

y quedaria
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1. Régimen permanente, luego % =0

2. Liquido o fluido incomprensible p =constante.

sustituyendo

e integrando

vi o
—(p2—p1) —pg(z2—21) =p5 —p—
2 2
v v3
P+ poy +pgzr = p2tp + pgze (8.4.8)

Teorema de Bernoulli que es un teorema de conservacién de la Energia, en
efecto:

2
v
Py = Energia Cinética por unidad de volumen

p = Energia Potencial por unidad de volumen asociado a presién

pgz = Energia Potencial por unidad de volumen debido al peso

La ecuacién también puede escribirse como alturas de columna de manéme-
tros que miden cada presion.

p v
— 4+ — 4 z = constante

rg 29
P altura por presiéon hidrostatica = hq
g

2

v

%0 = altura por velocidad = ho
g

z = diferencia de nivel = z

La altura por velocidad puede ser observada introduciendo un pitot
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— E —

b L

v

Figura 8.4.6: Alturas manométricas



Capitulo 9

Andalisis dimensional

Hemos puntualizado que el estudio de la Dindmica es el estudio del movi-
miento de los cuerpos materiales y pretende describir y llegar a conclusiones
referentes a esos movimientos sin embargo, como se usa como base las ecuacio-
nes diferenciales, su tratamiento requiere capacitaciéon profunda respecto a los
diferentes métodos de soluciéon de las ecuaciones.

Los movimientos y en general los procesos que pueden ser explicados median-
te Fuerzas y magnitudes béasicas como longitud y tiempo pueden ser analizadas
mediante procedimientos que se basan en el andlisis de dimensiones llegando a
conclusiones que luego de la correspondiente experimentacion pueden ser validas
para explicar procesos fisicos de la naturaleza. Es importante estudiar estos pro-
cedimientos en los que se basa la determinacion de formulas llamadas empiricas
y la teoria de modelos que permiten calcular dimensiones de un modelo pequefio
a experimental para que sus conclusiones sean valederas para el prototipo que
se pretende construir [1].

9.1. Magnitudes basicas.- Sistemas de unidades

La ciencia y particularmente la mecanica racional es la ciencia que busca
magnitudes, es decir entes en la naturaleza que puedan ser medidos por compa-
racién con una muestra de cantidad conocida de la misma magnitud, llamada
unidad.

Para iniciar el proceso de bisqueda de magnitudes y las interacciones de las
mismas en los diferentes fendémenos naturales fue necesario partir por lo menos
de tres magnitudes fundamentales independientes y que aceptamos su existencia
porque en cierta medida determinan la existencia de nosotros mismos.

Estas magnitudes son la longitud que determina el espacio que habitamos, la
masa que lo relaciona a la materia y el tiempo que determinan la transitoriedad
y la permanencia. Las otras magnitudes que hemos utilizado son derivadas de
las fundamentales y nacen por definicién de los procesos fisicos. Cuando se
analizan fenémenos eléctricos, aparece otra magnitud béasica adicional como es

239
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la carga eléctrica y si estudiamos procesos de calor y termodinadmica aparece
la temperatura. Todas las demas magnitudes se expresan en funcién de las
magnitudes basicas o fundamentales.

En el estudio de la Mecanica Racional cuando se toman como unidades
fundamentales o basicas; la masa (M), la longitud (L), y el tiempo (T), se llama
el sistema (MLT) o sistema internacional o absoluto de unidades, y dentro de
éste puede existir medidas multiplas o submultiplas que conforman sistemas de
unidades especiales.

Son sistemas (MLT):

= MKS con unidades
Longitud = metro (m)
Masa = kilogramo (kg)
Ttiempo — segundo (s)
= CGS con unidades
Longitud = centimetro (cm)
Masa = gramo (gr)
Tiempo = segundo (s)

A lo largo de la historia de la ciencia siempre ha existido considerables dife-
rencias entre eminentes autoridades cientificas sobre la forma mas légica de
establecer magnitudes basicas o fundamentales y por eso se han creado innu-
merables sistemas de unidades, casi dependiendo de cada pais. Actualmente se
persigue unificar todo el proceso en el sistema internacional de unidades (SI).

A inicios del siglo XX los fisicos alemanes proponen un sistema basado en tres
unidades bésicas: la fuerza (F), la longitud (L), y el tiempo (T) y se construye
un sistema (FLT) que provoco gran confusion en todos los niveles ya que parten
de la unidad de fuerza como conocida que es el peso del kilogramo masa y luego
la masa pasoé a ser unidad definida. Cada pais por lo tanto podia tener sistema
MLT o FLT y en cada uno podia existir varios sistemas con unidades miltiplas o
submultiplas. En nuestro caso solo se analizaran las magnitudes bajo el sistema
(MLT) y con unidades MKS.

Considerando el sistema (MLT) se pueden crear las diferentes magnitudes
mediante su definicién y su férmula, y sus dimensiones expresadas en funcién
de la masa (M), la longitud (L), y el tiempo (T). El adimencional debera ser
expresado como [M 0LOTO]



9.1.

MAGNITUDES BASICAS.- SISTEMAS DE UNIDADES

241

magnitudes Y unidadES MECANICAS

NOMBRE FORMULA | DIMENSION unidad
LONGITUD l [MOLT"] metro = m
MASA m MLOT® kilogramo — kg
TIEMPO t MOLOTT segundo — g
VELOCIDAD v=1 MOLT! m
ACELERACION v=1% (MOLT?] o
ANGULO 0 [M°LOT"] radian
VELOCIDAD ANGULAR w=1¢ (MOLOT 1] 1
ACELERACION ANGULAR a=¢ MOLOT2 5
PERIODO T [MOLYT] s
FRECUENCIA f=7 [MOLOT—1] 1
AREA A= M°L2T° m?
VOLUMEN V="0 MCL3T" m?
FUERZA F =ma [MLT—?] 9 = Newton(]
TRABAJO (ENERGIA) W=F-d [ML*T—?] hom” — Nm = Ju
POTENCIA P, =" |ML?T—3] Julle = Watt
POTENCIAL GRAVITATORIO | V =mgh [ML*T—?] kom” _ g
PRESION p ==X [ML™'T—?] X, = PASCAL
DENSIDAD d=12 [ML—T"] Ly
PESO ESPECIFICO 0o=dg [ML™*T2] L
MOMENTO ESTATICO T=F-l [ML*T~?] N-m
MOMENTO INERCIA I =mr? [ML>T°] kg - m?
COEF. VISCOSIDAD =1 [ML'T-1] L
IMPULSO LINEAL Im=F-i MLT! N -s
CANTID. MOVIMIENTO p=mv MLT? kg™ =N -s
MOMENTO ANGULAR H = rmv [ML*T1] kg™
CAUDAL Q=Y [MOL3T] mo
MODULO DE ELASTICIDAD E=% [ML~'T—2] X

que es la carga eléctrica cuya unidad es el Culombio (c).

En el caso de magnitudes eléctricas, se incluye una nueva magnitud bésica
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magnitudes Y unidadES ELECTRICAS

MAGNITUD FORMULA | DIMENSION unidad
MASA m MLOTQY kilogramo —
LONGITUD l MOLTOQP metro = n
TIEMPO t MOLOTTQO segundo —

CARGA ELECTRICA q [MOLOTOQ)] culombio =
INTENSIDAD i=1 [MOL7'TOQ ] € = Amperic
VOLTAJE V=" (ML?T—2Q7!] Tulio = Voltiof
RESISTENCIA ELECTRICA R=Y (ML?T7'Q7!] Tl = Ohmio(
INDUCTANCIA L= [ML*T°Q?] Voli-seg
CAPACITANCIA C=L | ML T T~ Faraday
INTEN. CAMPO ELECTR E=1 [MLT2Q7"] New — Yo
INTEN. CAMPO MAGNETR B=1 [MLT1Q71] | A =Y = TWeb.
FLUJO MAGNETICO ¢p=B-s | [ML*T Q'] Volt-seg = W
POTENCIAL ELECTRICO W=E-I (ML*T—3Q" Julio — 1/

9.2. Homogeneidad dimensional

Los procesos fisicos se expresan mediante formulas o ecuaciones que con-
tienen magnitudes basicas y derivadas y las dimensiones de un miembro de la
ecuacion deberd ser igual a las dimensiones del otro miembro de la ecuacién.
Por ejemplo en la ecuaciéon

F=m-a

las dimensiones de los dos miembros deben ser iguales, en efecto.

[MLT?] = [M'L°T°] [M°LT?]

[MLT™?| = [MLT?]

Si las dimensiones no se igualan indica que existe un error de alguna clase.
Este proceso de anélisis se llama homogeneidad dimensional, y debe ser com-
probado en todo proceso fisico que se expresa mediante ecuaciones.

Otro ejemplo, consideremos la ecuaciéon que describe la velocidad de un cuer-
po que cae en un medio viscoso:

mg
k

Siendo las magnitudes y las dimensiones:
Velocidad:

v =

v=[M°LT]
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Masa

m = [M'LT°]
Gravedad

g=[M°LT?]
Factor de resistencia

k=[ML'T™
Tiempo

t=[ML°T"]

Se procede a establecer la homogeneidad entre los dos términos:
En el primer miembro

v=[M°LT"]
Analizando en el segundo miembro, primero el exponente

kt  [MLOT'] [MOL°T"]
m [M LOTO]

= [M 0LOTO] adimensional

Se nota que en la expresion e’%, el exponente es adimensional. En cualquier
expresion de los tipos e”,In(x),sen(x), cosh(z), el argumento (x) debe ser una
magnitud sin dimensién o adimensional. También todo nimero es adimensional.

En la ecuacién dada, la dimensiéon de la velocidad dependeria solo de la
expresion:

mg  [M'LOTY] [M°LT 2
ko [MLOT-1]

Que es la dimensién de la velocidad, lo que implica que la ecuacién es di-

mensionalmente homogénea y por lo tanto es cierta.
Si la ecuacion la expresamos de la siguiente manera:

k ot
(i)
myg

ambos términos son adimensionales:

() * G2)

lo que permitiria expresar como relacién de las adimensionales:

() =2 (i)

= [M°LT™]
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es decir que la expresion analizada puede ser expresada como funcién de 2
cantidades o términos adimensionales.

En general una ecuacién dimensionalmente homogénea puede ser expresada
en funcién de términos sin dimensiones y estos se pueden expresar en forma del
llamado Teorema/(n)

Una ecuacion fisica de n variables expresada en N unidades fundamentales
puede ponerse en la forma.

¢ (71, T2, T3 T(nen)) =0

en donde los () son parametros o términos sin dimensiones formados por
productos de las variables. El nimero de términos independientes m sera, en
general (n — N)

9.3. Ecuaciones dimensionales

Para aplicar el método que permite relacionar variables dadas (v1,va, vs, ...v, Jen
términos adimensionales, todas estas variables deben ser conocidas. El método
de anéalisis dimensional daréd alguna informacién sobre la forma que tomara la
solucion o la relacion entre las mismas.

Esta informacion jaméas sera completa y el analisis no puede ser sustitucion
de planteamiento analitico de los problemas y de su solucién, sin embargo pue-
de partirse del anélisis dimensional y experimentar las conclusiones para que
puedan ser ajustadas a las realidades de los problemas estudiados llegando a lo
que se llaman férmulas empiricas.

El procedimiento es el siguiente:

Supongamos que buscamos la relaciéon de la fuerza que se produce por el
movimiento radial de una masa a una velocidad dada.

Se escriben las magnitudes que intervienen en el fenémeno con sus dimen-
siones, en nuestro caso:

Fuerza

F=[MLT?]
Masa

m = [ML°T"]
Radio

r=[M°LT’]
Velocidad

v=[M°LT]

1Un anélisis mas completo del mismo puede verse en Mecanica aplicada dinamica de Hous-
man y Hudson, 4ta Edicion, CESSA-1959, Pag. 20.
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nimero de variables n=4

numero de variables fundamentales N=3

numero de términos adimensionales () = (n— N) =1

Se plantea la relacién para encontrar los exponentes de cada magnitud que
da como resultado el término adimensional.

Fembrovt = [MLT-2])" [MLOT®])" [MOLT®] [M°LT~']" = [MCLOT?]

la ecuacion de los exponentes seran:

a+b=0
at+c+d=0
—2a—d=0

Generalmente resultan sistemas indeterminados y se tendrian varias solu-
ciones. Se da valores de la unidad al exponente asignado de la variable que se
quiere despejar.

ast a=1

d=—-2a=-2

c=—a—-d=-142=1
por lo tanto el término 7

_ _ Fr
711:F1m Lply=2 =

muv?
La expresién puede ser escrita como:

Fr
¢(m2) =0

Fr
mu?

y como ecuaciéon

c=constante(adimensional )
luego
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La constante depende de las unidades de las variables o de la experimentacion
que comprueba la igualdad.

En general la igualdad de los términos (7) pueden hacerse como:
si hay un solo término ()

T = ¢C
si hay 2 términos ()

1 = CTrg
o varios términos

T = ¢(m1, T2, W3... Ty, )

Ejemplo 16. Analizar la fuerza (F) que requiere una esfera de didmetro (d),
que se mueve con una velocidad (v), para vencer la resistencia de un liquido de
densidad (p) y viscosidad (7).

Las magnitudes que intervienen con sus respectivas dimensiones son:
Coeficiente de viscosidad

n=[ML T

Diametro
d=[M°LT?]
Velocidad
v=[M°LT"]
Densidad
p=[ML™*T°]
Fuerza

F=[MLT?]

En lugar de plantear como producto de dimensiones es recomendable grafi-
car una matriz como la siguiente:

‘ na db v° d

A
M|[1 0 0 1 1
L|l-1 1 1 -3 1
T|(-1 0 -1 0 -2
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n=>5
N=3
En el lado izquierdo estén las incégnitas fundamentales y en la parte superior

las magnitudes con su exponente que se busca, la matriz es formada por los
coeficientes de las dimensiones de cada variable.

namero de términos de 1 = (n — N) = (5 —3) =2
La matriz es eficiente porque permite el siguiente andlisis:

1. Si una fila de las magnitudes bésicas es cero se disminuye inmediatamente
el numero (N) de magnitudes basicas.

2. Si existe variables con igual columna, el cociente entre ellas es un término
7 y se puede prescindir de una de ellas, o de las dos.

La matriz tienen rango 3 y por lo tanto tiene 5 incégnitas con 3 ecuaciones y su
solucion es indeterminada, las ecuaciones son:

at+d+e=0
—a+b+c—3d+e=0

—a—c—2e=0

La solucién es posible si se dan 2 valores y se calculan los otros. Estos
permiten realizar varios anélisis y determinar las mas convenientes.

1. Dando valores a=0 e=1 Para que la fuerza aparezca con exponente 1, se
determinan los otros valores

d: —17C: _27b: _2
2. Dando valores a=1 e=0 (intercambiando)
se obtiene
d: —]_76: _17b: _1
en tabla:
‘ na db V° Qd Fe

| 0 -2 -2 -1
1 -1 -1 -1 0

—_

Los términos adimensionales serin:
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F
2, -2 _
mo=d QF—<d2vzg>

Se debe comprobar que es adimensional, en efecto:

F MLT—?
5 — 5 [ ]2 — [MOLOTO]
d2v?p ~ [MOLTO]® [MOLT-1)> [ML-3T0]

El segundo término 7

Ty = ndilfU*lQ*l = <dn>
vg

y puede expresarse como:

] = CTr2

(72m2) = ()

F- (d2v2g)c< n >

dvg

El término (my) que puede escribirse como (ﬁg)se denomina el nimero de

Reynolds en el estudio de la mecanica de fluidos.

9.4. Teoria de los modelos

El analisis dimensional es muy tutil para estudiar fenémenos o estructuras
mediante modelos fisicos que se construyen a escalas manejables a fin de estudiar
y predecir propiedades de los prototipos. Existen muchas estructuras, como
puentes, edificios, aviones, diques, que ademas de ser disenados por los métodos y
modelos matematicos (prototipos) deben ser experimentados mediante modelos
que permitan estudiar las diferentes propiedades del prototipo, antes de ser
construidos por primera y a veces dnica vez.

Para la aplicacion del método se deben conocer todas las variables que se
suponen méas importantes para el anélisis del problemas. Estas variables po-
drian tomarse de las ecuaciones que formaron parte del disefio mateméatico del
problema o las que se creyeran convenientes.

Con las variables conocidas se puede aplicar el proceso del anélisis dimen-
sional y llegar a establecer los términos adimencionales ()

O(71, 72, T3, ...Tp) =0

o expresadas mediante igualdades convenientes

w1 = ¢(ma, T3, ... Tp)
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Esta relacion se aplicara al prototipo y al modelo
PROTOTIPO:

T1p = C(Top, Tap, ... Tnp)

MODELO:

Tim = 0(772m7 T3ms 7Tnm>

Y para determinar las relaciones entre las magnitudes del prototipo y las
magnitudes del modelo se procede a igualar.

T2p = T2m
T3p = T3m

Tnp = Tnm

Llegando finalmente a expresar

Tip = Tim

Ejemplo 17. Determinar las dimensiones que debe tener el modelo fisico de
una viga de largo (1) y seccién (A) en la que acttia su peso propio, determinado
por su peso especifico(p) y en la que actiia ademdas una carga concentrada (P).
El mo6dulo de elasticidad de la viga es (E) y se requiere investigar la relacion de
la flecha del prototipo en funcién de la del modelo.

SECCION

r

Figura 9.4.1: Viga simplemente apoyada

El problema puede resolverse partiendo de la flecha que se ha determinado
con analisis y modelos matemaéticos y transformarlas en adimensionales para
relacionarlas entre prototipo y modelo.

En el presente caso aplicaremos el anélisis dimensional ain para establecer
las relaciones entre las magnitudes independiente de los resultados obtenidos en
el anélisis estatico matematico en la viga.
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1. magnitudes y dimensiones.

Peso Especifico

v =[MLT?]

Moédulo de Elasticidad

E=[ML'T?]

Longitud

L= [MLT"]
Area

A= [M°L*T"]
Carga

P=[MLT?]
Flecha

§=[M°LT"]

2. Determinacién del término «

,.Ya Eb Lc Ad pe 5f
M| 1 1 0 0 1 0
L|-2 -1 1 2 1 1
T|-2 -2 0 0o -2 0

Existen 2 términos adimensionales 16gicos.

1) oL
™ = L , T2 = A
3. Ecuaciones de los exponentes
a+b+e=0

—2a—b+c+2d+e+ f=0
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—2a—2b—2¢=0

Se nota que la tercera ecuaciéon es igual que la primera, lo que termina
con 2 ecuaciones con 6 incégnitas, es decir tenemos que dar 4 valores para
levantar la indeterminacién

con ¢c=1, d=1, e=0, f=0 se obtiene que

a=3,b=-3

~3LA
3

3 =7 E LA =

con ¢=0, d=0, e=1, f=1 se obtiene

El teorema (7) queda

T = T3¢ (T2, T4)

§ LA (5L 73P5)

L E3 "\ A E*
Puede haber varias opciones y la ecuacion puede escribirse como:
SE3 B 0L 3P§
y3L2A A’ E*

Y se igualan las adimensionales del modelo con el prototipo
SE3 B SE3
’y3 IL2A , - ’YS L2A .

6pE3 0B

'YngAp B ’VrSanAm

Y la relacién de flecha del prototipo respecto a la del modelo seré:

O sea

) @)
= \E3 )\ )\ 12 ) \4, )"
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Donde se ve que la longitud y el area puede ser a escala reducida, y depen-
deria del tipo de material del modelo definido por el médulo de elasticidad y
las densidades del material usado en el modelo respecto al que usa el prototipo,
si el material es el mismo del modelo y del prototipo, la reduccién del modelo
seria solo a escala que se desea.
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