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Glosario de simbologia
y nofacion

A continuacion se muestra la simbologia y notacién de mayor
uso en este texto y sus respectivos significados.

d,, distancia entre los puntosay b
u unidad
H hipotenusa de un tridngulo rectdangulo
PM punto medio de un segmento de recta
A area
N semiperimetro
r radio de una circunferencia
m pendiente de una recta
0 angulo de inclinacion respecto al eje x
LLR longitud del lado recto
e excentricidad
f foco
Dom dominio
Rg rango
R reales
oo infinito
lim limite
D, derivada con respecto a la variable x
= igual




mayor que

menor que

mayor o igual que

menor o igual que

similar que

valor absoluto de

logaritmo en base 10

logaritmo natural

uniéon

interseccion

conjunto vacio

angulo entre dos segmentos

pertenece a

no pertenece a

angulo alfa

angulo beta

|RI®|RXRM|IM|= |0 |D|C

angulo phi

angulo gama

==
S

lado recto
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Prefacio

El presente texto ha sido elaborado con el objetivo principal de
poder aportar al fortalecimiento del dominio de los fundamentos del
Calculo Diferencial y la Geometria Analitica por parte de los estudian-
tes universitarios que cursan los primeros niveles de sus carreras, de tal
manera que su proceso de enseianza-aprendizaje sea 6ptimo.

En esta primera edicion se estudia los aspectos basicos de la geo-
metria analitica en el plano: secciones cdnicas y las rectas, las funciones
de una variable real, entre las principales esta la cuadratica, la de valor
absoluto; los limites y derivadas de funciones polindmicas, trigonomé-
tricas, exponenciales, logaritmicas, entre otras, y se termina con aplica-
ciones de las derivadas resolviendo ejercicios de optimizacién usando
méximos y minimos.

Los temas son tratados empleando un lenguaje sencillo que per-
mite comprender con facilidad las tematicas abordadas, asi también en
la presenta obra se ha hecho uso de una potente herramienta matemati-
ca (utilizada ampliamente en las areas de ciencias basicas y ciencias tec-
nolégicas), MATLAB, para simular y verificar los ejercicios resueltos en
el texto, de esta manera, nos ponemos a la vanguardia con el uso de las
nuevas tecnologias de informacion y comunicacion (NTIC) que permi-
te a los estudiantes manejar los programas desarrollados por el autor y
colaboradores a fin de que estos puedan ser ampliados y/o mejorados.

Este trabajo inicié aproximadamente en el 2005 como una reco-
pilacion de las clases de céalculo diferencial del autor a sus estudiantes
de Ingenieria Electrénica de la Universidad Politécnica Salesiana en la
ciudad de Guayaquil, a lo largo de los afos la misma ha sido fortalecida
con la retroalimentacion de alumnos y docentes a quienes les agradezco
sus valiosos aportes. El autor actualmente se encuentra trabajando en
una segunda edicidon de este texto con una mayor cobertura de temas
inherentes al calculo de una variable.

Victor Manuel Huilcapi Subia






Introduccion

El presente texto tiene el propdsito de ser un aporte a los estudian-
tes universitarios de los primeros niveles de las carreras de Ingenierias y
afines, asi también como a la difusion de las ciencias matematicas. Es una
recopilacion de diversos tipos de ejercicios y experiencias adquiridas en los
aproximadamente diez afios de labor docente profesional.

Inicialmente se abarcan temas de Geometria Analitica, y luego se
desarrolla el estudio de limites y funciones de una variable real, asi como
también se analizan las derivadas, y sus aplicaciones. En muchos de los
ejemplos se han incluido el uso de la herramienta informatica MATLAB.

Este trabajo ha sido hecho con mucho esfuerzo y perseverancia para
ustedes.






Capitulo 1

Geometria Analitica

Sistema de coordenadas rectangulares

El sistema de coordenadas rectangulares esta formado por dos
ejes perpendiculares entre si, denominados EJES COORDENADOS,
que se interceptan en un punto denominado ORIGEN, dividiendo al

plano cartesiano que lo contiene en
la figura 1.1.

cuatro cuadrantes como lo muestra

Figura 1.1 Sistema de coordenadas rectangulares

L =3

o

y
4
P(x,v)
(=4, 3 . UHt)
2
II CUADRANTE I CUADRANTE X = abcisa
y = ordenada
0 X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 i
Origen
III CUADRANTE IV CUADRANTE

(+,-)

—» Ejes coordenados

eje X: eje de las abscisas
eje Y: eje de las ordenadas




Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica

Asi pues, para definir un punto en el plano es necesario conocer el
valor de las dos coordenadas que son la posicion en x (abscisa) y la posi-
cion en y (ordenada). Dichos valores pueden ser positivos o negativos.

Ejemplos:

1. Graficar los siguientes puntos en el sistema de coordenadas
rectangulares P (3,4); P,(-2,3); P,(-5,-2); P,(5,-4); P.(V2,4); P,
(-243,2)

Solucion. Una vez que se tiene los puntos se procede a graficarlos en
el plano tomando en cuenta primero la posicion en x y luego la posicion
en y. Para los valores que poseen raices es conveniente resolver su valor en
decimales para luego ubicarlos en el plano.

Figura 1.2 Graficacion de puntos en el plano cartesiano

Ty

P5(1.41,4)

1 p1(3,4)
P2(-2,3) 3 ;

P6(-3.46,2) 2

-1

P3(-5,-2)
-3

P4(5,-4)

16



Geometria Analifica

SMATLAB

$SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES

%$Graficar los siguientes puntos en el sistema de

coordenadas

$rectangulares(3,4); (-2,3); (=5,-2); (5,-4); (sqr-

t(2),4); (-2sqrt(3),2)

clc

clf

%ejes

d=0.2;

eje=-10:1:10;

ceros = zeros(1l,21);

plot (eje,ceros, ' r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
%grafica

plot(3 4 4 =)

plot (— r*—’)

plot (- 5 72 ")

plot (5,4, r*— )

plot (sgrt(2),4, r*=")

plot (-2*sqgrt (3), 2, r*—’)
text (3+d, 4+d, " P1( ) ")
text (-2+d, 3+d, " P2 (- 2 3)’)

text (=5+d,-2+d,"P3(-5,-2)")

text (5+d, -4+d, P4 (5,-4)")

text (sqrt (2)+d,4+d, ' P5")

text (-2*sqgrt (3) +d, 2+d, " P6")
grid on

grid minor

axis([-10 10 =10 10])

axis square

2. Graficar el poligono que se forma al unir consecutivamente los
puntos: P (1,1); P, (0,4); P, (2,2); P, (3,3); P, (4,2); P, (6,4); P

(5.1)

Solucién. Observe la figura 1.3.
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Figura 1.3 Graficaciéon de un poligono irregular en el plano cartesiano

Y

P6(6,4)
p2(0,4) * :

P4(3,3)

P3(2,2) B5(4,2)

F1(1,1) B7(5,1)

=7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

=1

-2

SMATLAB

% Graficar el poligono que se forma al unir consecutiva-
mente los

% puntos: (1,1); (0,4); (2,2); (3,3); (4,2); (6,4);
(5,1)

clc

clf

%ejes

eje=-10:1:10;

ceros=zeros (1,21);

plot (eje,ceros,’ r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")

%grafica
p=[1 0 2
g=[1 4 2
plot(p,q, " r.=-")
%etiquetas

34 6 5 1]
3241 1]

r
r
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Geometria Analitica

text 6 4 "P6
text (5,1, P7
grid on
axis([-2 7 -2 5])
axis square

(
(
(
text (
(
(
(

3. Graficar los elementos que forman la siguiente RELACION,
utilizando el plano cartesiano:

R={(x,y)/xEZ,~2sx<2,y=2x )

Solucién. Se debe determinar cada par ordenado (x,y) que forma
la relacién R. Asi pues, segtin la regla de correspondencia los valores de x
deben pertenecer al conjunto de los nimeros enteros (¢) comprendidos en
el intervalo [-22] y cuyos valores de respectivos cumplen y=2x. Observe
la tabla de valores 1.1 y la figura 1.4.

Tabla 1.1 Tabulaciéon de los elementos de la relaciéon R

X Y Elementos
-2 y=2(-2)=-4 P1(-2,-4)
-1 y=2(-1)=-2 P2(-1,-2)
0 y=200)= P3(0,0)
1 y=201)=2 P4(1,2)
2 y=20)= P5(2,4)
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Figura 1.4 Graficacion de la relacion R del ejemplo 3

Y

-

i3]

SMATLAB

% Graficar los elementos que forman la siguiente
RELACION,

utilizando el plano cartesiano:
R={(x,y)/x e Z, —-2<=x<=2, y=2x}
clc

clf

%ejes

eje=-10:1:10;

ceros=zeros (1,21);

plot (eje,ceros,’ r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")

%grafica

x= -2:1:2;

y= 2*x;

plot(x,y, b*=")

grid on

axis([-3 3 -5 51)

axis square

o
°
o
°
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Geometria Analifica

Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos A (x, y,) y B(x,, y,) en el plano cartesiano (figura
1.5) y observando el tridngulo formado, se puede utilizar el teorema de
Pitdgoras para hallar la distancia entre ellos.

d;p= \/(xz =% )2 "‘(J’2 =) )2

Figura 1.5 Distancia entre dos puntos

‘y

B (%2, ¥2)

- x

Ejemplos:
1. Calcule la distancia entre los puntos P,(-3,-2); P,(3,4).

Solucién. Reemplazando directamente en la férmula para hallar la
distancia entre dos puntos.

dpp = \/(Jr2 —,u:,)2 +(y, —y,)2 - J(B—(-B)): +(4—(-2))2 =36436 =J72=62

Observe la figura 1.6.

2



Introduccion al Calculo Diferencial con Geomeiria Analifica

Figura 1.6 Grafica de la distancia entre dos puntos

TY
P2(3,4)
3 P2( x2, y2)

=7 -6 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6

-1

Pl(-3,-2)
P1(xl,y1)

MATLAB

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Calcule la distancia entre los puntos (-3,-2);
3,4).

—~ o° o° o°

Q
'_l
Q

Q

% ejes

eje=-10:1:10;
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros,’ r+-")
hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
Distancia
P1=(-3,-2)

P2=(3,4)

sgqrt ((=3-3)"2 + (-2-4)"2)
graflca

=[- 3 31;

=[-2,4]1;
plot(p,q,'b*—’)

o° o o°

0.
I

oo

22



Geometria Analifica

text (=3,-2,"P1(-3,-2)")
text (3,4,'P2(3,4)")
text(0,1,7d")

grid on

axis([-5 5 -5 5])

axis square

2. Demuestre analiticamente que la distancia entre dos puntos
alineados horizontalmente es d=|x2—x1|. Calcule, ademads, la

distancia entre los puntos A (-4,2) y B (6,2).
Solucién. Graficamos dos puntos que cumplan la condicion de estar
alineados horizontalmente en el plano cartesiano (ver figura 1.7), y aplica-

mos la féormula de la distancia, observando que la ordenada es igual a la
ordenada . Asi tenemos:

d =\/(x2_x|)2+(J’2_y2)2 = (xz_xl)z"'o =‘x2_x||

NOTA: Como la diferencia (x,-X,) estd elevada al cuadrado siem-
pre serd positiva, por lo cual se puede utilizar el valor absoluto.

Figura 1.7 Grafica de la distancia entre dos puntos alineados

horizontalmente
T3
a
3
Ax1,yl) B(x2,y2)
2
1
0 X
7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 & 7
-1
-2
=3|

23



Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica

Luego realizamos el célculo de la distancia entre los puntos dados:

A(-4,2) y B(6,2).

d =\](x2—x] )2"'(3”2"}’1)2 =\[(6"("4))2+(2_2)2 =m=|0

NOTA: Si los puntos estuvieran alineados verticalmente la distancia
entre ellos sera d = | yz'yll’ ya que en este caso la abscisa X, es igual a la
abscisa X, = |x1—x2|

d 4 =\/(x2—xt)2+(y2—yl)2 dyp =|y2 _yl|

Figura 1.8 Gréfica de la distancia entre dos puntos
alineados verticalmente

NOTA: Si los puntos i
estuvieran alineados
verticalmente la dis-

tancia entre ellos At y1)
seria d = |y - a b

vyl y e |
que en este caso la % % 9 5 3 9 b 1 r 3 4 5 s 7
abscisa x, es igual a = b2
la abscisa x,,(x, =x,) 4]

dAB: (xz_x1)2+(yz_y1)2

dp :|Y2 _)’l|

3. Hallar el perimetro de un triangulo cuyos vértices son los pun-
tos P (-4,-2), P,(-2,5)y P,(6,2) .

Solucién. Primero, para orientarnos con este ejemplo realizamos el
grafico en el cual ubicamos los puntos y formamos el triangulo, luego, con
la férmula de distancia, hallamos la longitud de cada uno de los lados.

2



Geometria Analifica

Figura 1.9 Calculo del perimetro del triangulo formado por P, P,, P,

Dly

P3

b =

=l
Pl

RP, =J(x2 _'TJ)2 +(}’2 ‘}"|)2 =\/('2+4)2+(5+2J2 =4+ 49 =53
B P, =\/(~’f3 _Iz)z +(}’3 ‘J’g)2 =\,/(6+2)2 +(2—5)2 =M=Jﬁ
PP, =\(x,=x, ] +(y, -, ] =y(6+4) +(2+2F =100+16 =116 = 2429

Sabiendo que el perimetro del triangulo es la suma de todos los
lados, tenemos:

Perimetro = \/5_3 + \/ﬁ + 2@ = 26.6u

4. Dados los siguientes puntos , A(-21), B(2, -2)y C(5, y) calcule el
valor de la ordenada y del punto C, de tal forma que al unir los
puntos se forme un tridngulo rectangulo.

Solucion. Para encontrar la ordenada y, aplicaremos el Teorema de
Pitagoras, ya que todo triangulo rectangulo lo cumple. Asi:

B =\a® + b

25



Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica

Figura 1.10 Grafico del triangulo rectangulo formado por A, B, C

c(s,y)
<t B(2,-2)

H=dAC 3 a=dAB 3 b=dBC
a"‘“,=\/(x2——.rl)2+(yz——y])2 =\/(5_(—2))+J" 1)2 =\49+(y- I?
dyt-5) +(=5) =y(2-2) +(2-1] =Vi6+9
0’3(.=\j(1‘2—-.r])2+(y3—-y|]2 \/(5 2 +(y-(2)) ={o+(r+2y

[\/49+(y—l)1 =5’ +[\/9+(}/+2)2}2

se simplifican los radicales

494 (p-17=25+9+(y+2) sse resuelven los binomios
49+ 3 -2y +1=25+9+ ) +4y+4  se simplifica y’
2py-4y=38-49-1

-6py=-12

y=2

26



Geometria Analifica

Comprobacion:
die=4+Q2=1" =JO+1=V50 (4} (d,,) +(dye)’
dpe =4/9+(2+42) =425=5 (\/50)% =52 +5°
dyp=5 50 = 50 (DEMOSTRADO)

5. Dados los siguientes puntos , A(1,-2), B(4,1) y C(x,-3), calcule
el valor de la abscisa x del punto C, de tal forma que al unir los
puntos se forme un tridangulo is6sceles con lados AC igual a BC.

Solucién. Observe el grafico.

Figura 1.11 Gréafico del triangulo isdsceles formado por A, B, C

J

3

7 6§ -5 -4 -3 -2 -1

c(x,-3)

Un triangulo isosceles, por definicion, es aquel que tiene dos lados
iguales, y dos angulos iguales. Nosotros analizaremos los lados iguales. Asi:

27



Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica

d, J(x —x) +(n-n) J(,:-l] (3-(2) =yr-17+1=r - 2rs14]
—m

d, \[(,1 (5-2) =J(,r—4]1+(—3—]]2 =J(r-4)+16 =2 -81+16+16
=m

‘/.4(' = ds{'

(\/ Plrs 2) e (\f rafred? )-; Llevamos al cuadrade v simplificamos fos radicales

P -2r+2=0"-8x+32 Simplificamos x*
-2r+8r=32-2

6x=30

xr=5

Entonces la coordenada del punto C es (5,-3)
Comprobacion:

dy =X =2x+2 =[5 -2(5)+2 =/25-10+2 =17
o =V X2 —8x+32 =4[5 -8(5)+32 =/25-40+32 =/I7 (DEMOSTRADO)

Punto medio de un segmento

Sean dos puntos P (x,, y,) y P,(x,, y,) que definen un segmento de
recta. Las coordenadas del punto medio estdan dadas por:

PM = X +Xx, Y+,
2 ° 2

28



Geometria Analitica

Figura 1.12 Punto medio de un segmento de recta

¥

pg Xt Xs My,
P r[ : .

Ejemplos:

1. Hallar el drea de la figura formada por la unién de los puntos
medios de cada uno de los lados del triangulo que tiene como
vértices los puntos P (-5,-1), P,(1,3) y P,(3,-1).

Solucién. Con los puntos dados hacemos la grafica de la figura 1.13.

Figura 1.13 Grafico del triangulo formado por P, P, P,

T
P2 (1, 3)

‘FH

/ -2 0 2\ 4

P1(-5,-1) P3(3,-1)

=

Luego, hallamos los puntos medios de cada lado:

29



Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica

Xl +J‘2 y]+)/’2
2 ?

PM . =

12

=PM, = ﬂﬂ:ﬂﬁz/:““ﬁ:mf:-zl)
2 72 2

PM, = Tk it AL =PM, lf_},i__] - PM, = f,% =,DMN=(2,1)
? 2 2 2 # 22 :

B | AT BEE gy S04 =1
2 2 AR

Uniendo estos puntos se forma un tridngulo inscrito en otro
(Observe la figura 1.14):

Figura 1.14 Grafico del triangulo inscrito formado por PM, PM,, PM ,

*y
P2 (1, 3)
21
PM12 ( 2, 1) a PM23 (2, 1)
/\ X
/ \/B/ b 2 \ 4
DI (=5, =13 PM13 (-1,-1) P3(3,-1)
—21

Como lo que se pide en el ejemplo es hallar el drea de este nuevo
triangulo, vamos a hacerlo utilizando la férmula del drea en funcién de su
semiperimetro (s):

A=s(s—afs-b)fs-c)
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De donde a, b y c son las longitudes de los lados del tridngulo ins-
crito; procedemos a hallarlas (utilizando la formula de distancia entre dos
puntos):

a= (=) + (2 =3w) =y(-2-2)"+(1-1)" =16 -4
b=(%n =) + (=)’ =y(2+1)’ +(1+1)’ =O+4 =3.6055
c= \/(xu = %) + (Yo =2s) = J(—2+l)2 +(1+1)" =V1+4 =2.2361

Sabiendo luego, que el semiperimetro es la mitad del perimetro, es
decir:
‘o perimetro _a+b+c 4+3.6055+2.2361 9.8416
“ 2 2 2

Por dltimo, aplicando la férmula del 4rea del triangulo en funcién
de su semiperimetro, tenemos:

=4.9208

A= [s(s—a)(s-b)(s—c) = [4.9208(4.9208 - 4)(4.9208 -3.6055)(4.9208 - 2.2361) = 4u’

SMATLAB

PUNTO MEDIO

% Hallar el &area de la figura formada por la unidn de
los puntos

% medios de cada uno de los lados del triédngulo que
tiene como

oe

% vértices los puntos (-5,-1), (1,3) y (3,-1).
clc

% coordenadas

pl=([-5,-11)

p2=([1,3])

p3=([3,-11)

% puntos medios
ml=(pl+p2)/2
m2= (p2+p3) /2

3l
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m3= (p3+pl) /2

% lados del tridngulo formado por los puntos medios
a=m2-ml

b=m3-m2

c=ml-m3

% magnitud de los lados del tridngulo formado por
% los puntos medios.

a=normi(a,?2)

b=norm (b, 2)

c=norm(c, 2)

% semiperimetro

s=(atb+c) /2

% area del triadngulo formado por los puntos medios
A=sqrt (s* (s—a) * (s-b) *(s-c))

Division de un segmento

Dados dos puntos A(x,,y,) y B(x,,y,) en el plano cartesiano como se
muestra en la figura 1.15, y sea un tercer punto C(x,y) que divide al seg-

mento AB en una relacion r dada. Entonces:

a. Siel punto C(x,y) se encuentra entre el segmento AB la relacién
r es positiva, ya que los segmentos AC y CB estan dirigidos en

el mismo sentido.

b. Siel punto C(x,y) se encuentra fuera del segmento AB en uno u
otro extremo la relacion r es negativa, ya que los segmentos AC

y CB estan dirigidos en sentido opuesto.

c. Lasecuaciones que permiten calcular las coordenadas del punto

de division C(x,y) del segmento AB son:

x=x]+m2 =y1+f”y2

l+r 7 l1+r7

r—w%hd@m—AC
' B r#E-1
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Figura 1.15 Divisiéon de un segmento rectilineo

Iy § Clxy)
B(x2y2) /Cb(
s
Ze
Axs, y1)
Ax1, 1) ;
:: X - x

o} (0]
a) Relacion positiva b) Relacion negativa
Ejemplos:

1. Sean Pl(-3,—2) y P2(5,2) los puntos extremos de un segmento

de recta. Hallar las coordenadas del punto P(x,y) que divide a
este segmento en la relacion r = 3.

Solucion. Utilizando las formulas tenemos:

e =—3+(3)(5) 12

=—=3
1+r 1+3 4
Jovems_2+(3)(2)_4_,
l+r 1+3 4

Por lo tanto, el punto P(3,1) divide al segmento de recta en la rela-
cién r=3. Observe la figura 1.16.
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Figura 1.16 Division del segmento rectilineo PP, en una relacion de 3

T
P2 (5, 2)

tres partes 9(3 1)

"’," una arte x
I
-'4 —é V r2 '4 .6

observe que el punto de razdén P

estd entre los puntos extremos
Pl (-3,-2)

MATLAB
DIVISION DE UN SEGMENTO
Sean P1(-3,-2)y P2(5,2) los puntos extremos de un
segmento de
recta.
Hallar las coordenadas del punto P(X,Y) que divide
este
% segmento en la relacidén R=3.
clc
clf
format rat
% Ejes
eje=-10:1:10;
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros,’ r+-")
hold on
plot (ceros,eje, ' r+-")
% Datos
pl=[-3 -2];
=[5 2];
= pl(1);

o° o o°

o° o°

)

x1 o)

34



Geometria Analifica

yl = pl(2);
x2 = p2(1);
y2 = p2(2);

r=3 ; % Esta es la relacién de divisién del segmento, puede
cambiarse a voluntad y generar un nuevo punto P y una
nueva gréafica

Cédlculo del punto P(x,V)

(x1+r*x2)/ (1+1)

(yl+r*y2)/ (1+r)

Cédlculos auxiliares para graficar la recta emplean-
do la ecuacién

[

% de la recta con dos puntos Pl Y P2.

o® o o

o\OLﬁ b

a=x1:0.1:x2 ; %abcisas
m=(y2-yl)/ (x2-x1); %$pendiente
b= (a-x1)*m + yl ; %ecuacion de la recta / ordenadas

[

% grafica

plot (x1,yl, b*-")
plot (x2,y2, b*=")
plot(x,y, " b*-")
plot(a,b,’ k-")
text (x1,yl,’P1")
text (x2,y2,'P2")
text (x,y,’P")
grid on

axis([-5 6 -5 5])
axis square

~ o~~~ —~ —~

2. Sean P (4,-2) y P,(0,1) los puntos extremos de un segmento de
recta. Hallar las coordenadas del punto P(x,y) que divide a este

segmento en la relaciéon = — = .

Solucion. Utilizando las formulas tenemos:
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-2+(-§)(1) T
Nty 2 .
1+ ]_E _l

2 2

Porlo tanto, el punto P(-8,7) divide al segmento de recta enla relacion

= _i. Observe la figura 1.17.

Figura 1.17 Division del segmento rectilineo BP, en una relacion de 3/2

4

tres partes en total

dos partes fuera de los
puntos exXtremos

Pl(4,-2)

Pendiente y angulo de inclinacion de una recta

Una caracteristica de una linea recta es el valor de su pendiente que
se relaciona directamente con la medida del angulo que forma con el eje

horizontal, es decir, su inclinacion.
Sean P (x,y,) y P,(x,,y,) dos puntos de una recta, el valor de la pen-

diente m de dicha recta estd dado por:
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m=)’2_y1

X, =X,

Es necesario reconocer que si el valor de la pendiente de una recta
es positivo, entonces la recta crece; caso contrario (de ser negativo) la recta
decrece.

Asi mismo, la pendiente se relaciona con el angulo de inclinacién
con respecto al eje de las x segun:

gl =m

El dngulo # resultante estara definido desde una linea horizontal
trazada en cualquier lugar de la trayectoria de la recta.

Figura 1.18 Pendiente y angulo de inclinaciéon de una recta

Pﬁ(-"fzsyz)

%

A (xr- M )

Ejemplos:

1. Sean P/(-5,-1), P/(1,3) y P,(3,-1) los vértices de un tridngulo.
Hallar la pendiente y el angulo de inclinacién de cada uno de
sus lados.

3
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Solucién. Utilizando la férmula de la pendiente y relacionando los

lados.
Vs =V _3+l_4_2

m,=—"——=——=—=—
x,-x, 1+5 6 3

ny_-1-3 -4
T 2

m.ooPimhn i+l 0
B %e—% 345 8

Con estos resultados de pendientes, se observa que el lado corres-
ponde a un segmento de recta creciente (pendiente positiva), el lado a un
segmento de recta decreciente (pendiente negativa), y el lado a un seg-
mento de recta constante (pendiente nula). Observe la figura 1.19:

Figura 1.19 Pendiente y 4ngulos de inclinacion del triangulo
formado por P, P,, P,

4 Y
P2(1,3)

m=2/3; Angulo= 33.7° m=-2; &ngulo=116.6°

-6 /4’ 2 0 '2\ P
P3(3,-1)

P1(-5,-1) n=0; &angulo=0

Asi mismo, para hallar los angulos que las rectas forman con respec-
to al eje x, aplicamos la férmula que relaciona la pendiente con su angulo
de inclinacién, como se describe a continuacion:
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186, =m,, 180, = m,, 180, =m,
— ...l — - )
@=m%3) 0= 2) 0, =157 (0)
3/ 6,=-634° P
6, =33.7° 3T

luego  -63.4°+180=116.6°

0, =116.6°
Criterios de paralelismo y perpendicularidad

Se conoce que dos rectas [, y L, son paralelas (que siguen la misma
direccion) si sus pendientes m y m, son iguales.

Si m, =m, — paralelismo
Figura 1.20 Rectas paralelas

[

X“

Asi mismo se conoce que dos rectas [, y [, son perpendiculares (que
se cortan formando un angulo de 90°) si el producto entre sus pendientes
m, y m, resulta ser igual a -1.
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si mm, =—1 — perpendicularidad

Figura 1.21 Rectas perpendiculares

.l\y

Ejemplos:
1. Demostrar que un rectangulo cuyos vértices son los puntos
P (-3,1), P,(3,5), P,(5,2) y P(-1,-2) estd formado tanto por
lados paralelos como perpendiculares.
Solucién. Previamente se debe calcular la pendiente en cada lado
del rectangulo.
Yo~ =1 _i_g
X,—-% 3+3 6 3
V=¥ 2-5 -3 _ 3

m, =

B % 5-3 2 2
_mdy_-2-2 -4 2

My = = s
X;—% -1-3 ~6 3
L _ymw_=2-1_-3_ 3
* - -l B 2
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Luego de estos resultados y tras observar la figura 1.22, se concluye:

Figura 1.22 Rectangulo formado por los puntos P, P,, P,, P,

T
Y P2 (3, 5)
4 m2 = -3/2
ml = 2/3
2 P3(5,-2)
P1(-3,1)
X
-6 -4 V 2 4 6 8 i
md4 = -3/2 m3 = 2/3
~2
P4 (-1,-2)
Utilizando los criterios:
m; =My, Myy = 1My,
2 2 3 3
= == ..segmentos paralelos ~5 = ~5 .segmentos  paralelos
3 3

s segmentos  perpendiculares . segmentos perpendiculares

Angulo entre dos rectas

Sean dos rectas [, y L, (no perpendiculares) cuyas pendientes son m,

y m, respectivamente; luego, la relacion del dngulo entre estas dos rectas y
sus pendientes es:

4
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A

<

\J

NOTA: Es necesario, al utilizar la férmula para hallar el angulo
entre dos rectas, que se tome el orden de las pendientes en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj, caso contrario los resultados pueden
resultar incorrectos.

Ejemplos:

1. Sean dos rectas: [, que pasa por los puntos P (1,2) y P,(4,6) ; y

l,, que pasa por los puntos P,(-3,1) y P,(4,-1) . Hallar el angulo
entre ambas rectas.

Solucién. Hallemos primero el valor de la pendiente en cada recta.

[ om oY= N _6-2_4
AT x,-x, 4-1 3
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Observando la figura 1.24, nos damos cuenta que las pendientes
deben ser tomadas en orden de m, a m, (sentido opuesto a las manecillas

del reloj).
Figura 1.24 Angulo entre las rectas [ vl
P4

6 P2 (4, 6)

mA=4/3

x
4 6 8 10
Trabajando con la formula del angulo entre dos rectas se tiene:
1(-2) g2 %
196 = Mg =0y _ WM;~0y _ 3 7 a3 7_21 =£
l+m*m, 1+my*m, I+ _g 4 l—ﬁ 13 13
713 21 21
Por ultimo, hallando el angulo:
34
1 18 = —
T
34
O=1g"
: (13)
6=69.1°
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SMATLAB

$1.7 ANGULO ENTRE DOS RECTAS

%$Sean dos rectas:LA,que pasa por los puntos P1(1,2) vy
P2(4,6); vy LB,

%que pasa por los puntos P3(-3,1) y P4(4,-1). Hallar
el &ngulo entre

%las rectas.

clc

clf

format rat

% Ejes

eje=-10:1:10;

ceros=zeros (1,21);

plot (eje,ceros,’ r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")

% Datos

pl=[1 2]; p2=[4 6]; p3=[-3 1]; p4=[4 -11;

x1 = pl(l); yl = pl(2); x2 =p2(1l); y2 = p2(2);

x3 = p3(l); vyv3 = p3(2); x4 = pd(l); v4 = pd(2);

% Calculo de las pendientes ml y m2

ml=(y2-y1l)/ (x2-x1)

m2=(y4-y3)/ (x4-x3)

format short

angulo=atan ((ml-m2)/ (14+ml*m2))*180/pi

% Célculos auxiliares para graficar las rectas
empleando la ecuacidn

% de la recta con dos puntos.

a=-5:0.1:5 ; %abcisas

b=(a-x1)*ml + yl ; %ecuacidén de la recta LA/
ordenadas

c=(a-x3)*m2 + y3 ; %ecuacidén de la recta LB/ ordenadas
% grafica

plot (x1l,yl, b*-")
plot (x2,y2, b*=")
plot (x3,vy3, b*=")
plot (x4,vy4, ' b*-")
text (xl,yl,’P1l")
text (x2,y2,'P2")
text (x3,y3, P3")
text (x4,vy4,’ P4’)
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plot(a,b,’ k-")

plot(a,c,’'b-")

grid on

grid minor

axis([-4 6 -2 81)

axis square
Sean los puntos , A(-2,-3), B(-1,3) y C(6,1) los vértices de un trian-

gulo. Demostrar que los angulos interiores del triangulo suman 180°.
Solucién. Hallamos primero el valor de cada una de las pendientes

de los segmentos de recta que conforman los lados del triangulo.

=6

m =y5_yA= 343 =E
Fxg—x, =142 1

_ Y~ Vs =I—3_ 2

m —_—
- Xe—X, 6+1 7
m.. ==Y _ 1+43 4 _1
T %.—x, 642 8§ 2

Luego, hallamos los angulos comprendidos entre cada dos lados del
triangulo. Observe la figura 1.25:

Figura 1.25 Calculo de angulos internos del triangulo
formado por A, B, C

r
o1
B(-1,3)
mBC=-2/7
2
c(6, 1)
mAB=6& x
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 i
mAC=1/2
A(-2,-3)
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g 1
91 = rg_] m.'!B - rn/l(' - !g_l 2 = fg_l

11
=g [ —|=54°
“[5)

2 6 4
i _Mpe —M 21 _5_ a| - 7 444 0
O, =tg7 | —=—2 |=(g7 | ———|=1g" | —|=1g" [—|=835
L+m ¥ my, 1§ 2 5

—tf  Mye — Mg
b.=1g (-——-——— -

1 2
{g_l ...__2.:2_. _;g_] .E.. zfg_](.]_,l..)=42_5°
L+ mpe*m . ' 1.,_( 2)(1) 6 12
7 7

Por ultimo, sumamos los tres angulos hallados.
0,+6,+6, =54°+835°+42.5°=180° (DEMOSTRADO)

Ecuacion de una linea recta

Una linea recta es una relacion entre dos variables y de la forma:
ax+by+c=0 ;a,b,cER
Asi también a y b no pueden ser ambas cero a la vez.

Para hallar la ecuacién de una linea recta tan solo se necesita un
punto determinado de la recta (x, y,) y el valor de su pendiente m.

A continuacidn se muestra, la formula punto-pendiente para hallar
la ecuacion de la recta:

Y= ¥y =m(x_xo)
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Figura 1.26 Grafico de una recta conocido un punto y su pendiente

Ay

recta

ax+by+c=0

(o) ™~ )

A

formula

\/ y_y{] =m(x_x0)

También se puede hallar la ecuacion de una recta conociendo dos
puntos (x,, y,) y (x,, y,) de manera directa:

Y2 =N
Y=y = (x =% )
X3 =X
Ejemplos:
1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P,(-4,-2)
y P,(5,3).

Solucion. Primero hallamos el valor de la pendiente.

L _nmw _3+2 5
x,-x, 5+4 9

Luego aplicamos la formula para hallar la ecuacion de la recta, para
ello podemos utilizar cualquier punto perteneciente a la recta.

4
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Yy=% =m(x—x0)
5

y—3=§(x—5)
9(y-3)=5(x-5)
9y-27=5x-25
5x-25-9y+27=0
5x-9y+2=0
Observe la figura 1.27:

Figura 1.27 Grafica de la recta 5x-9y+2=0

_~
4}’
P2 (5,3)
2
recta 5x-9y+2=0
X
: e : Y
-6 0 2 4 6

P1(-4,-2)

-4

2. Hallar la ecuacién de una recta que pasa por el punto y que es

paralela a la recta 3x+4y-12=0.

Solucion. Este ejemplo se lo resuelve siguiendo el criterio de para-

lelismo; para ello necesitamos conocer la pendiente de la recta dada.
Primeramente, localicemos dos puntos de esta recta (mds facilmente que

intersecten los ejes coordenados).
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Sea y=0, entonces:
3x+4(0)-12=0

3x=12

x=4 Luego tenemos: P,(4,0)
Asi mismo, sea x =0, entonces:
»=3 Luego tenemos: P,(0,3)

Con estos puntos podemos ubicar la recta dada en el plano e ilus-
trarnos mejor para obtener la recta pedida.

Figura 1.28 Grafica de dos rectas paralelas

5

recta pedida
recta dada P2 (0, 3)

Como tenemos dos puntos de la recta dada podemos hallar la pen-
diente de la misma.
e - 3

m= — S
x,-x, 0- 4

i

Pues bien, como las rectas deben ser paralelas sus valores de pen-
dientes deben ser iguales, por lo tanto, la pendiente de la recta dada la
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utilizamos para asociarla a la recta pedida junto con el punto (3,5) por
donde pasa esta recta.
Utilizamos la formula para hallar la ecuacion de la recta:

Y=V =m(x_x0)
y-5=-2(x-3)
4(y-5)=-3(x-3)
4y -20=-3x+9
3x+4y-29=0

3. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,3) y que
es perpendicular a la recta 5x-6y-17=0.

Solucién. Para resolver este ejemplo nos basamos en el criterio de
perpendicularidad, para ello debemos obtener la pendiente de la recta dada.

Manipulamos la ecuacién de la recta dada hasta llegar a la forma
debida:

Ecuacion dada original: 5x-6y-17 =0

Reordenando términos: 6y = 5x-17
17

Sacando factor comun: 6y =5[x- ?

. 17
Despejando: 6y =5|x- ?
Tomando la forma: 5 17

y - 0 = g X - ‘g‘*

De aqui, si se compara la expresion y-y =m, (x-x,) con

il
PN

5 ( - ﬁ) podemos equiparar m, con 3 . Por lo tanto:

6
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Asi también, utilizando el criterio de perpendicularidad obtenemos
m.(la pendiente de la recta perpendicular a la recta dada).

mm, =-1
1
n?’],2 i
ml
RAPE.
3
6

6

m2 =—§

Con este valor de la pendiente que pertenece a la recta perpendicular
y con el punto dado de dicha recta podemos hallar su ecuacion respectiva.

Y=Y :mz(x—xo)

y~3=—%(x—2)

5(y—3)= —6(x—2)
S5y-15=-6x+12
6x+5y-27=0

Observe la figura 1.29:

51



Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica

Figura 1.29 Grafica de dos rectas perpendiculares

recta original (dada)

X
| M
0 2 4 6 g 10 12 14

recta perpendicular (pedida)

4. Hallar el valor de k de tal manera que las rectas 2x-5y-3 =0y
5x+ky-22 = 0 sean perpendiculares.

Solucion. Como se debe cumplir la condicion de que las rectas sean
perpendiculares, debemos obtener primero el valor de la pendiente de
cada recta.

Pasos Ecuacién 1 Ecuacion 2
Ecuacién dada original: 2X-5)-3=0 5x+ky-22=0
Reordenando términos: -5Y=-2X+3 ky:-5x+22
3 22
Sacando factor comun: -Sy= _2(3' = 5] ky = —5(1 - ?]
N T po3(s2
espejando: 5 > ( 5 ]
2 3
Tomando la forma: y=0= E(“E] v—[)=—§(.\‘—E
k 5
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De estos ultimos resultados se observa que los valores correspon-
dientes de las pendientes son:

B 2 P 3
1 5 2 k
Pues bien, siguiendo el criterio, para que dos rectas sean perpendi-
culares el producto entre sus pendientes debe resultar igual a 1.

mm,= -1
B
5 k
_2_
k
k=2

Por lo tanto, las rectas perpendiculares son 2x-5y-3=0 y 5x+2y-
22=0. Observe la figura 1.30:

Figura 1.30 Grafica de dos rectas perpendiculares 5x+2y-22 =0y
2x-5y-3 =0

Sx+2y-22=0
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Hasta aqui, el lector se encontrard ya familiarizado con la impor-
tancia que tiene la pendiente en una recta, pues es ella quien le ofrece su
caracter de inclinacion y los criterios respecto a ella (la pendiente) sirven
para relacionarla con otras rectas. Con todo esto, muchas veces necesi-
tamos saber de manera inmediata el valor de la pendiente de una recta
expresada en la forma ax+by+c = 0; de donde, despejando la variable se
puede deducir que la pendiente estara dada por:

a
m=——
b
Figura 1.31 Analisis de la pendiente de una recta de la forma
ax+by+c=0
Ay

recta

ax+by+c=0

FSe,

A

)

pendiente

m=—
a

5. Hallar el valor de de tal manera que las rectas kx-2y-2=0 y
3x+(k-5)y+4=0 sean paralelas.

Solucién. Primero, debemos hallar la pendiente de cada una de las

rectas; | a, d, ente dado.
m, =—— m, =——
b, b,
k 3
S S
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Luego, siguiendo la condiciéon de que las rectas deben ser paralelas,
sus pendientes deben ser iguales.
Wll = le

k 3
"R
-6=k2-5k
k*-5k+6=0
(k-3)(k-2)=0
De aqui se observa que existen dos valores de k.

k=3 vy k=2

Ambos valores son validos, pues no existen restricciones.

« Utilizando el valor de k = 3, tenemos

3x=2y-2=0
3x-2y+4=0

Figura 1.32 Graficacion de rectas del ejemplo 5, para k=2

r

3

g

~
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« Utilizando el valor de k=2, tenemos
x-y-2=0
x-y+4=0

Figura 1.33 Graficacion de rectas del ejemplo 5, para k=2

®-y+4=0

yAy

6. Unarectal pasapor los puntos A(-4,-1) y B(11,5), y otra recta [,
pasa por el punto C(-1,6) y el punto D cuya abscisa es 3.

Hallar la ordenada del punto D sabiendo que [, es perpendiculara .
Hallar la ecuacion de ambas rectas.
Solucién. Calculamos la pendiente de [,

Yo—Ys _ 5+l 6

x,-x, 11+4 15

2

ml _— = —

3
Luego, si [, es perpendicular a [, entonces el producto entre sus

pendientes es —1.

m, =m,
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Para resolver el literal (b) necesitamos las pendientes y un punto
cualquiera de cada recta.

Recta 11: Recta lz:
y—yA=m1(x_xA) y—y(-=m2(X—x(‘)
5
y+l=g(x+4) y-6=-=(x+1)
5 2
S(y+1)=2(x+4) 2(y-6)=-5(x+1)
5p+5=2x+8 2y =12 = =5x-5
2x-5y+3=0 Sx+2y-7=0
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Figura 1.34 Graficacion de rectas del ejemplo 6, que pasan
por los puntos A; B; C; D

F

Y

C(_l.r 6)

B(11,5)

L1l: 2x-5y+3=0

5 10 15
L2: 5S5x+2y-7=0

D(3,4)

Circunferencia

La coénica mas sencilla es la circunferencia, la cual expresa el lugar
geométrico de cualquier punto (x,y) que se encuentra siempre a una
misma distancia, llamada radio r, con respecto a otro punto fijo llamado
centro y cuyas coordenadas son C(h,k).

La ecuacién en la forma ordinaria de la circunferencia tiene la
forma:

hkef

r>0

(x-h)*+ (y-k)*=r {

Y la ecuacion general es: Ax*+ By*+Dx+Ey*+F=0
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Figura 1.35 La circunferencia

Aly

b -

De la ecuacidon dada se deduce que cuando la circunferencia tiene su
centro en el origen de coordenadas C(0,0) la forma se reduce a:

X+yi=r
Ejemplos:

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en C (3,-1) y
radio igual a /6.

Solucién. Como tenemos su centro y su radio reemplazamos en la
ecuacion de la circunferencia y obtenemos:

(x-h+ (y-k)* = 12
(x-3)+ (y+1)*= (V6 )°
(x-3)+ (y+1)’=6
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Figura 1.36 Circunferencia con centro C(3,1) y radio J6.

T

-

SMATLAB

% CIRCUNFERENCIA 1

% 1. Hallar la ecuacidédn de la circunferencia con cen-
tro en

$ C(3,-1) y radio igual a (6)"1/2

clc

% ejes
eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros, ' r+-")
hold on

plot (ceros,eje,’ r+-")
% datos

h=3;

k=-1;

r=sqrt (6) ;

% Circunferencia
t=0:0.1:2*%pi;
x=h+r*cos (t);
y=k+r*sin(t) ;

% grafico

plot (x,Vv)

plot (h,k, r*=")
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text (h,k,’C")
grid on

grid minor
axis([-2 8 -5 51)
axis square

2. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en C (-3,-6)
y que pasa por el punto P(1,-1).

Soluciéon. Como tenemos el centro y un punto P perteneciente a la
circunferencia podemos hallar el radio con la férmula de distancia (que
es precisamente de donde se deduce la ecuaciéon de la circunferencia, la
demostracion puede encontrarla en textos de geometria analitica de los
referenciados en la seccion de bibliografia).

et -n ) +0nmn) =)= +(6)- (D) =16+25 =41 =64

Luego reemplazando las coordenadas del centro y el valor del radio
hallado obtenemos la ecuacion:

(x=h)’ +(y-k) =r?
(x=(=3))* + (¥ - (=6))* = (V41)?
(x+3)° +(y+6)* =41

Figura 1.37 Circunferencia con centro C(-3,-6) y punto P(1,-1)

ALy

=15

=15
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SMATLAB
% CIRCUNFERENCIA 2
$ Hallar la ecuacidén de la circunferencia con centro

en C(-3,-06)

% y que pasa por el punto P(1,-1).
clc

% ejes

eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);

plot (eje,ceros,’ r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")

% datos

h=-3;

k=-6;

x1=1;

yl=-1

r=sqrt ( (h-x1) "2+ (k-y1)"2);
% Circunferencia
t=0:0.1:2*%pi;
x=h+r*cos (t);
y=k+r*sin(t) ;

[)

% grafico

plot(x,y)

plot (h,k, " r*=")
text(h,k,’C")
plot(l,-1,"r*-")
text(l,-1,’P")
grid on

axis([-12 6 —-14 4])
axis square

3. Reducir a la forma ordinaria la ecuacién de la circunferencia y
héllense su centro y su radio.

4x°+4y*-24x+16y-30 = 0

Solucién: Pasando el término independiente al segundo miembro y
dividiendo toda la ecuacién para cuatro, tenemos:

62



Geometria Analifica

x2+y2—6x+4y=§

Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuacion tenemos:
RECUERDE: Para completar un trinomio (es decir, convertir un
binomio de la forma ax’+bx en un trinomio cuadrado perfecto) se divide
2

el segundo miembro para 2 y se lo eleva al cuadrado — (E)

x*=6x+9)+(y* +4y+4)="—+9+4
(2 -6549)s b7 sayra)- 2

2 » 41
(x-3)V +(y+2) o

Como ya obtuvimos la ecuacion solicitada se puede observar que su
centro y su radio son:
Centro: C(3,-2) y r = %

Figura 1.38 Circunferencia con centro C(3,-2) y radio v41/2

Aly

-10 =5 10 15
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4. Una cuerda de la circunferencia X*+y = 36 es un segmento de
recta cuya ecuacién es Xx-8y+36 = 0 . Hallar la longitud de la
cuerda.

Solucién. Como se observa la figura 1.39, la recta en donde se
encuentra la cuerda intersecta a la circunferencia en dos puntos.

Figura 1.39 Circunferencia x*+y”* = 36 intersectada
por la recta x-8y+36=0

A\y

10 15

Luego, para hallar la longitud de la cuerda en la recta dada despe-
jamos x

x = 8y-36

Luego sustituyendo este valor de en la ecuacion de la circunferencia
dada tenemos:

xX*+y*=36
(8y-36)*+)* = 36
64y%-576y+1296+)*-36 = 0
65y%-576y+1260 = 0
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Resolviendo este trinomio (por factorizacion de la forma ax*+bx+c,

-b+~b? —4dac
2a

o mediante el uso de la férmula general = que sirve

para resolver una ecuacién de segundo grado ax*+bx+c=0) obtenemos
los valores de y:
y,=49;y,=-48
Reemplazando estos valores en la ecuacion de la recta obtenemos
los valores de :
X, = 3.2; xX,= -4.8
Con estos resultados sabemos entonces que los puntos de intersec-
cion de la recta con la circunferencia son

P (3.2,4.9) y P(-4.8,3.9)

Luego, aplicando la férmula para hallar la distancia entre dos pun-
tos obtenemos la longitud de la cuerda.

PP =(x-x) +(n-3) =\(-48)-(3.2) +(3.9)-49)) =64+1=8.1

MATLAB
CIRCUNFERENCIA 4
4. Una cuerda de la circunferencia x"2+y"2=36 es un
segmento de
% recta cuya ecuacidn es x-8y+36=0. Hallar la longi-
tud de la cuerda.
clc
clf
% ejes
eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros,’ r+-")
hold on
plot (ceros,eje, ' r+-")
% datos
syms a b real
h=0;
k=0;

e e oe
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r=6;
[a
x1l=a
y1l=b (1)
x2=a (2)
y2=b (2)
% Circunferencia
t=0:0.1:2*%pi;
x=h+r*cos (t);
y=k+r*sin(t) ;
% grafico
plot (x,vy)
plot (h,k, " r*=")
text (h,k,’C")
% secante
d=sqgrt ((x2-x1) "2+ (y2-yl)"2)
x=-10:0.1:10;
=(x+36)./8;
plot (x,vy)
% grafico
plot (x1,yl, r*=")
plot(x2,y2,  r*=")
grid on
grid minor
axis([-10 10 =10 10])

axis equal

bl=solve ('x"2+y"2=36", ' x-8*y+36=0")
(1)
(1
(2

5. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo diametro es el seg-
mento de recta que une los puntos (-3,5) y (7,-3).

Solucion. Sabiendo que el punto medio PM del diametro es el centro
C de la circunferencia, se tiene que:

pM=(M’M)

2 2
—347 5—3

C‘( z * 2)
C=(2,1
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Luego, como ya tenemos su centro (2,1) y con un punto P dado en
el ejercicio en este caso vamos a utilizar el punto (-3,5), podemos hallar el
radio con la férmula de distancia.

rey(-x) +(0a-n) ={(2-(3) +(1-5) =V25+16 = V41 = 6.4

Luego en la férmula ordinaria de la circunferencia reemplazamos su
centro y su radio y obtenemos la ecuacion:

(x-h)?+(y-k) =r’
(x-2)7 +(y-1)* = (JJ41)’
(x=2) +(y-1* =41

Figura 1.40 Circunferencia con centro en el punto medio del segmento
formado por (-3,5) y (7,-3)

Tr
5
c (2, 1) N
et aus |
-15 -10 -5 0 5 10 15 ]

TMATLAB

% CIRCUNFERENCIA 5

5. Hallar la ecuacidén de la circunferencia cuyo
didmetro el

% segmento de recta que une los puntos (-3,5) vy
(7,-3) .

o
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clc

% ejes
eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros, ' r+-")
hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
% datos

P1=[-3 5] %PUNTO 1
P2=[7 -3] %PUNTO 2
x1=P1(1); y1=P1l(2); x2=P2(1l); y2=P2(2);
%$Calculos
C=(P1+P2) /2 %CENTRO
h=C (1) % h

k=C (2) % k
r=(P2-P1)/2;

r=norm (r) $ r
Circunferencia
t=0:0.1:2*%pi;
x=h+r*cos (t);
y=k+r*sin(t) ;

% grafico

plot (x,v)

plot (h,k, " r*=")

text (h,k,’C")

% grafico

plot (x1,yl, r*=")
plot(x2,y2, r*=")
grid on

grid minor

axis([-10 10 =10 10])
axis equal

o\°

6. Reducir a la forma ordinaria la ecuacion de la circunferencia y
encuentre el centro y el radio.

10x°+10y2-20x+60y-12 = 0

Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro y
dividiendo toda la ecuacién para 10 tenemos:
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x2+y2—2x+6y=g

Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuacién tenemos:

(x2—2x+l)+(y2+6y+9)=g+l+9

(v=1F + (r+3f =22

Como ya obtuvimos la ecuacion solicitada se puede observar que su

centro y su radio son:
56

Centro: C(1,-3) y r = =

Figura 1.41 Circunferencia 10x°+10y*20x+60y-12=0

-

7. Reducir a la forma ordinaria la ecuacion de la circunferencia y
encuentre el centro y el radio.

24x2+24y*+192x-96y+30 = 0
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Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro y
dividiendo toda la ecuacién para (24) tenemos:
30

2 2
x° + +8x -4y =——
Y Y 24

Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuacion tenemos:

( +8x+16)+ (* — 4y +4)= -2 116 +4
24

A
)_4

Como ya obtuvimos la ecuacion solicitada se puede observar que su
centro y su radio son:

(x+4)2+(y—2

75
C(-42) y » = )

Figura 1.42 Circunferencia 24x’+24y*+192x-96y+30 = 0

T

=1 X

(=1
n
[
o

8. Reducir a la forma ordinaria de la ecuacidn de la circunferencia
dada por la siguiente ecuacion.

x*+y*-10x-8y+41=0
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Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro,
agrupando y completando trinomios tenemos:

(x*-10x)+(y*8y) = -41
(x>-10x+25)+(y* 8y+16) = -41+25+16
(x-5)*+ (y-4)*=0
De esta respuesta se observa que el lugar geométrico es el punto

C(5,4), ya que el valor del radio es cero.

9. Reducir a la forma ordinaria la ecuacién de la circunferencia
dada y encuentre su centro y su radio.
6x°+6)*-60x-24y+192 = 0
Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro y

dividiendo toda la ecuacion para 6 tenemos:

x* +y? —10x—4y=—%

Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuacién tenemos:

(x> =10 +25)+ (17 ~4y+4)=-32425+4
(e-5F +(y-2f =-3
Tras este resultado obsérvese que: (NO EXISTE LUGAR GEOME-

TRICO, YA QUE EL SEGUNDO MIEMBRO DE LA ECUACION DEBE
SER > 0!

Parabola

De manera sencilla se puede decir que una parabola es una curva
que se abre desde un punto V(h,k) llamado vértice de tal manera que
envuelve a otro punto f1llamado foco, de donde la distancia entre el vértice
y el foco es igual a un valor constante p.
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Figura 1.43 La parabola

directriz

<-- p —=3f<-- p -=> eje focal
Vih,k) foco

La recta que contiene al vértice y al foco se conoce como eje focal.
También, si se toma la misma distancia p desde el vértice hacia el lado con-
trario del foco se obtiene un lugar geométrico por donde pasa una recta
conocida como directriz, la cual es perpendicular al eje focal.

La ecuacion ordinaria de una parabola cuyo eje focal es paralelo al

eje x es:
(y-k)*=4p(x-h)

Nota 1: Una vez obtenido el valor p la parabola se abre hacia la dere-
cha si este valor es positivo y hacia la izquierda si es negativo.

Asi mismo, si la parabola tiene su eje focal paralelo al eje y, su ecua-
cion ordinaria sera de la forma:

(x-h)*=4p(y-k)
Nota 2: Una vez obtenido el valor p la parabola se abre hacia arriba
si este valor es positivo y hacia abajo si es negativo.
La ecuacion general de una parabola horizontal o vertical es respec-

tivamente: Cy*+Dx+Ey+F=0 Ax*+Dx+Ey+F=0
Ejemplos:
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1. Dada la ecuacion de la parabola , encontrar las coordenadas del
foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto.

Solucion. Despejamos de la ecuacion dada y de ahi se observa que:

2= -4x
De la ecuacidn de la parabola se tiene que:
4P = -4
P=-1

Entonces la coordenada del foco es: F(-1,0). Luego la ecuacién de la
directriz (observando la figura 1.44) es:

x=1
Por definicién la longitud del lado recto sera:
LR = [4P|
LR = |-4
LR=4

El lado recto (L.R.) es un segmento de recta perpendicular al eje
focal que une dos puntos de la pardbola pasando por el foco, la longitud
de este segmento es L.R = |4P)|.

Figura 1.44 Parabola 2y” = -8x

directriz

<-— p —=>f<—— p ——> eje focal
Vih,k) foco
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SMATLAB

% PARABOLA HORIZONTAL

% 1. Dada la ecuacidén de la parabola 2y"2=-8x, encon-
trar las

% coordenadas del foco, la ecuacidédn de la directriz y
la longitud

% del lado recto.

clc

clf

%ejes

eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros, ' r+-")
hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
%datos

h=0;

k=0;

p=-1;

$pardbola horizontal
t=0:0.1:2*%pi;

x=h+p./ (tan(t) .*tan(t));
y=k+2*p./tan (t);
$grafico

plot (x,y)

text (h,k,’V")

text (h+p, k,"F")
%directriz
y=-10:.1:10;

x=h-p;

plot(x,y, " b.-")
Srejilla

grid on

grid minor

axis ([-10 10 -10 101)
axis square
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2. Dada la ecuacién de la parabola y*-4y+6x-8=0, encontrar las
coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz y la longitud
del lado recto.

Solucion: Pasando la expresion 6x-8 al segundo miembro, comple-
tando el trinomio cuadrado y equilibrando la ecuacién tenemos:

y*-4y+4=-6x+8+4
(y-2)* = -6x+12
(y-2)* = -6(x-2)

De esta ecuacidn se observa que el vértice es V(2,2)
También se tiene que

4P = -6
p=-3
3

Luego las coordenadas del foco son # (% ; 2)

La ecuacion de la directriz es:

&
X =-—
2
La longitud del lado recto es:
L.R = |4P|
LR=6
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Figura 1.45 Parabola y*-4y+6x-8 = 0

T
directriz x=3.5
5

eje focal y=2 F|(0.s,2)
i

/v(z.er

-

3. Encontrar la ecuacion de la pardbola que tiene foco (5, -2) y
directriz y=1.

Solucion. La definicion de parabola establece que la distancia dFP
de cualquier punto (x,y) de la parabola con respecto al foco, es igual a la
distancia dAP con respecto a la directriz. Con esto se tiene que

dFP = dAP
De donde,

dFP =+(x-5) +(y+2)
dAP = \/(x—:hc)2 +(y—l)2

Igualando las dos distancias tenemos:

V=) +(r+2f =-xf +&-D
Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando las raices:
(x-5)*+(y+2)*= (y-1)?
x*-10x+25+y*+4y+4 = y*-2+1
x>-10x+25+4y+4+2y-1 =0

Entonces la ecuacion de la parabola nos queda:
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x*-10x+6y+28 = 0

Figura 1.46 Parabola con foco en (5,-2) y directriz y =1

sty
directriz y=1 %
-10 =5 0 o 10 15 20
v({5,-0.5)
F (S,-2)
-10

4. Encontrar la ecuacion de la parabola que tiene vértice en (2, -2),
y que pasa por el punto (5, -5).

Solucién. Dado el vértice y el punto reemplazamos en la ecuacion de
la parabola y obtenemos el valor de P.

(y-k)* = 4P(x-h)
(-5+2)> = 4P(5-2)
9=12P

Luego, con este valor de P y con el vértice de la pardbola, reempla-
zamos y obtenemos la ecuacion solicitada.

(y+2)* = 3(x-2)
y: +4y+4y=3x-6
y*-3y+4y+10=0
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Figura 1.47 Parabola con vértice en (2,-2) y punto (5,-5)

15),

2 directriz x=1.25

vz, -2)

% [ ]

F(2.75,-2)

5. Hallar la ecuacién de la parabola cuyo vértice y foco son los
puntos V(-5,2) y f(-1,2). Hallar también la ecuacion de su direc-
triz y su eje focal.

Solucién. Como nos dan las coordenadas del vértice y del foco,
podemos obtener el valor de P (restando las abscisas) y tenemos:

P=-5-(-1)]
P =|-5+1|
P=4|

Luego reemplazando en la ecuacion de la parabola tenemos:
(y-k)*= 4P(x-h)
(y-2)*= 16(x+5)
Ecuacion del eje paralelo a x:
y=2
Ecuacion de la directriz:

y=-9
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Figura 1.48 Parabola con vértice en (-5,2) y foco (-1,2)

-
20}
directriz
x=-9 o
F(-1,2)
V(-5,2) %
-30 -20 =10 ] 10 20 30 ]
)
-10

6. Dada la ecuacidn de la pardbola , encontrar las coordenadas del
foco, la ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto.

Solucién. Trasponiendo términos, sacando factor comun y comple-
tando trinomios, tenemos:

3x2 -9x=5y+2
3(3{2 —3,7:+2)=5y+2+E
4 4

De aqui se observa que el vértice es V (3 = Z) , también que:

27 4
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Luego la coordenada del foco es & ( % i i)

3
. . . 13
La ecuacion de la directrizes = — ——
6
Longitud del lado recto L.R = |[4P| se convierte en L.R = %
Figura 1.49 Parabola 3x>-9x-5y-2 = 0
Ty
4
2
X
-6 -4 -2 No 2 4 6 8
\ F csfz,/w 3)
=2 directriz y=-13/6
V(3/2,-7/4)

SMATLAB

% PARABOLA HORIZONTAL

% 6. Dada la ecuacidédn de la parédbola 3x"2-9x-5y-2=0,
encontrar

% las coordenadas del foco, la ecuacidn de la direc-—
triz vy

% la longitud del lado recto.

clc

clf

%ejes
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eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros,’ ' r+-")
hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
%datos

h=3/2;

k=-7/4;

p=5/12;

%parédbola
t=0:0.1:2*%pi;
x=h+2*p*tan (t);
y=k+p*tan(t) .*tan(t);
%grafico

plot (x,v)

text (h,k, V")

plot (h, k+p, "r*=")
text (h, k+p, "F’)
%directriz
x==10:.1:10;

y=k-p;
plot(x,y, " b.=")
$rejilla

grid on

grid minor

axis ([-10 10 -10 101)
axis square

7. Dada la ecuaciéon de la pardbola 4x*+48y = 0, encontrar las
coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz y la longitud
del lado recto.

Solucion: Despejamos de la ecuacion dada y de ahi se observa que:

x*=-12y
De esta expresion obtenida se observa que:
4P = -12
P=-3

Entonces la coordenada del foco es F(0,-3).
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Luego la ecuacion de la directriz:

y=3
La longitud del lado recto sera:
L.R = |4P|
LR=|12|
LR=12

Figura 1.50 Parabola 4x*+48y =0

sby

directriz y=3

-25  -20 -15  -10 y’ u\ 10 15 20 25

IF(0,-3)

-

-5

-10

=15

-20

Elipse

Considérese a la elipse, como una curva plana cerrada mas bien de
forma ovalada que consta de un punto central C(h,k), dos vértices V, y V.,
que al mismo tiempo, se corresponden lateralmente con dos focos f, y f,.
El segmento de recta que une los vértices se conoce como eje mayor; este
segmento es perpendicular a otro que intercepta al centro y que une dos
puntos de la elipse, y se lo conoce como eje menor.
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Figura 1.51 Elipse paralela al eje x

Ay
/ L)

Semieje menor (b)
Semieje focal (c)
- e
Veértice 2 Foco 2 Y Foco 1

\ Semieje mayor (a)
- k_/ T

'

Veértice 1

La ecuacion en la forma ordinaria de una elipse cuyo eje mayor es
paralelo al eje x como lo muestra la figura 1.51 es de la forma:

2 2
o
2 2 -
a b
Si la elipse posee el eje mayor paralelo al eje y (figura 1.52) entonces
su forma ordinaria sera:

(- -k _,
b’ at
Observe entonces que el paralelismo de la elipse se corresponde con
la posicion de su eje mayor.
La ecuacion general de una elipse es: Ax*+Cy*+Dx+Ey+F = 0 donde
Ay C tienen el mismo signo, o el producto A.C > 0.

La forma de determinar si se trata de una elipse horizontal o vertical,
es recordando que en toda elipse se cumple que a > b. Asi:

« Siel mayor coeficiente esta bajo (x-h)* la elipse es horizontal

« Siel mayor coeficiente esta bajo (y-k)* la elipse es vertical
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Las longitudes de los semiejes mayor, menor y focal se relacionan
mediante la ecuacién:

a* = b*+¢?

2
La longitud del lado recto es LLR = i
a

Figura 1.52 Elipse paralela al eje y

értice 1

Semieje focalfc)

emieje menor (b

Semiaje maypr (a)

Foco 2 @

¥ Vértice 2

Otra caracteristica que presenta la elipse es su excentricidad e, que es
la relacion entre los semiejes focal y mayor.

C
€ =—
a
Ejemplos:

2 2

1. Sealaelipse ;C_e -+ yT = 1. Realizar el grafico. Hallar las coor-

denadas de los focos y la excentricidad.
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Solucién. El centro de la elipse esta en (0, 0) y por la forma de su
ecuacion se tiene que es paralela al eje . Siendo las longitudes de los semie-
jes mayor y menor 4=+/36 =6 y b= Ja=2 respectivamente. Luego

2= at-b?
2 =36-4
P B

Por lo tanto, las coordenadas de los focos son f,(4+2.0) y
/2(=44/2,0); y su excentricidad estd dada por

2V2

C
e =—=
a 3
X2 2
Figura 1.53 Elipse > 4+ 2 — ]
36 4
Tr
4
(2,0)
vz (-6,0) )| F2(-5.6,0) E1(5.6,0) v1(6,0) X|
- -4 -2 0 2 4 3 d

(-2,0)

MATLAB

ELIPSE HORIZONTAL

1. Sea la elipse x"2/36 + y"2/4 =1. Realizar el
gréafico.

% Hallar las coordenadas de los focos y la
excentricidad.

e e oe

clc
clf
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%ejes

eje=[-10:1:10];
ceros=zeros (1,21);
plot (eje,ceros, ' r+-")
hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
%datos

h=0; k=0; a=6; b=2;
%elipse

c=sqgrt (a”2-b"2)
t=0:.05:2*%pi;
x=h+a*cos (t) ;
y=k+b*sin (t) ;

%grafico
plot (x ,y)
plot frx=")
text h+ 2 k,”C")

plot (h+c,k, " z*=")

text (h+c-.4,%k,’F")
plot (h-c, k, )
text (h-c+.2, k, ")

plot (h+ta, k, r*-’ )
text (h+a+.2, k, V’)
plot (h-a,k, ")
text (h-a-. 5,k, VAR
grid on

(h
(
(
(
(
(
(
(
(
(

grid minor
axis ([-10 10 -10 107)
axis square

2. Sea la elipse 16x°+y*-96x-2y+129 = 0. Realizar el grafico.
Hallar las coordenadas de los focos y la excentricidad.

Solucion. Reordenando los términos, despejando el término inde-

pendiente y factorizando, se tiene.

16(x*-6x)+(y*-2y) = -129
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Completando trinomios y equilibrando la ecuacién:
16(x*-6x+9)+(y*-2y+1) = -129+144+1
16(x-3)*+(y-1)* =16

x-3’ @-D*_,
1 16

De aqui se observa que el centro de la elipse estd en (3, 1) y por
la forma se tiene que es paralela al eje (mayor denominador). Siendo las
longitudes de los semiejes mayor y menor a=+v16 =4 y b=+1=1 res-
pectivamente. Luego:

a*-b?
16-

[a—

CZ
CZ
C

=

=%

Por lo tanto, las coordenadas de los focos son f;3,1++/15) v
£:(3.1-15) y su excentricidad esta dada por:

c 15

== —
a 4
Figura 1.54 Elipse 16x*+y*-96-2y+129 = 0
T Vv1(3,5)
F1(3,4.8)
4
2
c(3,1
x
-4 -2 0 4 6 8 10 d
-z
F2(3,-2.8)
V2 (3, -3)
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% ELIPSE VERTICAL

% 2. Sea la elipse 16x"2+y"2-96x-2y+129=0. Realizar
el grafico.

% Hallar las coordenadas de los focos y la
excentricidad.

clc

clf

%ejes

eje=[-10:1:10];

ceros=zeros (1,21);

plot (eje,ceros, ' r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")

%datos

h=3; k=1; a=4; Db=1;

%elipse

c=sqgrt (a”2-b"2)

t=0:.05:2*%pi;

x=h+b*cos (t) ;

y=k+a*sin (t) ;

%grafico

plot (x,y)
plot(h,k, " r*=")
text (h+.1,k,’C")
plot (h, k+c, r*=")
text (h, k+c-.4,"F")
plot (h,k-c, " r*=")
text (h,k-c+.2,"F ")
plot (h, k+a,’  r*=")
text (h,k+a+.2,’V’")
plot (h,k-a,’ r*=")
text (h,k-a-.5,"V"'")
grid on

grid minor
axis([-2 8 -4 6])
axis square
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3. Sea la excentricidad de la elipse e = 0.8 y su centro ubicado en
C (-2,-2) . Hallar la ecuacion de la elipse si esta es paralela al eje
x. Graficar la elipse.

Solucion. Por el valor de excentricidad se tiene que:

8 4 ¢
e=08=—=—=—
10 5 a
—a=5
—c=4

Sh gt -t
b*=25-16
b=3

Luego, considerando los valores de g, b y las coordenadas del centro,
la ecuacidn de la elipse es:

(x+27  (+2)° _

1
25 9
Figura 1.55 Elipse paralela al eje x, con e = 0.8 y centro ubicado en (2, -2)
2ty
——
\ %
-10 -8 -4 - 0 4 K
—— £1(-6,-2) C-2,-2)_ LLACTC)) W
-4
_——-"’""—
-6
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4. Hallar la ecuacidon de la elipse, si su centro es C (4

, —1), uno de
los focos en (1, -1) y pasa por el punto (8, -1).

Solucién. Con el centro y uno de los focos dados podemos encontrar
el valor de ¢ y asimismo con el centro y el punto dado podemos encontrar
el valor de a con la férmula de distancia entre dos puntos.

FC=c=(x,=x) +(v-n) =y(4=1)+(-1=(=D)’ =O+0 =3

Entonces: ¢ =3

PC=a=y(x,-x) +(v-3) =(#-8) +(-1-(-D)’ =16+0 =4
Entonces: a = 4

Luego por el teorema de Pitagoras encontramos el valor de b

b=+a’-c’ \/ \/16— =\/7

Luego determinamos los vértices y el otro foco, y nos queda:

V. (h+ak); V,(4+4-1); V,(8,-1)
V,(h+a,k) ; V,(4-4-1) 5 V,(0,-1)
F,(h+ck) ; F(4+3-1) ; F,(7,-1)

Luego, considerando los valores de g, b y las coordenadas del centro,
la ecuacion de la elipse es:

(x=h)  (y=K)
a’ b*
(x-4) N (y+1)’
16 7

=1

-1
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Figura 1.56 Elipse paralela al eje x, con centro en (4,-1) y vértices en
(0,_1) V (8y_1)

-2 f 2 4 6 \a 10 1
£1(1,-1 :
(1,-1) £2(7,-1) V2 (8, -1)
c(4,-1)

5. Los focos de una elipse son los puntos (5, 10) y (5, 2) y la lon-
gitud de su eje menor es 10. Hallar la ecuacion de la elipse, su
excentricidad y las coordenadas de sus vértices.

Solucién. Como nos dan la longitud del eje menor es:

2b=10
b=5
Luego determinamos las coordenadas del centro de la elipse:
e 545 k= 10+2
2 2
h=5 k=6
c(5,6)
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Luego con el centro y uno de los focos dados podemos encontrar el
valor de ¢ con la férmula de distancia.

FC=c=\(x,-x) +(3-n) =y(5-5)+(10-6)" =0+16 -4

Luego por Pitagoras encontramos el valor de ¢ :

a=V+b* = (4 +(5) =16+25 =41-64

Luego, considerando los valores de a, b y las coordenadas del centro,
la ecuacion de la elipse es:

(=57 (=6 | ,_C_ %

25 41 a ~41
Luego determinamos los vértices y nos queda:
V2(5,12.4) V1(5,—0.4)
Luego su excentricidad esta dada por:

c 4

a 41
Figura 1.57 Elipse paralela al eje y, con centro en (5,6) y vértices
en (5,-0.4) y (5,12.4)

5

v2(5,12.4)

10 £2 {5, 10)

BZ

C(5,86)

f1(5,2)

N

""‘-l-q_
v1(5,-0.4)

-10 -5

o
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6. Hallar la ecuacion de la elipse, si su centro es C (0, 0), uno de los

1
vértices en (0, 8) y su excentricidad es e=—.

Solucion. En el vértice de la elipse dada tenemos: a = 8 y las coorde-
nadas del otro vértice son (0, -8).

C
En la excentricidad: € =—
a

1

- de donde: c =4

Luego por Pitagoras encontramos el valor de :

b=+a*-¢c* \/ m =«/E=4«/§

Luego, considerando los Valores de g, b, la ecuacion de la elipse es:

2 2

b- a

2 2
Xy
48 64

Coordenadas de los focos: F1(0,4) y FZ(O,-4)

Figura 1.58 Elipse paralela al eje y, con centro en el origen
y vértices en (0,8) y (0,-8)

1(0, 8)

[ /\\
SR R

vz (0, -8)

y

-15 =10
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7. Los vértices de una elipse son los puntos (-4, 8) y (-4, -4) yla
longitud de su lado recto es 3. Hallar la ecuacion de la elipse, su
excentricidad y las coordenadas de sus focos.

Solucién. Con los vértices de la elipse encontramos la longitud del
eje mayor, podemos encontrar el valor de a con la férmula de distancia.

VVy=a=\(x,=x) +(r-n) =y(-4-(4) +(-4-8) =J0+144 =12

Longitud del eje mayor es:

2a =12
a==6

Luego determinamos las coordenadas del centro de la elipse:

5= —4-4 k= 8-4

2 2
h=-4 k=2
C('4>2)
2
Luego, como la longitud del lado recto es: L =3,dedonde b =3:
a

Luego por Pitagoras encontramos el valor de c:
=Va’-b’ 1/ =436-9 =+427=5.1

Luego, considerando los valores de a, b y las coordenadas del centro, la
ecuacion de la elipse es:

(x+4)° L0 2)*
9 36
Luego determinamos los focos y nos queda:

F(-4,7.1) F(-4,-3.1)

=1
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Asi mismo, su excentricidad esta dada por:

c 27

Figura 1.59 Elipse paralela al eje y, vértices en (-4, 8) y (-4, —-4),
longitud de lado recto igual a 3

-

sty
F1(-4,7.1)
6
4
2
c(-4,2)
b
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 & 4 6 8
-2
F2(-4,-3.1)
-4
V2 (-4,-4)

Hipérbola

Una hipérbola se construye a manera de dos curvas aproximada-
mente parabolicas en direccidon contrarias; es decir, una hipérbola es una
grafica con dos partes.
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Figura 1.60 La hipérbola

Y

Rectangulo auxiliar

V2 vy F1
] C(h,k) 4 -

\
/

F2
L
/ x
A
L4
// asintotas \\

La ecuacion ordinaria de una hipérbola cuyo eje focal (segmento
recto que une los dos focos) es paralelo al eje x es de la forma:

(x=h)" (y=k)" _
a’ b

Si la hipérbola posee el eje focal paralelo al eje y, entonces su forma

1

sera:

(v-K)" _(x-1)
a’ b’

La ecuacion general de una hipérbola es: Ax*+Cy*+Dx+Ey+F = 0
donde A y C tienen diferente signo, o el producto A.C < 0.

Observe entonces que el paralelismo de la hipérbola se corresponde
con la posicion de su eje focal, tanto con la variable positiva; sin importar
los valores a y b.

Nuevamente como se consider6 en la elipse, en la hipérbola la dis-
tancia desde el centro hasta el vértice es una longitud a que se lo conoce
como semieje transverso; la distancia desde el centro, perpendicular al eje
transverso, hasta el lado del rectangulo auxiliar posee una longitud b que se

2

1
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lo conoce como semieje conjugado; la distancia desde el centro a cualquiera
de los dos focos posee una longitud ¢ que se lo conoce como semieje focal.

Las longitudes de los semiejes focal, transverso y conjugado se rela-
cionan mediante la ecuacion:

c=a*+ b?

La excentricidad e de una hipérbola es la relacion entre los semiejes
focal y mayor.

Asi también, podemos hallar la longitud del lado recto en una hipér-
bola, recordando que este lado recto corresponde al ancho de la hipérbola
a nivel del foco. Es decir, un segmento de recta perpendicular al eje focal
que une dos puntos de la curva.

Lado recto: B2

LLR = 20
a

Ejemplos:
1. Hallar la ecuacion de la hipérbola, las coordenadas de los vértices,

la longitud del eje transverso y excentricidad, cuyos focos son
£,(0,10) y £,(0,-10); la longitud del eje conjugado es igual a 16.

Solucién. Por la posicion que tienen las coordenadas de los focos se
concluye que la hipérbola es paralela al eje de las y, y su centro esta deter-
minado por el punto medio entre los focos

C=(xl+x2 y1+y2)

2 72
C(w,m—m)
27 2

c(0.0)

Luego, la hipérbola tiene su centro en el origen. Siendo las longitu-
des de sus semiejes:
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c=10
p-10_g
2
A=ct—b
a® =100-64
a=6
De aqui se tiene que: ) )
o Ecuacion de la hipérbola: Y _r

64

o Coordenadas de los vértices: V1(0,6) y VZ(O,-6)

o Longitud del eje transverso: 2a =12
c_10_s

a 6 3
« Asintotas: by + ax=0 ; by-ax=0

o Excentricidad: e =

Entonces tenemos que:
8y+6x =0 ; 8y-6x=0

Figura 1.61 Hipérbola con f,(0,10) y £,(0,10), y longitud del
eje conjugado 16

3]
F1(0,10)

5:v1(0, 6)

=20 =15 =10 -5 5 10 15 zZ0

v2(0,-6)

-5

=104
F2(0,-10)
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MATLAB

HIPERBOLA EJE TRANSVERSO VERTICAL

1. Hallar la ecuacién de la hipérbola, las coorde-
nadas de los

% vértices, la longitud del eje transverso y excen-
tricidad cuyos

% focos son F1=(0,10) y F2=(0,-10), y la longitud del
eje conjugado

% es igual a 16.

clc

clf

%ejes

eje=[-15:1:15];

ceros=zeros (1,31);

plot (eje,ceros, ' r+-")

hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
%datos

h=5; k=0; ¢=10; b=8;
a=sqgrt (c"2-b"2)

$hipérbola

t=0:0.1:2%pi;

x=h+b*tan (t); %x=h+b*tan(t)
y=k+a*sec(t); Sy=kta*sec(t)
%asintotas

x1=-10:1:10;

yl=a* (x1-h) /b+k;

y2=-a* (x1-h) /b+k;

%grafico

plot (x,vy)

$CENTRO (h, k)

plot(h,k, " r*")

text (h,k,’C")

$GRAFICO ASINTOTAS
plot(x1l,vyl, r—--",x1,y2, ' r—=")
SVERTICES

plot (h,k-a,’r*’",h,k+a, r*")
text (h,k-a,’'Vv’’")

text (h,k+a,’V’)

$FOCOS

o® o o
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plot (h,k-c,’r*’ ,h, k+c, " r*")
text (h,k-c,’C"")

text (h,k+c,’C")

% EJE CONJUGADO

plot (h-b,k, " r*’" ,h+b,k, " r*")
text (h-b,k,’'b" ")

text (h+b, k, " b")

grid on

grid minor

axis([-15 15 -15 157)

axis square

2. Dada la ecuacidn de la hipérbola, determinar las coordenadas
del centro, vértices y focos, excentricidad, las longitudes de los
ejes transversos y conjugados, y del lado recto.

x*-16y*+2x+64y+81 = 0
Solucién. Reordenando términos, agrupando, completando trino-
mio y factorizando, tenemos:

(x*+2x)-16(y* -4y)=-81
(% +2x+1)-16(y" -4y+4)=-81+1-64
(x+1)"-16(y-2)" =-144
(

y- 2) (x+ 1)
9 144

=1

De acuerdo con esta ecuacion se tiene que:

a=\/§=3
“V144-12
cc=a’+b
> =9+144

c=3\/ﬁ
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De aqui se concluye que

Coordenadas del centro: C(-1,2)

Coordenadas de los vértices: V1('15) y Vz(—l,-l)

Coordenadas de los focos:

F-12+317) ¥ f,(-1,2=3J17)

Excentricidad: ¢ = <c_ ﬂ = \/ﬁ
3

a

Longitud del eje transverso: 2a = 6

Longitud del eje conjugado: 2b = 24

2
Longitud del lado recto: LLR = 2 _ 2(1344) =96
a
Asintotas: y—2+x_+1= y;Z_x_-l-l=
12 3 12
x+4y-7=0 ; x-4y+9=0

Figura 1.62 Hipérbola x*-16y*+2x+64y+81 = 0

e

i

(-1,14.36)
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3. Los vértices de una hipérbola son (0, 6) y (0,-6) y su excentrici-
dad es igual a % . Hallar la ecuacién de la hipérbola y las coor-
denadas de sus focos.

Solucién. En los vértices de la hipérbola dada tenemos que:

a==6

C
En la excentricidad: € = —

a

5 ¢
3 6
c=10

Luego por Pitagoras encontramos el valor de b:
b=V —a® =10 -(6) =+100-36 =+64=8

Luego, considerando los valores de 4, b, la ecuacion de la hipérbola es:

2 2
a b
yo_x
36 64

Coordenadas de los focos: FI(O,IO) y FZ(O,-IO)

« Asintotas: by+ax =0 ; by-ax =0

8y+6x =0 ; 8y-6y=20
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Figura 1.63 hipérbola con vértices en (0, 6) y (0 ,-6) y excentricidad
esigual a 5/3

2%y

F1(-1,14.36)

-10

F2(-1,-10.36)

=15

4. Los focos de una hipérbola son (-9, 4) y (-3, 4) y la longitud
del eje conjugado es igual a 4. Hallar la ecuacion de la hipérbola,
las coordenadas de sus vértices y su excentricidad.

Solucion. Como el eje conjugado es: 2b = 4 ; de donde: b = 2
Luego determinamos las coordenadas del centro de la hipérbola.

po973 A4
2 2

h=—-6 k=4
C(_6:4)

Luego con el centro y uno de los focos dados podemos encontrar el
valor de ¢ con la férmula de distancia.

FC=c=\/(x2—xl)2+(y2—yl)2 =\/(—6—(—9))2+(4—4)2 =9+0-=3
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Luego por Pitdgoras encontramos el valor de a:
=Vc?-b* =,/(3) =9 =5=22

Luego, considerando los valores de 4, b y las coordenadas del centro,
la ecuacidn de la hipérbola es:

(x=hY (=K

e 2
(x+6)° (y=4)’
5 4
Luego determinamos los vértices y nos queda:
V (h+ak) ; V (-6+2.2,4) ; V (-3.8,4)
V,(h-a,k) ; V,(-6-2.2,4) 5 V (-8.2,4)

Luego su excentricidad esta dada por:

=1

=1

Asintotas: (X—h)+(y—k)=0 . (x-h) (y-k)
a b a b

=0

x+6 y-4 x+6 y-4

P A A | AT _ T

s o2 0 52

2x+5y+305=0 2x-+/5y+209=0
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Figura 1.64 Hipérbola con focos en (-9, 4) y (-3, 4) y longitud del eje
conjugado igual a 4

¥

iz

F2 (-9, 4) \\NQ

p =

SMATLAB

% HIPERBOLA EJE TRANSVERSO HORIZONTAL

% 4. Los focos de una hipérbola son (-9 , 4) y (-3 ,
4) y la longitud

% del eje conjugado es igual a 4. Hallar la ecuacidn
de la hipérbola,

% las coordenadas de sus vértices y su excentricidad.
clc

clf

%ejes

eje=[-15:1:15];

ceros=zeros (1,31);

plot (eje,ceros,’ r—--")

hold on

plot (ceros,eje, ' r—-")

%datos

h=-6; k=4; c=3; b=2;

a=sqrt (c"2-b"2)

$hipérbola

t=0:0.1:2*pi;
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x=h+a*sec (t); %x=h+a*sec(t)
y=ktb*tan (t); %Sy=kt+b*tan(t)
%asintotas

x1=-10:1:10;

yl=b* (x1-h) /a+k;

y2=-b* (x1-h) /a+k; ;
%grafico

plot (x,y)

plot(x1l,vyl, r--",x1,y2, ' r—=")
$CENTRO (h, k)

plot(h,k, " r*")

text (h,k,’C")

FFOCOS

text (h-c,k,’F27)

text (h+c, k, "F1")

plot (h-c,k, r*’,h+c, k, ' r*’)
% EJE CONJUGADO
plot(h,k-b, " r*",h,k+b, " r*")
text (h,k=-b, b’ ")
text (h, k+b, "b")

grid on

grid minor

axis ([-15 15 -15 157)

axis square

5. Hallar la ecuacién de la hipérbola y su excentricidad, si los
vértices son los puntos (4,0) y (-4,0) y sus focos son los puntos
(7’0) Y (_770)

Solucién. Como nos dan las coordenadas de sus vértices y focos,
tenemos:

En V(4,0) ; a=4
En F(7,0); ¢=7

Luego por el teorema de Pitagoras encontramos el valor de b:

b=~Nc*-a’ ,/ =J49-16 =+/33
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Luego, considerando los valores de a y b, la ecuacion de la hipérbola

es:
52 yz
—~ - 7=1
a b
2 2
X
XY
16 33
Luego su excentricidad esta dada por:
_c 1
a 4

. Asintotas: bx+ay =0 ; bx-ay =0

\/§X+4y=0 5 \/gx—4y=0

Figura 1.65 Hipérbola con vértices en (4,0) y (-4,0) y focos en los puntos
(7y0) Yy (_7,0)

ry

x
F2(-7,0) Y Vi 1(7,0) +
-10 -8 - - 5 H |

-14 -12 i0 12 14
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6. Dada la ecuacion de la hipérbola , determinar las coordenadas
del centro, vértices y focos, excentricidad, las longitudes de los
ejes transversos y conjugados, y del lado recto.

Solucién. Segun esta ecuacion se tiene que:

a=\/E=4
b=+9=3

ct=a’ +b*
c?=16+9
c=5

De aqui se concluye que:

« Coordenadas del centro: C(0,0)
«  Coordenadas de los vértices: v,(0,4) y v,(0,-4)

«  Coordenadas de los focos: f,(0,5) y £,(0,-5)
c 5
o Excentricidad: e=—=—

a 4

« Longitud del eje transverso: 2a = 8

+ Longitud del eje conjugado: 2b = 6
2
o Longitud del lado recto: IR = & = @ = %
a

o Asintotas: by+ax =0 ; by—ax =0
3y+4x =0 ; 3y-4x=0
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p

14

7. El centro de una hipérbola es el punto C(3,7) y uno de sus focos
es F (9,7); si la excentricidad es igual a 3. Hallar la ecuacion, las
coordenadas del otro foco y de sus vértices y las longitudes de
sus ejes transverso y conjugado.

Solucion. Con el centro y uno de los focos dados podemos encontrar
el valor de ¢ con la férmula de distancia.

FC=c=\(x,-x) +(3s-3) =y(9-3) +(7-7) =/36+0

c=6
En la excentricidad:
C
e=—
a
6
3=2
a
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Luego por Pitégoras encontramos el valor de b :

b=+Nc’-a’ ,[ \/T =\/§=4\/§

Luego, considerando los valores de 4, b y las coordenadas del centro,
la ecuacidn de la hipérbola es:

(x=hY  (y=k)

a’ b? =1
(=3 _0-7"_,
4 32

Luego determinamos los vértices y nos queda:
V (htak) 5 V.(3+2,7) ;5 V.(57)
V.(h-ak) 5 V,(3-2,7) 5 V,(1,7)
Luego determinamos las coordenadas del otro foco:

F (h-c¢k); F(3-6,7) 5 F(3-7)

« Longitud del eje transverso: 2a = 4

« Longitud del eje conjugado: 2b = 82

2
o Longitud del lado recto: IR = & = @ =32
a

o Asintotas: ¥~ 2 3 y‘ 0 X2 3 y—

4J_ 2 4J_

4J5x+2y—3o.9=0 s 42x-2y-29=0
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Figura 1.67 Hipérbola con centro en C(3,7) , un foco en F,(9,7)y
excentricidad 3

25]” /

B2 -37) vagvi F1(9,7)

-30 -25 -20 -15 -10 -5 ,6 L 10 15 20 25 30

Ejercicios adicionales

A continuacién, para mejorar la habilidad del estudiante se presen-
tan diversos ejercicios resueltos.

1. Reducir a la forma ordinaria la ecuaciéon de la circunferencia y
héllense su centro y su radio.

4x°+4y*+28x-8y+53 = 0

Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro y
dividiendo toda la ecuacion para 4 tenemos:

x2+y2+7x—2y=—%

Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuacién tenemos:

49 53 49
X+ Tx+—|+(y" -2y+1)=—"+—+1
( 4) (7 -2v41) =00
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(x+%)2+(y—1)2 =0

Tras este resultado obsérvese que: {NO EXISTE UNA CIRCUNFE-
RENCIA, YA QUE EL SEGUNDO MIEMBRO DE LA ECUACION DEBE
SER > 0, LA ECUACION REPRESENTARIA EL PUNTO (-7/2, 1)!

2. Dada la ecuacién de la hipérbola, determinar las coordenadas
del centro, vértices y focos, excentricidad, las longitudes de los
ejes transversos y conjugados, y del lado recto.

9x*-16)*-18x-64y-199 = 0

Solucion. Reordenando términos, agrupando, completando trino-
mios y factorizando se tiene:

9(x* - 2x)-16(y* +4y) =199
9(x* = 2x+1)-16(y* +4y+4) =199 +9 - 64
(x=1)"-16(y+2)" =144

(x=1)°_(p+2) _

16 9

1

Segtin esta ecuacidn se tiene que:
a= \/E =4
b=~9=3

=a’+b
> =16+9
c=5

De aqui se concluye que:
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Coordenadas del centro: C(1,-2)
Coordenadas de los vértices: V1(5,-2) y Vz(—3,-2)

Coordenadas de los focos:f1(6,—2) Yfz('4’_2) y
c 5

Excentricidad: e = — = —
a

Longitud del eje transverso: 2a = 8

Longitud del eje conjugado: 2b = 6

2
Longitud del lado recto: LR = & = @ = %
a

(=l 0=k _o @b 4=k _,
a b a b

Asintotas:

3x+4y*+5=0 ; 3x-4y-11=0

Figura 1.68 hipérbola 9x2-16)*-18x-64y-199 = 0

4

[

y

6 =] 10 12

-2\0 2 4

v2(-3,-2) X Viis,-2)

Fl(6,-2)

13
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3. Uno o varios de los siguientes enunciados son VERDADEROS,
identifiquelos.

A. La excentricidad de x*-2y* = 6, es 3. (FALSO)

Justificacién. Dividiendo toda la ecuacidn para 6 se tiene:

2 2
XY

6 3
Segun esta ecuacion se tiene que:
=6
—b=+/3
—c’=a’+b’
c’=6+3
c=3

Luego su excentricidad esta dada por:

emfa3
a 6

B. La directriz de 2x*-y = 6; es y = -3. (FALSO)
Justificacién. Despejamos x* de la ecuacion dada y de ahi se observa que:
1
2
x =—(y+6)
2

De esta expresion obtenida se observa que:

ap=1
2
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p=l
8
Luego la ecuacion de la directriz:
y=P
1
Y="%

C. El eje mayor de 3x> +2y> —1=6x—4y+6,es Aa=2.
(FALSO)

Justificaciéon. Reordenando términos, agrupando, completando tri-
nomio y factorizando se tiene:

3(x" —2x)+2(y* +2y) = 6+1
3(x7 = 2x+1)+2(y* +2y+1) =T +3+2
3(x-1) +2(y+1)" =12

(-1 (1),
4 6

Seguin esta ecuacidn se tiene que:

2
cc=a>-b’
c’=6-4
c=2

D. Las rectas 3x—y+5=0 ; 2x+6y—1=0, son parale-
las. (FALSO)

Justificacién. En las rectas dadas, despejamos ¥ y luego determina-
mos las pendientes en ambas rectas.
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3x—y+5=0—>y=3x+5—>m =3

1 1 1
2x+6y—-1=0—>y=——x+——>m, =——

3 6 3
RECUERDE: Que para que dos rectas sean PARALELAS sus pen-

dientes tienen que ser iguales (es decir, 72, = m1, ).
Entonces tenemos que:

m, = m,
3L
3

E. El 4rea del circulo, cuya ecuacién es x” + y> —8y =0 es 16JT.
(VERDADERO)
Justificacién. Agrupando y completando trinomios tenemos:

xX*+(y*8y+16) =0
x+(y-4)2 =16

De esta respuesta se puede observar que su radio es:
r=4
RECUERDE: Que el area del circulo estd dada por la siguiente
formula:

A=nxr’
Entonces tenemos que:

A=rn(4)

A=16x

4. Graficar las siguientes ecuaciones, indicando los parametros o
caracteristicas correspondientes:
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A X +4y" —6x+16y+21=0

Solucion. Reordenando los términos, despejando el término inde-
pendiente y factorizando, se tiene:
(xX* —6x)+4(y* +4y)=-21
Completando trinomios y equilibrando la ecuacién:
(X" —6x+9)+4(y* +4y+4):
(x=3)+4(y+2)Y =4

(=3, 042 _
4 1

1

Segun esta ecuacion se tiene que:

a=~4=2
b=A+1=1
c?=a*—-b?
c’=4-1

c=3

o De aqui se concluye que:
« Coordenadas del centro: ¢(3,2)
« Coordenadas de los vértices: Vi(5.—2) y v,(1,—2)

« Coordenadas de los focos: f,(3++/3.,—2) y f,(3— J3,-2)

V3

c
o Excentricidad: e = — = ——
a 2

o Longitud del eje mayor: 2a =4
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« Longitud del eje menor: 25 =2
20 2(1)

o Longitud del lado recto: LLR=——= " =1
a

Figura 1.69 Elipse y*-4y-8x =0

h 4

u] 1 2 3 4 5 &

ol vzl -2) vi(5, -2)
i3, -2)

B. ' —4y—8x-28=0
Solucién. Pasando la expresion -8x-28 al segundo miembro, com-
pletamos trinomios cuadrados y equilibrando la ecuaciéon tenemos:
V' —4y+4=8x+28+4
(y—2)*=8x+32
(¥=2)" =8(x+4)

De esta ecuacion se observa que el vértice es V' (—4,2)
También se tiene que:
4P =8
P=2

Luego las coordenadas del foco son:
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F(h+ P,k)
F(=2,2)
La ecuacion de la directriz es:
x=h—P
x=—4-2
x=—6
Longitud del lado recto es:
L.R=4P|
LR=8

Figura 1.70 Parabola y*-4y-8x-28 =0
ALy

directriz ==-6 in

|1
b sl

-15 -1n -5 \ 0 5 10 15

C.y"—4y—6x+13=0

Solucién. Pasando la expresion -6x+13 al segundo miembro, com-
pletamos trinomios cuadrados y equilibrando la ecuaciéon tenemos:

v —4y+4=6x—-13+4
(y-2)" =6x-9
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(y—zf:6(x—%)

(y-zf:6(x—%)

. - 3
De esta ecuacion se observa que el vértice es }~ (5 .2 )

También se tiene que:

=~
-
l\)le\

Luego las coordenadas del foco son:
F(h+P,k)
F(3,2)
La ecuacién de la directriz es:

X =

DW=
Njw N

Longitud del lado recto es:

LR=|4P
LR=6
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Figura 1.71 Paréabola y*-4y-6x+13 =0

F

al ¥

directriz ==0

\
N

b Al

=] -6a -4 it a

D. 4y —x" +8y—6x-4=0

Solucion. Reordenando términos, agrupando, completando trino-
mio y factorizando se tiene:

4<y2 +2y)—<x2 +6x)=4
4(y* +2y+1)—(x* +6x+9)=4+4-9
4(y+1) = (x+3) =-1

(x+3)2 (y+1)2_1
1
4

Segtin esta ecuacidn se tiene que:

azﬁzl
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cz=1+l
4
5
c=,|—
4

De aqui se concluye que:

e Coordenadas del centro: C(-3,-1)

« Coordenadas de los vértices: v, (—2,—1) y v,(—4,—1)

o Coordenadas de los focos: f, (—3 + \/é, —1] y /o [—3 - E’_IJ

. . C
o Excentricidad: e=—=
a

*\ﬁy

Bl
4
o Longitud del eje transverso: 2a = 2

+ Longitud del eje conjugado: 2b =1

2bh° 2l411] 1

o Longitud del lado recto: LLR =

a 1 2

. Asintotas:(x_h)+(y_k)=() ; (x—h)_(y—k)=0
a b a b
x—1|—3+yi|—1=0 ; x—1|—3_y—|—1=0

1
2

N |

x+2y+5=0 x—-2y+1=0
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Figura 1.72 Hipérbola 4y*-x-8y-6x-4 =0

I

E. 4x*4+9y*+32x-18y+37 =0

Solucién. Reordenando los términos, despejando el término inde-
pendiente y factorizando, se tiene:

4(x* +8x)+9(y* —2y)=-37

Completando trinomios y equilibrando la ecuacién:
4(x* +8x+16)+9(y* =2y +1):
4(x+4) +9(y—-1)>=36

(4’ =1’ _
9 4

Seguin esta ecuacidn se tiene que:
a=+9=3
b=4=2
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¢t =a’ —b?
c’=9-4

c=~/5

De aqui se concluye que:

Coordenadas del centro: C(-4,1)
Coordenadas de los vértices: v, (—1,1) y v,(=7,1)

Coordenadasdelosfocos: /;(—4++/5.1) y fo(=4— V5.1

c _A5

Excentricidad: e = — = ——

a 3
Longitud del eje mayor: 2a = 6

Longitud del eje menor: 2b =4

2b*  2(4 8
o Longitud del lado recto: LLR=——= (—) =—
a 3 3
Figura 1.73 Elipse 4x°+9y*+32x-18y+37 =0
4-‘Ly
3
2
F2 Fl
V2 (=7, 1) wii-1,1)
Cci-4,1)
/ i
-9 -7 -6 -5 n -3 -2 T 0 e
2k
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F. 9x*+9y*+27x-18y+1 =0

Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro y
dividiendo toda la ecuacién para 9 tenemos:

1
x4+ +3x—2y=——
9
Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuaciéon tenemos:

9 1 9
’+3 +—j+ P 2y+l)=——+—+1
(x T (¥ ~2y+1) 9 4

2
(“%) H(y-1p =2

36

Como ya obtuvimos la ecuacion solicitada se puede observar que su
centro y su radio son:

3 113
C __:1 Y r=4\l7%7
2 36

Figura 1.74 Circunferencia 9x*+9y*+27-18y+1 =0

3ty

w
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5. Grafique las siguientes ecuaciones, indicando los pardmetros o
caracteristicas correspondientes:

a) x> +4y" +10x+4y+1=0

Solucién. Reordenando los términos, despejando el término inde-
pendiente y factorizando, se tiene:

(x> +10x)+4(* +y)=—1

Completando trinomios y equilibrando la ecuacién:

(x2+10x+25)+4(y2+y+i):—l+25+1

(x+5)° +4(y+%)2 =25

1,
(x+5)2+(y+2) i
25 25
4

Segtin esta ecuacidn se tiene que:

a=~25=5
p= |22 _2
4 2
cc=a*-b*
cZ=25—§
4

75

C— —_—

4

De aqui se concluye que:

o Coordenadas del centro: C(— 5 _l)
T2

126



Geometria Analitica

o Coordenadas de los vértices: v, (0’ 1 ) y v, (—1 0, —% j
2
75
4

« Coordenadas de los focos: f; [—5 +
75

75 1
fz(‘*h"a]
4

.. c
o Excentricidad: e=—=-"1+—"

a 5
+ Longitud del eje mayor: 2a =10

« Longitud del eje menor: 2b =5

25
2b* 2 4
o Longitud del lado recto: LLR=——= S
a

Figura 1.75 Elipse x*+4y*+10x+4y+1 =0

= F Fl
vz (-10,-1/2)30 -8 -6 3 =

0 =
V1{0,-1/2)

b
L4

b) x* +1-2y% =2(x+2y)
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Solucion. Reordenando términos, agrupando, completando trino-
mios y factorizando se tiene:

X +1-2y"=2x—4y=0
(x2—2x)—2(y2+2y)=—1

(¥ =2x+1)=2(y" +2y+1)=-1+1-2
(

(

Seguin esta ecuacidn se tiene que:

a=+1=1
b=+2
cc=a +b’
cc=1+2

c=+3

De aqui se concluye que:

o Coordenadas del centro: C(1,-1)

« Coordenadas de los vértices: v, (1,0) y v,(1,—2)
«  Coordenadas de los focos: f;(1,—1++/3) y fo(—1— V3)

«  Excentricidad: e = < = @ =3

a

« Longitud del eje transverso: 2a = 2
o Longitud del eje conjugado: 2b =242

20" 2(2
+ Longitud del lado recto: LLR= - ¥ =4
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Asintotas:
(y—k)+(x—h) —0: (y—k)_(x—h) —0
a b a b
y+l x-1_, y+l x-1_,
1 2 1 2

x+2y+1=0 5 x—-2y—-3=0

Figura 1.76 Hipérbola x> +1—2y* =2(x+2y)

2%y
1 F1l(l,0.7)
x
»!
] =& -1 a Wl 2 = 4 5 a
i
C
WE
-3 FZ2(1,-2.7)

<) 5x°—y=x-5

Solucién. Trasponiendo términos, sacando factor comun y comple-
tando trinomios, tenemos:
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De aqui se observa que el vértice es 1 (L,g), también que:
10 20
ap=1
5
1
P=—
20

1
Luego la coordenada del foco es # (E >S5 )

4
La ecuacion de la directriz es y = %

Longitud del lado recto L.R.= 4P| se convierte en L.R = %

Figura 1.77 Parabola 5x% — y=x-35

F

My

directriz y=4.9

V(1/10,95%/20)

-10 g 0 5 10
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6. Determine la conica y sus parametros caracteristicos, si su ecua-
cion es:

Ox*+4y* +72x—16y+124=0

a) Hipérbola C(-1,2); a=~/3; =2 ; c = N7
b) Circunferencia C(-1,2) ; » =1
, : 5. S, 5
¢) Paribola V(-2,2); p _ 2; Ly:x=-2-=; F(-2+>,2)
4 4 4

d) Elipse C(_4,2); a=3;b=2;c=\/§

e) Ninguna de las anteriores.

Solucion. Reordenando los términos, despejando el término inde-
pendiente y factorizando, se tiene:

(x> +8x)+4(y> —4y)=-124
Completando trinomios y equilibrando la ecuacién:
O(x* +8x+16)+4(y* —dy+4)=-124+144+16
O(x+4) +4(y—-2)" =36

(4’ (=2 _
4 9

1

Segun esta ecuacion se tiene que:

a=+9=3
b=+4=2
¢’ =a’-b’
c’=9-4

c=/5
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De aqui se concluye que:

o Coordenadas del centro: C (—4,2)
« Coordenadas de los vértices: v, (—4.,5) y v,(—4,—1)

« Coordenadasdelosfocos: .J1(—4,2 + \/g) y So(—4.2— \/g)

c_A5

o Excentricidad: e = — = ——

a 3
« Longitud del eje mayor: 2a = 6

« Longitud del eje menor: 2b =4

2b° 2(4
o Longitud del lado recto: LLR = 20 = % = %
a

ELIPSE (d).

Figura 1.78 Elipse 9x” + 4y +72x—16y+124=0

61

W1l{-4,5)

0

T

s
\N
b Al

—10 -8 —& \:tFZ 2 i 5

7. Determine la conica y sus parametros caracteristicos, si su ecua-
cidn es:

Yy’ —5x—4y—6=0

132



Geometria Analifica

a) Hipérbola C(-1,2); a=~3; b=2;c=+7

b) Circunferencia C(1,-2) ; » =1

d%thWszP=§;L~x:4_§;FGQ+§2)
b 4 D . 4 4

d) Elipse C(-4.2); a=3;b=2; c=A/5

e) Ninguna de las anteriores.

Solucién. Pasando la expresion — 5x — 6 al segundo miembro, com-
pletamos trinomios cuadrados y equilibrando la ecuacién tenemos:

Y —4y+4=5x+6+4
(y=2)"=5x+10

(y—2)" =5(x+2)
De esta ecuacion se observa que el vértice es 1(—2,2)
También se tiene que:

4P =5
p=">
4

Luego las coordenadas del foco son: (2 + P,k), F(—%, 2)

La ecuacion de la directriz es:
x=h-—P
x=-2- 2
13
4

X =

Longitud del lado recto es:
LR=[4P
LR=5
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PARABOLA (c).

Figura 1.79 Parabola y> —5x—4y—6=0

‘Ly
[}
directriz x=-13/4

8. Determine la conica y sus parametros caracteristicos, si su ecua-
cidn es:
3x°+3y° —6x+12y+6=0
a) Hipérbola C(-12), a= \/g; b=2.c= J7
b) Circunferencia C(-1,2) ; ¥ =1
5
5 [ x=—_2 F[-2+22
c) ParébolaV(—2,2);PZZ;LD'X_ 2 4 ( e
d) Elipse C(—4,2);Cl=3;b:2;cz\/g
e) Ninguna de las anteriores.

Solucién. Pasando el término independiente al segundo miembro y
dividiendo toda la ecuacién para 3 tenemos:
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x> +y?—2x+4y=-2

Luego reordenando los términos, completando trinomios y equili-
brando la ecuacion tenemos:

(xz—2x+1)+(y2+4y+4)=—2+1+4
(x-1) +(y+2)' =3

Como ya obtuvimos la ecuacion solicitada se puede observar que su
centro y su radio son:

Centro:C(1,-2) y r= V3

NINGUNA DE LAS ANTERIORES (e).

Figura 1.80 Circunferencia 3x*+ 3y* -6x+12y+6 = 0

¥

R=1.73
Cly=2)

9. Determine la conica y sus parametros caracteristicos, si su ecua-
cion es:

4x* —=3y* +8x+12y-20=0
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a) Hipérbola C(-1.2); a=+3;b=2,c=~7

b) Circunferencia C(1,-2) ; ¥ =1

5 5
¢) Parabola V(—2,2); p:%; L,:x =—2—Z; F(—2+Z,2)

d) Elipse C(42); a=3,b=2,c=A/5
e) Ninguna de las anteriores.

1.Solucién. Reordenando términos, agrupando, completando trino-
mio y factorizando se tiene:

4(x*+2x)-3(y* - 4y)=20
4(x+2x+1)-3(y" —4y+4)=20+4-12
4(x+17=3(y=2)"=12

(x+1)2 _(y—2)2 _1
3 4

De acuerdo con esta ecuacion se tiene que:

a=+/3
b=4=2
cc=a’+b’
c>=3+4

c="7

De aqui se concluye que:
o Coordenadas del centro: C(-1,2)

« Coordenadas de los vértices: v, (—1+~/3,2) y va(=1— V3.2)

«  Coordenadas de los focos: /;(—1++/7.2) y fo(=1-+/7.2)
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c_7

o Excentricidad: €= —=—=
xcentricida a3
«  Longitud del eje transverso: 2a = 2+/3

o Longitud del eje conjugado: 2b =4

26> 2(4)
« Longi 1lad to: LLR=—=—="=
ongitud del lado recto PR

S

« Asintotas:
=l , 0=k _ . G=h_ =k _,

a b a b
x+1+y_—2:0;x+1_y—2:0
3 2 J3 2

2x+3y—146=0 ; 2x—/3y+5.46=0

HIPERBOLA (a).
Figura 1.81 Hipérbola 4x>-3y*+8x+12y = 0

&
&

)

F2 (-3.6,2) S T F1(1.6,2)
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Capitulo 2

Funciones de una variable real

Funciones de una variable real

Antes de empezar a definir lo que es una funcion es necesario com-
prender primero lo que es una regla de correspondencia.

Una regla de correspondencia es una expresion que indica cémo
estan relacionadas dos o mas variables.

Ejemplos:

a. y=x+5

b. y=2x"+7x*-12x+5
c. lxig}f(x)=L

d z=3t-8

Se conoce también que cada regla de correspondencia puede expre-
sarse graficamente como por ejemplo, en el plano cartesiano:
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Figura 2.1 Reglas de correspondencia

2
y=x -12x+35

Notese que en este tipo de grafico (de dos dimensiones) es necesario
el uso de dos variables, una de ellas debe servir como variable indepen-
diente (x) y la otra como variable dependiente (y). Por lo que para hacer
un grafico en el plano se debe evaluar, por ejemplo, un valor determinado
de x para obtener su respectivo valor de y. Asi es como se puede elaborar
una tabla de pares ordenados, como la mostrada en la tabla 2.1:

Tabla 2.1 Tabla de pares ordenados de una relacion

X Yy
-3,0 -14,8
-2,0 7,4
-1,0 -3,6

0 -2,2

1,0 -2,0
2,0 -1,8
3,0 -0,4
4,0 34
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Figura 2.2 Grafico de los pares ordenados de la tabla 2.1

Sin embargo, debe entenderse que no toda relacion es funcion.

Se tiene una funcién entre dos variables x y y (variable independien-
te y dependiente, respectivamente) cuando para cada valor de x existe un
unico valor de y.

Se puede determinar, graficamente, que una relacion es funcién con
solo trazar una recta vertical infinita en cualquier extensién del dominio
de la funcidn; asi pues, si una relacion es funcion, dicha recta vertical debe-
rd intersectar tan solo en un punto al grafico.

Figura 2.3 Prueba de la recta vertical. Funcion.

by

Recta vertical

relacion

=¥

Unico punto

L de
interseccién
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Caso contrario, si la recta vertical trazada intersecta en dos puntos
al grafico, entonces dicha relaciéon no sera funcion.

Figura 2.4 Prueba de la recta vertical. No funcion.

y )
A Recta vertical
¥~ Dos puntos de
interseccion
- / - X
relacion
\J

Cada funcién puede expresarse segun su variable independiente.

Ejemplos:

f(x), que se lee “f es una funcidn de x”, o simplemente “f de x”; g(y),
h(v), etc.

Dominio y rango de una funcion

Se considera dominio de una funcién f(x) , a todo el conjunto de
posibles valores de x para los cuales la funcion esta definida, es decir, para
aquellos valores en que la funcién existe y que pueden ser evaluados en la
funcién. En la figura 2.5 se asignaria al dominio de una funcién como el
ancho (horizontal) de la misma.

El rango de una funcién f(x) son todos los posibles valores que
resultan de una funcién una vez evaluados todos los elementos del domi-
nio (es decir de x). En la figura 2.5 se asignaria al rango de una funcién
como el intervalo de altura de dicho grafico.

o Recuerde: Dominio en el eje x y rango en el eje y.
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Figura 2.5 Dominio y rango de una funcion

Ay

-

|
|
|
| Rango
| (altura)
i
|
|
|

- A

a
Y

Dominio (ancho)

No necesariamente la funcion debe ser continua, ya que se pueden
tener funciones con dominio compartido, es decir, con reglas de corres-
pondencia multiples. Mas adelante en el texto se analizaran este tipo de
funciones.

Clasificaciéon de funciones

Una funcion segun la naturaleza de como estan relacionadas sus
variables se clasifica en:

INYECTIVA: cuando sus variables se relacionan de uno a uno; es
decir, cuando a un elemento del dominio le corresponde un tinico elemen-
to del rango y, asi mismo, cuando un elemento del rango le corresponde
un solo elemento del dominio. Graficamente se puede determinar que
una funcidn es inyectiva cuando al trazar una recta horizontal, esta debera
intersectar a la funcién en tan solo un punto.
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SOBREYECTIVA: cuando todos los elementos del rango estdn
siendo correspondidos por elementos del dominio; es decir, no deben
quedar elementos del rango sin corresponderse (sobrantes).

BIYECTIVA: cuando es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

No es necesario que una funcion sea inyectiva o sobreyectiva; de
hecho, hay funciones que no cumplen caracteristica alguna.

Observe la siguiente figura 2.6:

Figura 2.6 Prueba de la recta horizontal para determinar
si la funcion es inyectiva.

Jhy

Recta
horizontal

Recta vertical
Parte del rango no

utilizado por la funcion

De la figura 2.6 se puede decir que:
o Por la prueba de la recta vertical, esta relacion es funcion.

o Por la prueba de la recta horizontal, esta funciéon no es inyecti-
va, dado que intersecta dos puntos.

« Lafuncidn existe en todo su dominio, pero no en todo su rango
(hay una region en el eje vertical que no esta siendo ocupada
por la funcion), se concluye entonces que es una funcién no
sobreyectiva.
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o Al no cumplirse inyectividad ni sobreyectividad, se tiene enton-
ces que es una funcion no biyectiva.
Demas ejemplos:

Figura 2.7 Analisis de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad
de una funcion

Es inyectiva

Es sobreyectiva
Es biyectiva

Es inyectiva
No es sobreyectva
No es biyectiva

[ |
g x

No es inyectiva No es funcién
Es sobreyectiva
No es biyectiva

Asi pues, para definir una funcion es necesario analizar su compor-
tamiento (trayectoria) en todo su dominio.

Para indicar el hecho de que una funcion es par se debe observar su
simetria con el eje y.
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Figura 2.8 Funcién par

NS

La parte izquierda Simétrica con
de la grafica es respecto
semejante a la al eje y
parte derecha (funcion par)

Asi mismo, para indicar el hecho de que una funcion es impar se
debe observar su simetria con el origen.

Figura 2.8 Funcion impar

Ay

Observe la
simetria con P,

respecto al x.y)
origen de Py y

Pz\

d1

Funcion
impar

También, algebraicamente se puede determinar si una funciéon es
par o impar; siguiendo las definiciones:

Funcién par: f(x) = f(-x)

Funcién impar: f(-x) = -f(x)
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Ejemplos:

1. Sea la funcién f(x) = 3x?-4, determinar si es par, impar o
ninguna.

Solucién. Para que sea par se necesita quef(x) = f (-x), luego
f(x)=f(=x)
3x—4=3(-x)" -4
3x> —4=3x"—-4

Entonces, la funcidn es par.
Para que sea impar se necesita que f(-x) = -f(x), luego

f(=x)==f(x)
3(—x)2—4:—(3x2—4)
3x° —4#-3x" +4

Entonces, la funcidon no es impar.
Asi graficando la funcidn en la figura 2.9 se observa que es simétrica

con respecto al eje y.

Figura 2.9 Gréfico de la funcion f(x) = 3x>-4

S

P
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Indicar si la funcién f(x)= 1 x> —4x es par, impar o ninguna.
3
Solucién. Para que sea par se necesita que f(x)=f(-x), luego
f(x)=f(=x)
1

§x3 —4x= %(—x)3 —4(-x)

lx3 —4x # —lx3 +4x
3 3

Entonces, la funcién no es par.
Para que sea impar se necesita que f(=x)=-/f(x), luego

f(=x)==f(x)
%(—x)3—4(—x)=—(%x3—4x)

—lx3 +4x = —lx3 +4x
3 3

Entonces, la funcién es impar.
Asi graficando la funcion en la figura 2.10 se observa que es simétri-

ca con respecto al origen.

1
Figura 2.10 Gréfico de la funcion flx) = §x3 —4x

‘Ly
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Indicar si la funcion f(x) =2x" = 5x>+3x— 1; es par, impar o
ninguna.

Solucién. Para que sea par se necesita que f(x) = f(_x), luego
f(x)=f(=x)
2x° =557 +3x—1=2(-x) = 5(-x)" +3(-x) -1
2x° =5x" +3x—1#-2x" —5x* =3x -1
Entonces, la funcion no es par.
Para que sea impar se necesita que f(—x)=—/(x), luego
f(=x)==f(x)
2(-x)"=5(=x)" +3(-x)-1=—(2x* = 5x* = 3x - 1)
—2x’ =5x% =3x—1=-2x"+5x" +3x +1

Entonces, la funciéon no es impar.
Asi graficando la funcidén, en la figura 2.11 se observa que no es
simétrica con respecto al eje y ni con respecto al origen.

Figura 2.11 Grafico de la funcién f(x)= 2x°—5x* +3x-1

il

¥

w H
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% FUNCIONES

%$1. Sea la funcidén f(x)=3x"2-4, determinar si es par,
impar o ninguna.

%2. Indicar si la funcién f(x)=(x"3)/3 - 4x ; es par,
impar o ninguna.

%3 Indicar si la funcidén f(x)=2x"3-5x"2+3x-1; es par,
impar o ninguna.

clc

clf

$funcidn

x=-15:0.1:15;

yl=3*x.72-4;
y2=x."3/3-4*x;
y3=2*x."3-5*x."2+3*x-1;
$grafica 1

subplot(1,3,1); plot(x,vyl)
hold on

eje=-15:1:15;

ceros=zeros (1,31);

plot (eje,ceros,’'r+-")

plot (ceros,eje,’'r+-")

grid on

grid minor

axis([-5 5 -5 51)

axis square

$grafica 2

subplot(1,3,2); plot(x,y2)
hold on

eje=-15:1:15;

ceros=zeros (1,31);

plot (eje,ceros, ' r+-")

plot (ceros,eje, ' r+-")

grid on

grid minor

axis([-5 5 -5 51)

axis square

$grafica 3

subplot(1,3,3); plot(x,y3)
hold on
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eje=-15:1:15;
ceros=zeros (1,31);
plot (eje,ceros, ' r+-")
plot (ceros,eje, ' r+-")
grid on

grid minor

axis([-5 5 -5 5])
axis square

Podemos indicar también la monotonia de una funcidn; es decir,
si es creciente o decreciente en algun intervalo de su dominio, como se
detalla a continuacion:

sio x,>x, y f (xz) >f (xl) —  creciente
sio x,>x, y f (xz) <f (xl) —  decreciente

Cuando el grafico de una funcién es una linea recta, el valor de su
pendiente (valor intrinseco de la recta que indica su inclinacién) nos pro-
porciona el valor de crecimiento o decrecimiento de la misma.

Figura 2.12 Funcién creciente en todo N

1

"y

w

!

También se puede determinar que una funcién crece o decrece
mediante la simple observacion del grafico (trayectoria de la funcion).
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Figura 2.13 Creciente en (-0, =1) y decreciente en (-1, oo)

il

¥

Cuando se necesita analizar el crecimiento o decrecimiento en una
funcién cuya grafica es una curva, se debe trazar una recta tangente a la
curva en el punto en donde se desea conocer su monotonia.

Figura 2.14 Analisis de crecimiento o decrecimiento de una funcién a
través de rectas tangentes

constante

¢reciente creciente

decreciente
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Obsérvese en la figura 2.14 que cuando la recta tangente creada en
la curva es horizontal, se tiene entonces que la funciéon en ese punto es
constante; es decir, no crece ni decrece. Asi también una funcién no puede
ser creciente y decreciente a la vez.

Tipos de funciones

CONSTANTE: De la forma f(x) =a

Linea recta horizontal infinita. El valor a puede ser cualquier niime-
ro real.

Ejemplo:

Figura 2.15 Gréfico de la funcion flx) = 2

N

v ]

‘F’H

LINEAL: De la forma f(x)=mx+b

o Linea recta. El valor m se conoce como pendiente de la recta
(precisamente es quien produce la inclinacién). El coeficiente b
puede ser cualquier valor real.

Ejemplo:
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Figura 2.16 Grafico de la funcion f(x) = 3x-1

ALy

-

s

CUADRATICA: De la forma f(x) =ax’ +bx+c

o Linea curva llamada pardbola. El coeficiente a debe ser cual-
quier valor real diferente de cero.

Ejemplo:

Figura 2.17 Grafico de la funcién f(x)=2x"-8x+7

CUBICA: De la forma f(x)=ax’ +bx* +cx+d

o Linea curva. El coeficiente a puede ser cualquier valor real dife-
rente de cero.

Ejemplo:
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Figura 2.18 Grafico de la funcién f(x)=x"=-3x"—x+3

Ahy
4

-

-4

POLINOMICA: De la forma f(X)=ax"+ax"" +ax"*....+a,_x+a,

o Linea curva, por lo general con varios puntos maximos y

minimos.
Ejemplo:
Figura 2.19 Grafico de la funcién f(x)=005x"-025x" ~0.5x" +2.5x* +045x = 2.25
‘Ly
5

_ /\
N/

w X

n

10
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SMATLAB

% FUNCIONES CONSTANTE, LINEAL, CUADRATICA Y CUBICA
clc

clf

$funcidn
x=-15:0.1:15;
yl=2*ones (length (x));
y2=3%*x-1;
y3=2*x."2-8%x+7;
y4=x."3-3*x.72-x+3;
$grafica 1
subplot(2,2,1); plot(x,yl, b-")
hold on

eje=-15:1:15;
ceros=zeros (1,31);
plot (eje,ceros, ' r+-")
plot (ceros,eje,’ r+-")
grid on

grid minor

axis([-5 5 -5 51)
axis square

$grafica 2
subplot(2,2,2); plot(x,y2)
hold on

eje=-15:1:15;
ceros=zeros (1,31);
plot (eje,ceros, ' r+-")
plot (ceros,eje, ' r+-")
grid on

grid minor

axis([-5 5 -5 517)
axis square

Sgrafica 3
subplot(2,2,3); plot(x,y3)
hold on

eje=-15:1:15;
ceros=zeros (1,31);
plot (eje,ceros,’ r+-")
plot (ceros,eje, ' r+-")
grid on

grid minor
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axis([-5 5 -5 5])
axis square

Sgrafica 4
subplot(2,2,4); plot(x,v4)
hold on

eje=-15:1:15;
ceros=zeros (1,31);
plot (eje,ceros,’ r+-")
plot (ceros,eje, ' r+-")
grid on

grid minor

axis([-5 5 -5 5])
axis square

Existen muchos otros tipos de funciones a definir: racional (frac-
cioén), radical (raices cuadradas, cubicas, etc.), trigonométricas, logaritmi-
cas, exponenciales, con valor absoluto, etc. De todas ellas segun su natura-
leza se espera la destreza del estudiante para poder graficarlas ya sea por su
conocimiento basico a papel y lapiz (utilizando tabla de datos), o mediante
el uso de algun software graficador como por ejemplo Matlab. En el pre-

sente texto se las graficard como parte de varios ejercicios resueltos.

Ejemplo:

Figura 2.20 Grafico de la funcién f (x ) =

X

2

3

F Y

4)"

h 4

1a
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Observe que se trata de una grafica doble y que posee una asintota
enx=3

Analisis basico de la funciéon cuadratica

En la seccidn anterior se defini6 a la funcién cuadratica como una
expresion de la forma f(x) =ax’+bx+c;a,b,ceR,a#0 ,ylos coe-
ficientes de cada término son valores reales. Recuerde que esta funcién
produce un grafico conocido como parabola.

Procedimiento para graficar una funcién cuadratica

1. Utilizando el vértice y los cortes con los ejes:

Trabajemos con un ejemplo.
Sea f(x)=x"+4x+2. Graficar la funcién.
a=1

Solucién. Por la forma de la funcién se tiene que b =4

c=2
Primero hallamos las coordenadas del vértice (x,y) de la parabola,
donde por definiciéon: x = —23 , entonces:
a
b 4
X=——=———=-2
2a 2 (1)

Este valor de x lo reemplazamos en la funcién para obtener el valor
de y:

v=f(-2)=(-2) +4(-2)+2 N y=4-8+42=-2

Con esto, el vértice de la parabola es el punto -2,-2.
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Luego procedemos a hallar las intersecciones con los ejes:
Intersecciones con el eje x. Usamos la férmula general para resolver
una ecuacion de segundo grado:

_bEb —dac _4x(4) -4()2) _4xB _ . o
e 2a 2(1) o2 T

Asi pues, las intersecciones son X; = —2— J2=-341 y

x, =242 =-059

Cabe recalcar aqui que la expresion b*-4ac se lo conoce como discri-
minante; esto es que, si esta expresion es igual a cero, entonces la grafica
tiene un solo punto de interseccidon con el eje x; si resulta un valor positivo,
la grafica tiene dos puntos de interseccion con el eje ;y si resulta un valor
negativo, se concluye que la grafica no posee intersecciones con el eje x, ya
que estd encerrada en una raiz cuadrada y para valores negativos no existe
raiz cuadrada real.

b’ —4ac > ( — dospuntosde interseccion (dos raices reales)

b*<4ac < 0 — no hay interseccion (no hay raices reales)

bz —4qgc = () — unsolo punto de interseccion (una sola raiz)

o Intersecciones con el eje y. Sera el punto (0,c). Es decir, reem-
plazando en la variable x el valor de cero, se obtiene el valor de
la interseccion € con el eje de las y. Asi:

y=c=f(0):2

Con esto podemos bosquejar el grafico de la funcién como sigue:
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Figura 2.21 Gréfico de la funcion flx) = x*+4x+2

F Y

2finterseccidén con eje y

interseccién xl interseccidén x2 X
i

b 4

-b 75 7

vértice (-2, -2)

Algo importante a tener en consideracién para bosquejar una para-
bola se trata del valor de a, asi si @ >0 la parabola se abre hacia arriba, y
si a <0 para abajo. En el ejemplo a =1

2. Utilizando desplazamiento de graficos

Trabajemos con los siguientes ejemplos:

a. Sea f(x) = —(x - 3)2 + 2. Graficar dicha funcion.

Solucién. Reconociendo la funcion por el exponente, sabemos que
se trata de una funcién cuadratica.

Para empezar, la forma mds bésica de una funciéon cuadratica es
f (x) = x”, de aqui, debemos observar detenidamente los siguientes grafi-
cos, tomando en cuenta las modificaciones (desplazamientos horizontales
y verticales, inversiones, etc.) que va sufriendo hasta llegar a la funcién que
se desea graficar.
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Figura 2.22 Gréfico de la funciéon J (X ) =x’

Desplazandolo tres unidades a la derecha en la figura 2.22, tenemos
AL}(.
4
Z
%
4
-4 ERE 0 2 4

Figura 2.23 Grafico de la funcion flx) = (x-3)?
Invirtiendo o rotando la figura 2.23 con respecto al eje x para ante-
poner el signo negativo, tenemos:

-

¥
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Figura 2.24 Gréfico de la funcién f(x)=—(x— 3)2

AL},

-

Por ultimo, moviéndolo dos unidades hacia arriba la figura 2.24,
tenemos:

Figura 2.25 Gréfico de la funcion f(x)=—(x~ 3)2 +2

-

i
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b. Graficar la funcién f(x)= (2x2 + 4x) -1.

Solucién. Antes de empezar a mover los graficos, primero es conve-
niente expresar la funcién, de modo que podamos reconocer los valores
de su desplazamiento.

™y

-

o Agrupando los dos primeros términos y sacando factor comun.
f(x)=(2x"+4x)-1

f(x)=2(x2+2x)—1

o Completando el trinomio dentro del paréntesis, esto es, uti-
lizando el coeficiente del segundo término (en este caso es el
numero 2), luego, dividiéndolo para 2 y este resultado elevan-
dolo al cuadrado (obtenemos 1).

f(x)=2(x +2x+1)-1-2

Observe que ademas de completar el trinomio, se debe también
equilibrar la expresidon restando el mismo nimero que se adicion6 (note-
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se que al completar el trinomio con 1, este término dado que esta entre
paréntesis, multiplica directamente al 2, entonces lo que se ha agregado es
realmente 2 y no 1; es la razén por la que, asi mismo, se resta 2 fuera del
paréntesis para no alterar la expresion original).

o Factorizando el trinomio cuadrado perfecto dentro del parénte-
sis. Y reduciendo términos semejantes fuera del mismo. Final-
mente, tenemos:

f(x)=2(x+1)"-3

Con esta expresion podemos, a partir de la funcion basica f (x ) =X
empezar los desplazamientos:

2

>

Figura 2.26 Griéfico de la funcién (x)=x’
‘Ly
4

e

Desplazando el grafico de la figura 2.26 una unidad hacia la izquier-
da (obsérvese aqui, al igual que en el ejemplo anterior, que los desplaza-
mientos ocurren en sentido opuesto al signo; es decir, se utiliza el signo
negativo para desplazamientos a la derecha y el signo positivo para despla-
zamientos a la izquierda).
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2
Figura 2.27 Grafico de la funcién f (X ) = (x + 1)

‘Ly
=
x
4
-6 -4 -2 0 z 4
-2
Multiplicando por 2 la expresion anterior se obtiene:
2
Figura 2.28 Grafico de la funcion f(x) = 2(X + 1)
‘7’
2
X
4
L& —4 -2 o 2 4
-2

Notese que el valor absoluto del factor multiplicador al ser mayor
que 1 (2>1), produce una compresion lateral en el grafico; esto hace infe-
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rir que si el valor absoluto del factor multiplicador fuera menor que 1, el
grafico tiende a ser mas ancho lateralmente.
Por ultimo, desplazando tres unidades hacia arriba, tenemos:

Figura 2.29 Grafico de la funcién f(x)=2(x+ 1)2 -3

-

¥

Al

Ejercicios adicionales
1. Sea la funcién con regla de correspondencia multiple:
1 x=2
[—j ;x<0
2
f(x)= —|x=2] ;0<x<4
(x — 2)2 -3 x>4

Determine:

a. El grafico de la funcién, e indique si es par, impar, inyectiva o
sobreyectiva.

b. Dominio y rango de la funcién.

c. Intervalos de monotonia.
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Solucién.

a. Observe la figura 2.30.

Figura 2.30 Grafico de la funcion del ejemplo 1, seccién 2.6

e

b Al

10 -8 -5 —a -2 j/////é\\\\\4 5 8 10 12
—24

Dado que la grafica no es simétrica con respecto al eje y ni con res-
pecto al origen, entonces no es par ni impar.

Observe que por la prueba de la recta horizontal se intersectaria en
dos puntos, se tiene entonces que la funciéon no es inyectiva; asi mismo se
observa que no es sobreyectiva ya que el rango de la funcién no existe en
todo y.

b. Dom=R vy Rg=[-2,0]U[l,)

c. El grafico es creciente en [0,2]U[4,20), y decreciente en
(—m,o)u(2’4)~

En fin, ndtese que esta dltima grafica propiamente se trata de una
funcién con regla de correspondencia multiple.

% FUNCION DEFINIDA POR TRAMOS

%l. Sea la funcidén con regla de correspondencia
maltiple:

% (1/2) .M (x-2); %<0
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f(x)= —-abs(x-2); 0<=x<4
(x=2) .72-3; x>=4

- 00 0P o° oP

Determine:
a.El grafico de la funcidén, e indique si es par,
impar, inyectiva,
% o sobreyectiva.
% b.Dominio y rango de la funcién.
% c.Intervalos de monotonia.
clc
clf
% ejes

eje=-15:1:15;
ceros=zeros (1,31);
plot (eje,ceros, ' r+-")
hold on

plot (ceros,eje, ' r+-")
% tramos
x1=-15:0.1:0;
x2=0:0.1:4;
x3=4:0.1:15;
% funcién
yl=(1/2) .7 (x1-2);
y2=-abs (x2-2) ;
y3=(x3-2).72-3;

% gréafica
plot(x1l,vyl)

plot (x2,y2)

plot (x3,vy3)

grid on

grid minor

axis([-5 10 -5 10 1)
axis square

2. Seala funcién con regla de correspondencia multiple:

5¢*? x<—4
F)=1|(x+2y -1 -4<x<0
2|x—2| x>0
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Determine:

a. El grafico de la funcién, e indique si es par, impar, inyectiva o
sobreyectiva.

b. Dominio y rango de la funcion.

c. Intervalos de monotonia.

Solucién.

a. Observe la figura 2.31.

Figura 2.31 Grafico de la funcién del ejemplo 2, seccion 2.6

>
5

b 2

a. La funcion no es par ni impar (no hay simetria). La funcién no
es inyectiva ni sobreyectiva.

b. Dom =R,y Rg=[0,00)
c. Elgrafico es creciente en (—oo,—4)U[-3,-2]U[-1,0) U[2,),Y
decreciente en [-4,-3) U (-2,-1) U[0,2) .
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3. Seala funcién con regla de correspondencia multiple:

27 +1 ;x<0
f(x)= ‘(x—Z)z—l‘ ;0<x<4
—5x+23 x24

Determine:

a. El gréfico de la funcion.

b. Dominio y rango.

Solucion.
Observe la figura 2.32
Figura 2.32 Grafico de la funcion del ejemplo 3, seccién 2.6
‘Ly
4
3|
1
x
=2 =1 0 1 2 3 4 5 i
e

b. Dom=R ,y Rg=NR
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o Elestudiante debe aprender a desarrollar los graficos ya sea por
desplazamiento y modificacion de graficos basicos o mediante
una tabla de valores (con pares ordenados).

4. Seala funcion con regla de correspondencia multiple:

1-x X< ——
()= | ;—%Sx<%
x—x ;x24

Observe la figura 2.33.
Figura 2.33 Grafico de la funcion del ejemplo 4, seccién 2.6
2ty
15
1
0,5
\ %
-2 -1,5 il -0,5 1] 0,5 o) 2
0,5

c. Calificando verdadero con V vy falso con F:
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C
El rango de la funcién es | — ,1 F
La funcioén es par en el intervalo [-1,1] F
La funcién es inyectiva, pero no sobreyectiva F
C
La funcion es decreciente en O’ — \Y%
Ninguna de las anteriores es verdadera F

5. Graficar la funcién f(x)= ‘(X - 5)2 - 4| —2 utilizando
desplazamientos.

Solucién. Si bien es cierto que en esta funcién existe el valor abso-
luto, empezamos trabajando desde adentro hacia afuera, es decir, primero
la parte cuadratica.

Figura 2.34 Grafico de la funcién f (X ) = x?, ejemplo 5

F

41Y

-
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2
Figura 2.35 Gréfico de la funcion f(x) = (x - 5) , ejemplo 5

Funciones de una variable real

%
4
-4 -2 2
-2
-4
2
Figura 2.36 Grafico de la funcion f(x) = (X— 5) —4 | ejemplo 5

r
4
2

x

4
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Aqui, observe lo que sucede al aplicarle el valor absoluto, pues toda
respuesta (numérica y graficamente) se hara positiva.
2

Figura 2.37 Grafico de la funcion f(X) = |(X - 5) 4/, ejemplo 5
4“_}’,
2
3
6 -4 -z 0 2 4 6 B 3
e
-4

Por ultimo, aplicamos el desplazamiento fuera del valor absoluto.

Figura 2.38 Grafico de la funcion f(x)= |(x — 5)2 — 4| — 2, ejemplo 5
F
¥
4
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CAPITULO 3

Limites

Definicion de limite

El limite L de una funcién f(x) cuando la variable independiente x
tiende a un valor a se expresa como

lim f(x)=L

Que se lee: «el limite de una funcién S de x, cuando x tiende al
valor de @ esiguala L ».

Figura 3.1 Definicion intuitiva de Limite

f(x) =L ————

Por izquierda Por derecha

-




Debe comprenderse que el valor del limite L de una funcién exista,
sin la necesidad de que la funcion exista en dicho valor x = a . Esto es que,
no necesariamente debe existir f (a) , sino que, mas bien se debe observar
la tendencia, aproximacion o acercamiento de la funcion en dicho valor.

Teoremas y propiedades de los limites

Sean / y & funciones de X cuyo limite existe en * = ¢ siendo €
una constante y ” un entero positivo. Entonces,
Tabla 3.1 Propiedades de los limites
1. limc=c

xX—a

2. lim(x)=a

X—a

3. lime.f(x)=clim f(x)

4, hm[f tg(x )]zlimf(x)ilimg(x)

5. tim [ f(x)(x)]=tim /(x) lime(x)

xX—a

lim f(x
6. lim f(x) = H“f( ) siendo limg(x);tO
X—a g (x) lim g (x X—a

7 timl ()] = tim (<)

8. hm\/f = ¢[lim f(x) siendo lim f(x) 20 cuando n es par.

X—a X—a

Para el uso de estas propiedades es necesario que el lector las recuer-
de; para ello, se sugiere repasarlas de forma oral siguiendo, por ejemplo
(para la propiedad 5), su lectura como: “el limite de un producto es igual al
producto de los limites”.



Limites de funciones polinémicas y racionales

Al resolver el limite de una funciéon polinémica se procede con el
simple reemplazo del valor de su tendencia (variable independiente). Asi
pues si se tiene que X — @ se evalda directamente la funcién con X =a.

Ejemplos:Hallar el valor de los siguientes limites:

L lim(2x—7)=2(5)-7=3

Demostracion grafica

Figura 3.2 Grafico del limite de la funcién f (x ) =ax’+bx+c

YA

y =3 P(5,3)
Valor del limite

2

_21

2. lim( x> +x-6 )=(0)"+(0)-6=-6

x—0

Demostracion grafica
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Figura 3.3 Grafico del limite de la funciéon (x)=ax’+bx* +cx+d

La grafica se acerca al valor de y=-6
cuando x tiende a 0

P(0,6)

-10

3. lim(x* —2x—8)=(4)’

x—4

-2(4)-8=0
Demostracion grafica

Figura 3.4 Grafico del limite de la funcion f(x) = (x?-2x-8)

‘hy

[

cbserve que cuando la grafica pasa por

x = 4, su valor se wvuelve 0

g lim (2 =72 +4x+12)=(-1)" = 7(-1)" +4(-1)+12=0

x——1
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Limites

Demostracion grafica

Figura 3.5 Gréfico del limite de la funcion f(x)= (X3 —7x" +4x+ 12)

Tr
10
E(-1,0) x
5
40 -30 =20 = a 10 20 30 4
=14o
-30

X=7x-10 (3)-7(3)-10 —4
5

5. lim 0.8
=3 x+2 3+2
Demostracion grafica
¥’ =7x-10
Figura 3.6 Grafico del limite de la funcién f(x)= 7
X
‘;y /
L i
-4 -2 0 2 4 & 8 10']

Pi3,-0.8)
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SMATLAB

SLIMITES

%$Hallar el valor de los siguientes limites:
clc

sSyms x

$1lim(2x-=7)
$x->5
Ll=limit (2*x-7,x,5)

$1lim(x"2+x-6)
$x->0
L2=limit (x"2+x-6,%,0)

$lim(x"2-2x-8)
Sx->4
L3=1limit (x"2-2*x-8,x%,4)

Slim(x"3-7x"2+4x+12)
Sx->-1
L4=1limit (x"3-7*x"2+4*x+12,%,-1)

$1im(x~3-7x-10) / (x+2)
$x—->3
L5=limit ( (x"3-7*x-10)/ (x+2),x,3)

Limites indeterminados

De la forma 0/0

Cuando el reemplazo directo del valor X =a en la funcién f(x)

produce una indeterminacién de la forma O se procede a factorizar la

expresion para luego, por simplificacion, eliminar la indeterminacién.
De esta manera, se llegara a una expresion equivalente a la original cuyo
reemplazo directo producira el valor del limite.

Ejemplos: Hallar el valor de los siguientes limites:
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2
L gjm =8
-9 t—90

Hagamos el reemplazo directo en la funcién con ¢ = 9, entonces

. t°=81 9°-81 0
lim = =—
=9 t-9 9-9 0
Luego, se produjo una indeterminaciéon 0/0. De donde, para elimi-
narla, factorizamos la expresion original.

2_ p—
fim =S g E=0) i v0)=18
-9 t—9 t—9 t—9 t—9

Observe que la indeterminacion se elimind al simplificar los factores
(l - 9). Esa es precisamente la ventaja que produce la factorizacion.
Demostracion grafica

> -81
Figura 3.7 Grafico del limite de la funcién f(t) = P
T
20
B(2,18)
10
2 :
2 0 10 20 20 40 7
-10
2
. +m-=20 . (m+5)(m-4 .
2. hmm n :hm( )( ):hm(m—4)=—9
m—-5 m+5 m—-5 m+5 m—-5

Demostracion grafica
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2 —
Figura 3.8 Grafico del limite de la funciéon f(m) = Lmsﬂ)
m+
Tim)
[} m;
-15 -10 [ 5 10 '
P(-5,-9)
-10
3. lim—2= lm(&+ﬁ)(ﬁ_7) =lim (v +7) =27
u—7 \/_ \/_ u—7 \/;_ \/7 u—7

Demostracion grafica

u—"17
Figura 3.9 Grafico del limite de la funcion S)=——+=
Ju -7
5 I 1)
B(7,5.2915)
4
2
D K
= 0 4 B 10 4
ug
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3 —12x—36x . 3x(x’-4x-12) 3
=lim

4. lim
=0 16x -0 16x 16 x>0

Demostracion grafica

3x° —12x% —36x

=—lim(x’ —4x—12):—%

Figura 3.10 Grafico del limite de la funcion S(x)= T6x
Aly
2
0 =
-6 -4 E 0 2 4 6 i
2
B(0, -2.25)
-4
-6
1
ST ) . 1 1
S T R PO B R R B B R
B A G| G Sy T3 9 3

Demostracion grafica
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Figura 3.11 Grafico del limite de la f fy=t13
) L imit ., —
igura rarico del 1imite de la runcion x3+1/27
B
p{ -0.333 , 3 § 3]
2
1
D b
=5 —1 -3 e Al 0 A 2 i

De la forma oo/

Esta forma por lo general se da cuando tenemos que X — °°, asi
pues, ocurre que al «reemplazar» este valor directamente en la funcién
f(x) se produce una indeterminacién de la forma °°. Para eliminar esta

oo
indeterminacion se procede a dividir cada uno de los términos de la fun-
cion para la variable independiente con el mayor exponente. Luego (segui-
do de simplificacion) se procede a reemplazar el valor sabiendo por ultimo
que toda constante dividida para ®, entendido este como un nimero muy
grande es igual a 0.

C
— =0
oo

Ejemplos:

Hallar el valor de los siguientes limites:

. X
1 lim——
x> Sx°+x
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Hagamos el reemplazo directo en la funcién con x = o, entonces
: X oo oo
lim———= > =—
xse 5x° 4+ x 5(00) +oo o0

Luego, se produjo una indeterminacién ¥/¥. De donde, para elimi-
narla, dividimos cada uno de los términos de la funcion para * (la varia-
ble independiente con el mayor exponente en la funcién), ast:

X 1 1
) X o 0
lim — =lim et =lim = = =
x> §x° 4+ x xawiz lz xﬁw5+_ 54— 5+0
X X X b

o Se pudo haber seguido también un proceso alternativo de fac-
torizacion y simplificacidn; sin embargo, no es recomendable
cuando tenemos X — oo,

Demostracion grafica

X
Figura 3.12 Gréfico del limite de la funcion f(X) = -
5x"+x
Akﬁx)
1
x
- e 0 1 2 3 4 5

El valor de la funcién tiende a cero mientras x
tiende al infinito
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x + 6 1+ 6
R L o
2 tim e gm0 IO 1
e =2x45 wowx’ 20 5 el 25 0-0+0 0
x3 x3 x3 X X2 .X3
Demostracion grafica
X +6
Figura 3.13 Grafico del limite de la funcién fxX)=—F—F7—
x°—=2x+5
20ty
La grafica tiende al infinito en ambos ejes
10
0 X
-10 o/ 10 20 30 40 50
4x* 3 4 3
2_ T2 2 T3 -
C I P S S O S R S Sl . S|
=20’ +5x—8 ==2¢° Sx_ 8 e, 5 8 210-0 2
X XX x X

Demostracion grafica
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4x* =3

Figura 3.14 Grafico del limite de la funcién f(x) = ————
2x" +5x-8

&Ly

4 Cuando x tiende al infinito, el
valor de de la funcion tiende a 2

TN %
-6 -4 -2 0 2 4 & 8
-2
8x* 3 2 3 g 3
. 8x'-3 T T YT 80
4. lim —=lim2— =lim === =
e § 4 x x5 X X 5 0+1
—+t— —+1 —+1
Xt X b
Demostracion grafica 2t 3
x —
Figura 3.15 Grafico del limite de la funcién f(x)= P
E 3
10
v = 8
Cuando x tiende al infinito, el valor
de la funcién tiende a 8
5
-5 . 5 10 15 20 ;
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SMATLAB
$LIMITES INDETERMINADOS
%$Hallar el valor de los siguientes limites:

clc
syms m t u x

% DE LA FORMA 0/0
$lim(t"2-81)/(t-9)

st->9

Ll=1limit ((t"2-81)/(t-9),t,9)

%1lim (m"~2+m—-20) / (m+5)
$m->-5
L2=1limit ( (m"24m-20)/ (m+5) ,m, —5)

Slim(u-7)/(ur(1/2)=-7~(1/2))
Su->7
L3=limit ((u-7)/(u”(1/2)-7~(1/2)),u,7)

$1im (3x"3-12x"2-36x)/16x
$x->0
L4=1limit ((3*x"3-12*x"2-36*x)/16*x,x,0)

$1lim(x+1/3)/ (x"3+1/27)
Sx->-1/3
L5=1limit ((x+1/3)/ (x"3+1/27),%x,-1/3)

% DE LA FORMA INFINITO/INFINITO
$1im x/ (5x72+x)

$x->infinito
Ll=limit (x/ (5*x"2+x),x,inf)

$1lim (x"346)/ (x"2-2x+5)
$x->infinito
L2=1imit ((x"3+46)/ (x"2-2*x+5),x,inf)

$lim (4x72-3)/(2x"2+5x-8)

$x->infinito
L3=1imit ((4*x"2-3)/ (2*x"2+5*x-8) ,x,1inf)
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$1im (8x"4-3)/ (5+x"4)
$x->infinito
L4=1imit ((8*x"4-3)/ (5+x"4),x,1inf)

Limites unilaterales

Hasta aqui se ha trabajado con limites cuyo valor existe en la fun-
cion. Sin embargo, en esta seccion se verificara (graficamente) la existencia
del limite sin necesidad de que la funcién exista en determinado valor de
la variable independiente.

Una funcién puede poseer una tendencia al valor de un limite tanto
por el lado izquierdo como por el derecho. Esto se enuncia a continuacion:

lim f(x) =L  ;(por ellado izquierdo de la funcién)

x—a-
lim f ( x) = H ;(por el lado derecho de la funcién)
x—a*

Esta manera de determinar un limite es util cuando se tienen fun-
ciones con dominio compartido (que no son continuas en un determinado
intervalo). La estrategia para obtener estos limites consiste en las mismas
manipulaciones realizadas en los ejemplos anteriores. Cabe recordar que
se debe reemplazar valores en el dominio de la funcion.

Se debe tener en consideracion que el limite de una funcién existe,
siy solo si los limites laterales existen y son iguales. Asi:

limf(x) existe si y solo si lim f(x) = lim f(x)
x—a x—=a~ x—a+
Ejemplos:
Hallar el valor de los siguientes limites:

L lim[(x—3)2+2}:(3—3)2+2:2

x—3"

Demostracion grafica
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2
Figura 3.16 Grafico del limite de la funcién f (x ) =2 (x + 1)

‘Ly
=)
4
2 == por derecha
P(3,2)
0 %
s o 2 4 =] g 10 1
=3
. 1 11 ,
2. lim = = —=—oo (observe la figura 3.17)
—>2\x+2) -2+2 0
Demostracion grafica
1
Figura 3.17 Grafico del limite de la funcién f(x)=| ——=
x+2
Aly
2
D“‘-‘-—_.__‘__‘_‘_‘_xk-
=TT =7 + 0 2 i
chzerve que la grafica tiende a un ==3> =2
valer infinite (negative) misntras se
acerca a la recta ¥ = -2
-4
=6
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Limites

3 hm( : j‘ 2 _2_ o (observela figura3.18)
"ol 21 (1)2_1 0 observe la figura 3.
Demostracion grafica
2
Figura 3.18 Gréfico del limite de la funcion f(X) = ( T 7 )
x R

FY
Y <== observe gque por derecha la funcidn
tiende a un wvalecr infinitec mientras

4 mas se acerca a la recta ==1

0 DD 2 4 =} g 10 i
2 = 1
M
X =2x-2: x<1
4. Hallar el limite de f( x) = , cuando x

3—x cox>1

tiende a 1, tanto por izquierda como por derecha.

o Por izquierda (utilizando la primera parte de la funcidn, o sea,
en donde su dominio es inferior a 1):

lim f(x) = lim (x* ~2x~2) = (1) =2(1)-2=-3

o Por derecha (cuando el dominio de la funcién es mayor a 1):

lim f(x)=lim(3-x)=3-1=2
x—-1* x—1*
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Podemos concluir que lim f (x) no existe.
Demostracion grafica

Figura 3.19 Grafico del limite de la funcién f (%), ejemplo 4, seccién 3.5

Ahy
2 B(1l,2), P
“o== okeerve &l limite por derschsy
0 x
6 —4 -z [ 4 5 8 T
\. B(1,-3)
ohzeve 21l limite por izquierda ==
-4
SMATLAB
$LIMITES UNILATERALES
clc

syms m t u x

%$Hallar el valor de los siguientes limites:
$1lim (x-3)"2+2

Ex=>3+

Ll=limit ((x-3)"2+2,x,3,  right’)

$lim [1/(x+2)]

SxX=>2—

L2=1limit (1/ (x+2),x,-2," left’)
$lim [2/(x72-1)]

Sx->1+

L3=1limit (2/ (x"2-1),%x,1,’right”)

% Dada la funcidn
s | x"2-2x-2; x<=1
Tf(x)= |
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% | 3-x x>1
% Hallar el limite de f(x) cuando x tiende a 1, tanto
por izgquierda

[

% como por derecha.

$lim f (x)

Sx=->1-

L4a=limit (x"2-2*x-2,x,1,’left’)
$lim f (x)

Sx=->1+

L4b=1limit (3-x,x%x,1,  right”)

2 x<—4
5. Hallar el limite de f(x)z 3-2x-x* ;—4<x<l1 , cuando x

x=3
2

x>1

tiende al valor de -4 y de 1, tanto por izquierda como por derecha.

o Limite cuando x = -4 por izquierda:

lim f(x)= lim 2=2

x—>—4" x—>—4"
o Limite cuando x = -4 por derecha:

lim f(x)= lim (3-2x—x")=3-2(-4)—(-4)" =-5

x——4 x——4"
o Limite cuando x = 1 por izquierda:

lim f(x)=lim(3-2x—x*)=3-2(1)-(1)" =0

x—1 x—1

o Limite cuando x = 1 por derecha:

lim f(x)= hm(ﬁj N

x—1* x—1* 2 2

Demostracion grafica
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Figura 3.20 Grafico del limite de la funcién J ) , ejemplo 5, seccién 3.5

Aly
5
P(-4,2)
/ o| \p(1,0) =
-10 -5 0o 5 10 15 20"
P(l,-1)

grafico con dominio compartido
{observe los limites en cada secciénd

=10

Limites trigonométrico

Cuando se requiere hallar el limite de una expresiéon que posee
funciones trigonométricas, es ttil el uso de los siguientes limites notables:

. senx
Iim =1
=0 x
. l—cosx
Iim——=0
x—0 X

Observe que el reemplazo directo del valor de X =0 (la variable
independiente) en cualquiera de las dos funciones produce una indeter-
minacion de la forma 0/0. Pues bien, si se observan los siguientes graficos
estas aparentes indeterminaciones quedarian eliminadas.
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Limites

Figura 3.21 Gréfico del limite de la funcién f(Xx)=

sen(x)

F

-

b 4

Figura 3.22 Griéfico del limite de la funcién f(x) =

1—cos(x)

3

-

b 4

Ademas del uso de estos limites notables a veces son necesarias tam-
bién algunas identidades trigonométricas basicas.
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Tabla 3.2 Identidades trigonométricas basicas.

sen(x) = 1 sen’ (x)+cos’(x) =1
cse(x) 1+ tan® (x) = sec’ (x)
cos(x) = )
sec(x
1+ cot®(x) = csc?(x)
sen(x)
tan(x) = ——
cos(x) sen(2x) = 2sen(x)cos(x)
) _ cos(x)
cotlx) = sen(x) cos(2x) = 2cos®(x) -1
Ejemplos:

Hallar el valor de los siguientes limites:

1 lim 25t = (nmizj(hng Se”x) = (c0)(1) = oo
X—> X

=0 x =0 x

Demostracion grafica
sen(x)
Figura 3.23 Grifico del limite de la funcion f(X) =——
X

T
la grafica se wvuelve al infinto

mientras el valor de x se hace 0

=]

=]
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3

2. lim senx _ (lim senzx)(lirn senx] = (0)(1) =0

-0 x x—0 -0 x

Demostracion grafica

3
Figura 3.24 Graéfico del limite de la funcion f(x) = sen (x)

7

0 X

<7 o D 1 2 3 oy e

cuando el valor x tiende a 0 la gréfica
se acerca al origen

3 Tim sen(u—2) lim sen(u—2) _1 i sen(u—2)
-2 3yu—6 u—2 3(u—2) 3us2  y—2

Luego, segtin el cambio de variable

v=u-2

siendo u=2—-v=0

Por dltimo, se tiene que

1. sen(u — 2) 1.. senv 1
—lim—————=—lim——=—
3us2 y—=2 3v0 yp 3
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sen(u—?2)
Figura 3.25 Grafico del limite de la funcion /(%)= u-2)
1w
1
P(2,0.333)
?N
= g 0 1 2 3 4 3

il |

. t—2sent . t-—2sent . t—2sent
4. lm———=lim—— =lim| cost| —— | |=
=0 tant t—o  Sent —0 sent

cost

Aplicando la propiedad de limites para productos entre funciones y
desarrollando la division dentro del paréntesis, se tiene que

=limcost 01im(L— 2) =(1)(1-2)=-1
t—0 =0\ sent

Demostracion grafica
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t—2sen(t)
Figura 3.26 Grafico del limite de la funcién /(?) :_tan(t)
14;}"\._-].}
A -rL
-3 0 1 3 -

E(0,-1})

La expresion lim =1, es otro limite notable. Observe el

siguiente grafico: x>0 sen(x)
X
Figura 3.27 Grafico del limite de la funcién f° (x) =
sen(x)
3
z
< =5 = i 1 2 3 )
-1

5. lim 1—cos(2u)

Utilizando identidades trigonométricas:
u=0 g - sen(u)
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1-cos2u=1-(2cos’ u—1)=1-2cos’ u+1=2(1-cos’u) = 2sen’u

se tiene que

2
ml cos(2u) — lim 2sen” (u) > lim sen(u) _»5
u=0  y.sen(u) u=0 y.sen(u) u=0 oy
Demostracion grafica
I—cos2u
Figura 3.28 Gréfico del limite de la funcién f (M) =—Q
u-sen(u)
1)
4
2| B(0,2)

SMATLAB

$SLIMITES TRIGONOMETRICOS
clc

syms t u x

$Hallar el valor de los siguientes limites:
$lim sen (x)/x

$x->0
a=limit (sin(x)/x,x,0)
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$1lim (l-cos(x))/x

$x->0

b=limit ((l-cos(x))/x,x,0)
$1im x/sen (x)

$x->0

c=limit (x/sin(x),x,0)

%1lim sen (x)/x"3
$x->0
Ll=limit (sin (x)/x"3,x,0)
%$1im sen”3(x)/x
$x->0
L2=1imit ((sin (x))"3/x,x,0)

%$1im sen(u-2)/ (3u-6)
Su->2
L3=limit (sin (u-2)/ (3*u-6),u,2)

$1im (t—-2sen(t)/tan(t)
$t->0

L4=limit ((t-2*sin(t))/tan(t),t,0)
%1im (l-cos (2u)) /u*sen (u)

$u->0

L5=limit ((l-cos (2*u))/ (u*sin(u)),u,0)

Limites con funciones exponenciales

Se procede utilizando la estrategia de los casos anteriores cuando
sea necesario.

Ejemplos:
Hallar el valor de los siguientes limites:
. w1 1
L lim(2')=2"=—=—=0
X—y—o0 2 o

Demostracion grafica
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Figura 3.29 Grafico del limite de la funcién f (x )

2)

3

-

V-
3
2
“===== gl grafice se acerca a 0
cuande ¥ e wvuelwve infinito negatiwvo
%
-6 -5 D i
=l
. x=3 3-3 0
2 lim| 1= |=1- Y = 1= = 1-1=0
x—3
Demostracion grafica
. g I ., =1 (x-3)
Figura 3.30 Grafico del limite de la funcion f(x)=1—¢
Aly
2
1
B Figs O ¥
=i D i 2 5 i
i
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Limites

3 im(3)=3"""=3"=]

x—0

Demostracion grafica

Figura 3.31 Grafico del limite de la funcion S (x) =3

F Y

¥

E {0, 1)

-+

SMATLAB

$LIMITES CON FUNCIONES EXPONENCIALES
%$Hallar el valor de los siguientes limites:
clc

syms x

$lim 2"°x
$x->-1inf
Ll=1limit (2°x,x,-inf)

$lim (l-exp(x—-3))
Sx—=>3
L2=1limit (l-exp (x-3),x,3)

$1lim 37 sen (x)

$x—=>0
L3=1limit (3%sin(x),x,0)
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Limites con funciones logaritmicas

Se trabaja como los casos anteriores cuando sea necesario. Ademas,
se debe cuidar que al reemplazar la funcion con variable independiente el
argumento del logaritmo debe ser un valor mayor que cero, ya que loga-
ritmos de nimeros negativos no existen.

Ejemplos:

1. linll(logx) =log(1)=0

Demostracion grafica

Figura 3.32 Gréfico del limite de la funcion J (x ) = log(x)

My

=}

i

o
=

2. lim[ 1-In(x)]=1-1In(e)=1-1=0

xX—e

Demostracion grafica.
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Figura 3.33 Gréfico del limite de la funcién J (x ) =1- ln(x )

P ( 2.7182 , 0 )

4 5 4]

3.1im[2+1n(x~-3)]=2+In(4-3)=2+In(1)=2+0=2
Demostracion grafica

Figura 3.34 Grafico del limite de la funcion f (x ) =2+ ln(x -3 )
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SMATLAB
$LIMITES CON FUNCIONES LOGARITMICAS

%$Hallar el valor de los siguientes limites:
clc

sSyms x

%1lim log (x)
Sx->1
Ll=1imit (loglO(x),x,1)

$1lim [1-1n(x)]

$x->e
limit (1-(log(x)),x,exp(1l));
L2=round (ans) % redondea el Ultimo resultado

$lim [24+1n(x—3)]
Sx—->4
L3=1limit (2+1log(x-3),x,4)

Limites con valor absoluto

Utilizando las reglas del valor absoluto de un niimero.
Ejemplos:
1 limlx -3 =[3-3[=]0[=0

x—3

Demostracion grafica
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Figura 3.35 Gréfico del limite de la funcién f (X ) = |X - 3|

F
2
1
] 1 2 3 4 5 &
B (3 o
il

2 timl-2]- 3 =12~ 3|3 - §=3-3 =0
Demostracion grafica

Figura 3.36 Griéfico del limite de la funcién f (x ) = Hx - 2| - 3’

Any

i
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SMATLAB

$LIMITES CON VALOR ABSOLUTO

%$Hallar el valor de los siguientes limites:
clc

sSyms x

$lim | x-3|

$x->3
Ll=limit (abs (x-3),x,3)
$lim | |x-2|-3|

Sx—->-1
L2=1imit (abs (abs (x-2)-3),x,-1)

Ejercicios adicionales
1. Dada la siguiente funcién:

Figura 3.37 Grafico de la funcién f (x ) , ejemplo 1, seccion 3.10

Se obtienen las siguientes respuestas:
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ORDEN RESPUESTA ORDEN RESPUESTA
Al Mm s
Jmflx) P Am )
No existe, 1
lmf(x) e f0) o
lim f(x) o h f(=2) !

2. Dada la siguiente funcion:

Figura 3.38 Gréfico de la funcion S (x ) , ejemplo 2, seccion 3.10

b

A

Se obtienen las siguientes respuestas:
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ORDEN RESPUESTAS ORDEN RESPUESTAS
 lim £ (x) 0 _ Jim f(x)
lim f(x) No existe im 7 (x)
NIt
YOI NORRE

1
3 lim l 3 —i = lim[—(Bsenx—Ztanx)}
0| x\cscx  cigx =0l x

) 3senx ) 2tanx
= lim —lim
x—0 X x—0 X

= 31im 2 _ 3 Jjm 20
=0 x =0 x
=3(1)-2(1)
=1
. l—senx
4. lim

T 2
x> T
2l ——x
( 2 j
. . . T . T
Haciendo el cambio de variable y = — — x; asi, si x — 5 ,

T
entonces Y =0 . Ademas x = E —u . Luego, tenemos:

210



Limites

T b4
1—| sen—cosu — senu COSE

=lim >
u—0 u
. l—cosu
= hm—2
u—0 u
. 1—cosu (1+cosu
=lim %
=0y 1+ cosu
1—cos’u

=0 g4 (1+cosu)

) . sen’u
=lim elim—;
u—0 1 +cosu u->0 y
1 ( s.enuj2
=—e| lim
2 u—0 u
1 2
=—e(l
o)
_1
2
2_ —_— —_—
5 limx—xz:limw:—lim(x+l):—3
x—=2 |_x—2| x—=2 —(x—2) x—=2"
6 x(2x+1)’ . AX+4x+x
lim = —
e (x42)(x=2)(x+1) w==x’+x'—4x—4
4y’ 4x*  «x 4 4 1
gt e T 44040
e x? 4x 4 = l_i_i 1+0-0-0
¥ Y X x xt X

m
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_hm\/2+x—\/§*\/2+x+\/§
=0 x V24 x+42

. (V2+XY—(V2Y . 2+x-2 . 1 1

lim =1lim =lim =

=0 x(\/2+x+\/2) H"x(\/2+x+x/2) =024 x+42 242
o limx3 —-6x>+1 x—6

x—1 x_l

7. lim

x—0

\/2+x—\/§

Utilizando (en el numerador) el método de factorizaciéon por
evaluacion:

+1 -6 +11 -6 +1
+1 -5 +6

+1 -5 +6 /1

Entonces:

S _6x> 41 1x— ~1)(x*=5x+6
i £ =68 11x=6 (o) - 5x )zlim(x2—5x+6):2

x-1 x—1 x>l x—1 x-1

9. Dada la funcién:

—x*+3x x<0
f(x)= e 0<x<4
—lx+1 ;x24
2

Determine:

a. El gréfico de la funcién, dominio y rango.
b. lim f(x),lim f(x),limf(x)
x—0* x—0~ x—4
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c. f(4).£(0).f(2)

d. Los intervalos de monotonia
Desarrollo
Observe la figura 3.39
Figura 3.39 Grafico de la funcién S (x ) , ejemplo 9, seccién 3.10

W

A
8 ”

A

Domf (x)=R ,y Rgf(x)=(—0,0)U[e,e°)

b. lim f(x)=¢’

lirg; f(x)=0

lim f (x)=no existe
C. f(4) =-1

f(0)=¢

f(2)=¢'

d f (x) es creciente en (—°°,4]; y decreciente en [4,00)
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10 lim(n2+1)(n_3)(n+4)—i nt+n’ =120 +n* +n-12
e nn—2)3 e pt—6n’+12n* —8n
nton’ e’ o 12 Lon 112, 1 1 1 12
fim2l nt n'  nt nt_ g, T e e e e
e pt o 6n’ 12n* 8n - 6,12 8 6,12 8
A e et
(SO SN B
6X— X X . X (o]
= lim =6

. Vr=1_ o Vx-1 Yo+l et el
B T B VA N VA VS B (A N e

D)) (e )(Veen) e
! (x—l)(\*/x_2+%/;+1) =0 Y+ +1 1+1+1

f(x+h)—f(x)
h

_4
3

13. Sea f(x)= é/;, hallar f*(x)= 1,,133

f’(x) =1lim 3—‘M;H/;

h—0

f(x)= limQ/H—h_%/; y (m)z +(3 x+h)(%/;)+(é/})2
T )

xX+h—x

f’(x)zlim 2 2
h—>0h[ (m) +(m)(%/;)+(\3/;) ]
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£ ()=tim o 2
| (%/x+h) +(%/x+h)(x3/;)+(3/;) |
f(x)=lim o :

I e« () ()

fx)=r—s ;
(T () )
1
fx)=
()
14. Sea G(1)= L , determine el limite lim Glr+h)- G(t)
l+4 h—0
t+h 1
1imG(t+h)_G(’):hmt+h+4 t+4
h—0 h—0
1> +4t+ht+4h—1t> —ht — 4t
L (t+h+4)(t+4)
lim ;
4h
_ lm(t+h+4)(t+4)
h—0 h
=lim
=0 (t+h+4)(t+4)
4
(1+4)

15.8i lim f(x) = 4 y lim g(x) = 8, encuentre lim| £ (x)e /g (x) |

x—3
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tim[ () fg(x) | =tim £ () tim s (+)

=[] s
= [4]2 .Q/§

=162

=32
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Capitulo 4

Derivadas

Derivadas de funciones algebraicas

Reglas para encontrar derivadas.

Tabla 4.1 Reglas generales de derivacién

1. D_(k)=0, k es constante

2. D (x)=1

3. Dkef(x)=keD,. f(x)

4. D(f(x)+g(x) =D, f(x)+D,g(x)
5. D.(f(x)-gx) =D.f(x)-D,g(x)

6. D.(f(x)eg(x) =/ (x)D.g(x)+g(x)D, f(x)

D, f(x) _g)D f(x)-f Ex)D,g(x) (1) %0
g(x) [g(x)]

—1
8. DXx"=nx"
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La primera derivada de una funcién V = S(X) se denota por V(%)
o f '(x), a continuacidén se muestran varios ejemplos:

Ejemplos:

Encontrar las derivadas de las siguientes funciones:

1. y=8
y =0
2. y=10x
y =10
3. y=20x-5
y=20-0
y =20
4. y=x+25x
y =14+25
y =26
5. y:x2
— 2!
y =2x

6. y=4x*+x’

y=16x""+ 3x*!

y =16x"+3x"
7. y=6x"
=36
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8. y:z
X
y=m(x")
y =nr(-1x"")
y =-m(x7)
T

6 y=tx?

I
y=3x"+x"
y ==33)x"" +(=2)x"
y =-9x7"—2x7

__92_2

xt X
10. y = 1 +2x
5x

5
1
=——x "+2
Y 5
1
=——+2
Y 5x*

11. y=2x" 7%’
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¥ =(2x*)D,(7x°)+(7x°)D,(2x%)

y =2x"(35x")+7x°(4x7")
y =2x*(35x")+7x°(4x)

y =70x° +28x°

y =98x°

12. y=(x"+2)e(x’ +1)

Yy =(x*+ 2)D, (X +1D)+(x° +1)D, (x> +2)
y =" +2)(3x) + (x> +D(2x)

y =3x"+6x" +2x* +2x

y =5x*+6x>+2x

v =x(5x> +6x+2)

13. y=(2x+1)

y =2(2x+1)"" ¢ (2+0)
y =22x+1)e2

vy =42x+1)

y =8x+4
x—1

14. y=—
x+1
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Derivadas

_(x+D)D (x-1)=(x-1)D,(x+1)
a (x+1)2

y = (x+ D) - (x=1)(D)
(x+1)°
o x+l-x+1
(x+1)°
2
YTty

2
x*+5

15.y=

b= (x> +35)D,(2) - (2)D,(x* +5)

(x2 + 5)2
ye (x> +5)(0)—(2)(2x)
(x*+5)°
_ —4x
TP +5)

16. y=(x+1)e(x—4)

y=x+1)D (x—=4)+(x—-4)D_(x+1)
y =+ +(x=4)1D)
y=x+14+x-4

y =2x-3
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17. y=(x’ —2x) e (3x 1)

y = =2x)D,3x-1)+Bx—1)D,(x’ —2x)
y =(x=2x)3)+(Bx—-1)(3x* - 2)

y =3x" —6x+9x” —3x" —6x+2
y=12x"=3x" —12x+2

18. y=(5x+6) e (x—8x%)
y =(5x+6)D, (x—8x”)+(x—8x*)D, (5x +6)
y =(5x+6)1-16x)+(x—8x*)(5)

y =—-80x" —91x+6+5x—40x>

y =-120x" —86x+6

19. y=(2-x>) e (x—9)

¥y =Q2-x)D,(x=9)+(x=9)D,(2-x")
¥ =Q2=x)(1)+(x=9)(~2x)
y=2—x>=2x>+18x

y ==3x"+18x+2

20. y=(1—-x*+3x") e (1-2x)
y =(1-x*+3x)D (1-2x")+(1-2x")D_(1-x* +3x°)

y=1=x"+3x")(=10x*")+(1-2x")(-2x+9x7)
y =—10x" +10x° = 30x" —2x+9x* +4x° —18x’
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Derivadas

y =—48x" +14x° —10x* +9x* —2x

Sl y= 5x—4
e
_ 2x*=1)D,(5x—4)—(5x—4)D,(2x’ —1)
Y 2% —1)’
X =D(5)— (5x—4)(6x%)
v Qx —1)
. 10x°—5-30x" +24x
Y (2x -1y
. —20x7+24x7 -5
Y 2 —1)
3
x” —1
22. y=
x—3

b= (x=3)D (x> =1)=(x’ =1)D_(x-3)

(x=3)°
L @=3)Bx) = = D)
Y (x—3)°

_ 3x°—9x —x*+1

%

(x=3)
22X -9x7 +1
YTy
4—x*
23. y =
Y 1—x°

2723
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- (1=x)D,(4-xH-(4-x")D (1-x%)
Yy = 282
(I-x%)
L (A=x*)(—4x7)—(4—x")(2x)
v (- 22)

L =4 +4x° +8x—2x°
(1-x°)

. 2x° —4x7 +8x
(1-x7)’

y

o 2x(x*=2x7+4)
(1-x*)

X +x
r= 3x+5

_ Bx+5D, (¥’ +x*)—(x’ +x*)D,(3x+5)
7 (Gx+5)
yw:6x+5X%3+2ﬂ—Cf+x56)

(3x+5)

97 +21x° +10x—3x7 = 3x7

B (3x+5)

. 6x’+18x7 +10x
(3x+5)

24,

L 2x(3x*+9x+5)
(3x+5)

2
x —x+1
25. =
Y x> =1
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Derivadas

y= (x> =D (x> —x+1)— (x> —x+1)D,(x’ 1)

(x*=1)?
(P =D@2x-D—(x*—x+D(3x?)
Y -1
L 2xt = xd = 2x+1-3x" +3x> —3x?
g -1y’
= —x*+2xP =3x?—2x+1

(x’ —1)°

Nota: Sea YV = f (X) ,la primera derivada de ' también se denota

. d d d

por y=f (x)=D f(x)= LA l =— f(x), a este tipo de nomencla-
dx dx dx
tura se conoce como notacién de Leibniz.

SMATLAB

$DERIVADAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

%Hallar la primera derivada dy/dx de las siguientes
funciones:

clc

syms x

%1. y=8
D1=diff (8,x,1)

%2. y=10x
D2=diff (10%x,x,1)

%3. y=20x-5
D3=diff (20*x-5,x,1)

%4. y= x+25x
D4=diff (x+25*x,x,1)
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%5. y= x"2
D5=diff (x"2,x,1)

%6. y= 4x"4+x"3
Do=diff (4*x"4+x"3,x,1)

$7. y= 6x"(-3)
D7=diff (6*x" (-3),x%x,1)

%8. y= pi/x
D8=diff (pi/x,x,1)

$9. y= 3/x"3 + x"(-2)
D9=diff (3/x"3 + x"(-2),x%x,1)

%$10. y= 1/5x + 2x
D10=diff(1/(5*x) + 2*x,x,1)

$11l. y= 2x"2 * 7x"5
Dll=diff ((2*x"2)*(7*x"5),x,1)

$12. y= (x7242)* (x"3+1)
D12=diff ((x"2+2)* (x"3+1),x,1);
D12=simplify(D12) %simplifica la respuesta

%13. y= (2x+1) 72
D13=diff ((2*x+1)"2,%,1)

$14. y= (x-1)/(x+1)
D14=diff ((x-1)/(x+1),x,1);
Dl4=simplify(D14) %simplifica la respuesta

%15. y= 2/ (x"2+5)
D15=diff (2/ (x*2+5),x,1)

$16. y= (x+1)*(x-4)
Dle=diff ((x+1)*(x-4),x,1)

$17. y= (x"3-2x)* (3x-1)
D17=diff ((x"3-2*x)*(3*x-1),x%x,1);
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Derivadas

D17=simplify (D17) $simplifica la respuesta

%18. y= (5x+6)* (x-8x"2)
D18=diff ((5*x+6) * (x—8*x"2),x,1);
D18=simplify(D18) $simplifica la respuesta

$19. y= (2-x"2)*(x-9)
D19=diff ((2-x"2)* (x-9),x,1);
D19=simplify(D19) $simplifica la respuesta

%20. y= (1-x"2+3x"3)*(1-2x"5)

D20=diff ((1-x"2+3*x"3)* (1-2*x"5),x,1);
D20=expand (D20) % expande la respuesta
pretty (D20)

%21. y= (5x-4)/(2x"3-1)

D21=diff ((5*x-4)/(2*x"3-1),x,1);
D21=simplify(D21) $simplifica la respuesta
pretty (D21)

%22. y= (x~3-1)/(x-3)

D22=diff ((x*3-1)/ (x-3),x,1);

D22=simplify (D22) $simplifica la respuesta
pretty (D22)

$23. y= (4-x74)/(1-x"2)

D23=diff ((4-x"4)/ (1-x"2),%,1);

D23=simplify (D23) $simplifica la respuesta
pretty (D23)

$24. y= (x"3+x"2)/(3x+5)

D24=diff ((x"3+x"2)/ (3*x+5),x,1);

D24=simplify (D24) $simplifica la respuesta
pretty (D24)

$25. y= (x"2-x+1)/(x"3-1)
D25=diff ((x"2-x+1)/(x*3-1),%,1);
D25=simplify (D25) $simplifica la respuesta
pretty (D25)
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Derivadas de funciones trigonométricas

Reglas para derivar funciones trigonométricas.

Tabla 4.2 Reglas generales de derivacion de funciones trigonométricas

L. D Sen(x) = Cos(x)

2. D _Cos(x) =—Sen(x)

3. D Tan(x) = Sec’(x)

4. D _Cot(x)=—Csc’(x)

5. D, Sec(x) = Sec(x)® Tan(x)

6. D Csc(x)=—Csc(x)e Cot(x)

Ejemplos:

L. y =Cos(2x)
u=2x—->Du=2

y=Cos(u) = D,y =—Sen(u)

Dy=DueD,y :ﬂoﬂ—ZSean)
dx du

2. y=Sen(4x)e I:—Cos(6x):|
y =Cos(4x)e(4)— [—Sen(6x)] °(6)
vy =4Cos(4x)+6Sen(6x)
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Derivadas
3. y = Sen*(x)+Cos*(x)

. u = Sen(x) = D u = Cos(x)
Sen” (x) = . ,
y=u —Dy=4u

Cos*(x) = {u =Cos(x) > Du= —Sen(x)}

y=u'—D,y=4
Dy= 4Sen’ (x)eCos(x)— 4Cos3(x) e Sen(x)

4. y = Sen”(3x)

y= [Sen(3x)]2

u = Sen(3x) — D.u = 3Cos(3x)
y=u’—D,y=2u

D,y = 2Sen(3x) ®3Cos(3x)
D_y =6Sen(3x)Cos(3x)

5. y =Tan"(5x)

y=[Tan(5x)]'
u = Tan(5x) — Du = 5Sec’ (5x)
y=u4 %Duy=4u3

D_y = 4Tan’ (5x) @ 5Sec’ (5x)

X

Dy= 20Tan’(5x)Sec*(5x)
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6. y = Sen(3x)e Cos(2x)

v = Sen(3x)D Cos(2x)+ Cos(2x)D _Sen(3x)

v =Sen(3x)e—Sen(2x)(2)+ Cos(2x)e Cos(3x)(3)
y =—2Sen(3x)Sen(2x)+3Cos(2x)Cos(3x)

7. y = x> ®Tan(x)

y' =x"D Tan(x) + Tan(x)D x

v =x" eSec’(x)+Tan(x)e2x

v = x>Sec’(x)+ (2x)Tan(x)

8. y=Sen [Cos(x3):|

u = Cos(x’) = D.u =-3x"Sen(x")
y=_8en(u) = D,y = Cos(u)
D_y =-3xSen(x’)® Cos(u)

X

D y= —3szen(x3)C0s[C0s(x3)]

X

2
9. y=Tan( 4x )
x+1

4x*
u:
x+1

yv=Tan(u) > D,y = Secz(u)

Du= (x+1)D 4x* —4x’D, (x+1)
* (x+1)?
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Derivadas

_ (x+ D0 - 4x’(1)

Du >
(x+1
2 2
Qwﬁx+&2M
(x+1)
4x* +8x
U=———+
* (x+1)°
4x(x+2)
Uu=——-—->=
! (x+1)*
D.y = Sec’(u) Ow
(x+1)
2
D.y = Sec® 4x” | 4x(x+ 22)
x+1] (x+1)
Sen(x
10. Y =— ()
x -1
_ (X =1)D Sen(x)— Sen(x)D,(x* —1)
B (" =1)°
_ (X’ =1)D,Sen(x) - Sen(x)D, (x* -1)
(x* =1)?
L x>Cos(x)— Cos(x)—2xSen(x)
(x> =1
SMATLAB

$DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

%$Hallar la primera derivada dy/dx de las siguientes
funciones:

clc

sSyms x

P
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%1. y=cos (2x)
D1=diff (cos (2*x),x,1)

%2. y=sen (4x)- cos(6x)
D2=diff (sin (4*x) - cos (6*x),x,1);
pretty (D2)

%3. y=(sen(x))"4- (cos(x))"4
D3=diff ((sin(x))"4-(cos(x))"4,x,1);
pretty (D3)

%4. y= (sen(3x))"2
D4=diff ((sin(3*x))"2,x,1)

%5. y= (tan(5x))"4
D5=diff ((tan(5*x))"4,x,1)
D5=simplify (D5)

%6. y= sen(3x)*cos (2x)
Do=diff (sin (3*x) *cos (2*x),x,1)

7. y= (x"2)*tan (x)
D7=diff ((x"2)*tan(x),x,1)

%8. y= sen[cos (x"3)]
D8=diff (sin(cos(x"3)),x,1)
pretty (D8)

%9. y= tan[ (4x72)/ (x+1)]

DO9=diff (tan((4*x"2)/(x+1)),x%x,1);
D9=simplify (DY)

pretty (D9)

%10. y= sen(x)/(x"2-1)
D10=diff (sin(x)/ (x"2-1),x,1);
D10=simplify (D10)

pretty (D10)
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Derivadas

Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Tabla 4.3 Reglas generales de derivacion de funciones

trigonométricas inversas

- |
1. D.Sen(u)= eDu
1—u’
4 1
2. DCos™ (u)y=— eDu
1-u®
3. D.Tan™(u)= seDu
) I+u ’
4 1
4. D.Cot (u)=- . *Du
u
1
5. DSec(u)= eDu
uNu® -1
1
6. D.Csc”'(u)y=————=eDu
uNu® -1
Ejemplos:

1. v =xeSen"'(4x)
y = xDxSen'1 (4x)+ Sen™ (4x)D x

N S
s J1—(4x)

4x

y o V1-16x*

(4)+ Sen”' (4x) e (1)

+Sen”' (4x)
2. y=x>eTan " (x)

233



Introduccion al Calculo Diferencial con Geometria Analitica
, 2D T -1 T -1 D 2
v =x"D Tan  (x)+Tan  (x)D x

+Tan"(x)®(2x)

2
y’ =X @
1+x?

2
X

y = >+ (2x)Tan™" (x)
I+x

3. y=Cos'(2x’) +x
y =D, Cos™' (2x*)+ D _x

1

Y = (6x")+1
J1-(2x%)?
2
y == Ox +1
6
1—4x

4. y = Sec™' (2x)—5Csc' (x)

y =D Sec”' (2x)—5D_Csc™ (x)

1 1
s — -5 —————
g 2x1/(2x)2—1() [ x\/xz—l)

_ 1 N 5
x\/4x2 -1 x\/x2 -1

3

5. y=Sen™ [Sen(2x)]
u = Sen(2x) = D u =2Cos(2x)

D Sen™ (u) =




Derivadas

NS S ©2Cos(2x)

a AJ1—(Sen2x)?

y = __ e2Cos(2x)
2
1—Sen”(2x)
y = ;.ZCOS(2X)
A/ Cos*(2x)
1
=——2Co0s(2
7 Cos(2x) * 2Cos(2x)
y =2
SMATLAB

$DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
$Hallar la primera derivada dy/dx de las siguientes
funciones:

clc

syms x

%1l. y=x*arcsin (4x)
Dl=diff (x*asin (4*x),x,1)
pretty (D1)

%2. y=(x"2)*arctan (x)
D2=diff ((x"2) *atan(x),x,1)
pretty (D2)

%3. y= arccos (2x"3)+x
D3=diff (acos (2*x"3) +x,x,1)
pretty (D3)

%4. y= arcsec(2x)-5arccsc (x)

D4=diff (asec (2*x)-5%*acsc(x),x,1)
pretty (D4)
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%5. y= arcsen(sen(2x))
D5=diff (asin(sin(2*x)),x,1)
%D5=simplify (D5)

pretty (D5)

%6. y= sen(3x)*cos (2x)
D6=diff (sin(3*x) *cos (2*x),x,1)

7. y= (x"2)*tan (x)
D7=diff ((x"2)*tan(x),x,1)

%8. y= sen[cos (x"3)]
D8=diff (sin(cos (x"3)),x,1)
pretty (D8)

%9. y= tan[ (4x72)/ (x+1)]

DO9=diff (tan((4*x"2)/(x+1)),x,1);
D9=simplify (DY)

pretty (D9)

%10. y= sen(x)/(x"2-1)
D10=diff (sin(x)/ (x"2-1),x,1);
D10=simplify (D10)

pretty (D10)

Derivada de una funciéon compuesta.

Regla de la cadena

Sila funcidn g es diferenciable en x y la funcion f es diferenciable en
g(x), entonces la funcién compuesta f°ges diferenciable en x, y:

(f°g) ()=f"(g(x)) g'(x)

Ejemplos:
Loy=(a+1)

Observe que y es la funciéon compuesta f° g, donde f=x?y g(x)=4x>+1
Como f'(x)=2xy g’ (x)=12x7, se tiene que:
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Derivadas

Y=(f°g) (x)=f (g(x)) g (x)=2(4x*+1)*12x* = 24x> (4x°+1)
2. y=sen(2x)

Si se consideran f(x)=sen x y g(x)=2x , entonces f(x)=cos x y g'(x)=2

yN=(f°g) (0)=f"(g(x)) g"(x)= cos(2x)*2 = 2cos(2x)

3. y= [cos(x)]_1 = arccos(x)

1 >
> Y8

Si se consideran flx)=x"'y g(x)=cos x , entonces f (x)=-x*= po

(x)=-sen x

y=(f°g) (x)=f (g(x)) g'(x)= - *-sen x 1

(cos x)? - (cos x)?
2 5
b :(E)

Si se consideran f(x)=x" y g(x)= % , entonces f (x)=5x'y ¢

_ 2 X
(x)=- 1y

y=(f°g) (0)=f(g(x) g (x)= 5{ 2 |% 2 _ 160

D) D) (-1
2x+1Y
: y_(?ax—l)

Si se consideran f(x)=x*y g(x)=

(3x-1)2-(2x+1)3
(3x-1)?

y=(f°g) ()=f(gx) g'(x)=4 (
6. y=tan(3t’ +2t)

2x+1
3x-1

, entonces f (x)=4x>y &

2x+1)* 5 -20(2x+1)°
3x-1° (3x-1)? (3x-1)°

Si se consideran f(x) = tan x y g(x)= 3t*+2t, entonces f (x)= sec’x'y
gx)=6t+2

y=(f° g ) (x)=t"(g(x)) g'(x)= sec* (3t>+2t )*(6t+2) = 2(3t+1) sec?
(3t2+2t)
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Usando la notacion de Leibniz para la derivada, la regla de la cadena
podria enunciarse como sigue: d
Si ¥ esuna funcion de U, es decir, y = f(u) y d_y existe, y si U es
u

una funcion de X, definida por u= g(x) yﬁ existe entonces @ estd
dado por: dx dx
dy _dy,du
dx du dx
(42 (+2)
25 9
Si se consideran y(u) = sen u y u(x) = cos x, entonces dy _ cosuy
d _ du
ay =-senx
du
y= % * %: cos(u)* (-sen x)=cos(cos(x))* (-sen x)=-sen x[cos(cosx ) ]
8. y=sec’(2x?)
Si se consideran w(x) = v, v(x) = sec u y u(x) = 2x?
Entonces %1:— = 43 , gﬁ = sec(u) tan(u) Y % = 4x
Derivacion implicita
o JEMEVEE. + 4x = 4(sec(2x?))? + sec(2x?) tan(2x?) » 4
R T L sec(u) tan(u) * 4x = 4(sec(2x°))” * sec(2x°)tan(2x*) = 4x

y' = 16xsec*(2x?) tan(2x?)

Sea f(x) = 3x?+5x+ 1, se puede observar que la funcién estd
definida explicitamente, debido a que y se ha despejado como una funcién
de x. Sin embargo, no todas las funciones pueden ser definidas explici-
tamente, es decir, no siempre es factible despejar algebraicamente y en
funcioén de x; por ejemplo:

x8 —2x =398 + 95— 2
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Derivadas

Se puede determinar la derivada gl, para lo cual se derivan ambos
X

lados de la ecuacion. La derivada de los términos de la izquierda se deter-
minar facilmente. Por medio de la regla de la cadena se determina la deri-
vada de los términos de la derecha.

Dy (x® — 2x) = D,(3y® + y° — y?)

dy dy dy
5-2=18y5+x— Yr— —2yx—
ok 8y *dx+5y " dx Y dx
Al despejar Y e obtiene:
dx
dy 6x° —2

dx 18y% + 5y* — 2y

Observe que al emplear la derivacion implicita se ha obtenido una

expresion para dy que contiene a las variables x y y.
X

Ejemplos:

Utilice la derivacion implicita para determinar la pendiente de la
recta tangente a la curva X+ y3 =9 en el punto (1,2). Encuentre una
ecuacion de la recta tangente.

Solucién:

Al derivar implicitamente con respecto a x se obtiene:

dy
3x2+3y2—==0
x“+ 3y -
dy  x*
dx ~ y2

En el punto (1,2), gl = - iﬁ La ecuacién de la recta tangente es
X

y—2=-;(x—1)
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dy.

9. Dada xcos y + ycos x-1 =0, calcule
dx
Al derivar implicitamente con respecto a x se tiene:

d d
1*cosy+x*(—seny)d—i+£*cosx+y*(—senx)=0

dy
= (cosx — xseny) = ysenx — cosy

dy y.senx—cosy

dx cosx—x.seny
2

1. Dado que 4x*+9y* = 36 determine %

Al derivar implicitamente con respecto a X se tiene:

dy
8x+18ya—0

dy —4x
dx 9y

2
se obtiene la derivada de un cociente teniéndose

Para calcular —
X
en mente que ) es una funciéon de X:
gty 9y(—4) — (~4))(9+ P
Y _ & dx
dx? 81y?

Si se sustituye el valor de gl en esta ecuacion se tiene:
X

—4x
dzy —36y — (—4y)(9 * 9 )
dx2 ~ 81y2

d?y —36y*— 162>
dx? 81y3
d’y —4(9y* + 4x?)
dx? 81y3

240



Derivadas
Pero como 4x> + 9)/2 = 36 entonces:

d’y —4(36) 16

dx2 ~ 81y3 9y3
Derivadas de orden superior

Siuna funcién es diferenciable, entonces su derivada f (f prima) se
llama en ocasiones primera derivada de f. Si la funcién f es diferenciable,
entonces la derivada de f se denomina segunda derivada de fy se denota
por f” (f dos prima). De la misma manera, la derivada de f"" se denomina
la tercera derivada de f y se denota por f " (f tres prima).

La n-esima derivada de la funcién f, donde n es un entero mayor
que 1 se denota por f®

Ejemplo:

1. Encuentre todas las derivadas de la funcion definida por:
f(x) =8x*+5x3—x2+7
f(x) =32x3 +15x%2 — 2x
f7(x) = 96x% + 30x — 2
f(x) =192x + 30
f4(x) =192
FOG) =0

Se considera que no existe una mayor complejidad en derivar suce-
sivamente una expresion, si el lector esta interesado podria ampliar esta
tematica usando cualquiera de las fuentes citadas en la bibliogratia
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Capitulo 5

Aplicaciones de la derivada

Tasas de variacién relacionadas

En aplicaciones del mundo real que implican tasas de variacion rela-
cionadas, las variables tienen una relacion especifica para valores de 7, don-
de ¢ es una medida del tiempo. En general esta relacion se expresa mediante
una ecuacion, la cual representa un modelo matematico.

Ejemplos:

1. Una escalera de 25 pies de longitud esta apoyada contra una
pared vertical. La base de la escalera se desliza horizontalmente
alejandose de la pared a 3 pie/s. Suponga que se desea determi-
nar qué tan rapido se desliza hacia abajo la parte superior de la
escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pies de
la pared.

Figura 5.1 Escalera del ejemplo 1, seccion 5.1

25
Y pies

X pies
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Datos:

S=25 ;dx/dt= 3 pie/s ; x=15 pies ; dy/dt=?

La ecuacion que relaciona las variables es: X2 + yz =252

d d
Derivando implicitamente con respecto a t: 2X d_}t‘ + Zyd—z =0
Despejando dy/dt: P - xax
dt y dt

Cuando x=15 pies el valor de y es: y = ¥25% — 152 = 20

dy 15 9
Reemplazando los datos: — = — — x% —
P dt 20 (3) 4

El signo menos indica que “y” decrece conforme “t” aumenta.

2. Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de 2 m*/min hacia el
interior de un depdsito cuya forma es la de un cono invertido de
16 m de altura y 4 m de radio. ;Qué tan rapido sube el nivel del
agua cuando esta ha alcanzado 5 m de profundidad?

Figura 5.2 Deposito en forma conica del ejemplo 2, seccion 5.1
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Datos:

dV“Z H=16 ;R=4 ;h=5 dh—“?
g = F T T g

En cualquier tiempo el volumen del agua puede expresarse como el

1
volumen de un cono V = 5 nréh.

Sin embargo, necesitamos una expresion que dependa solamente de
h y no de r, por lo que expresamos r en términos de h usando semejanza
de tridngulos en la figura 5.2.
r 4 1

P ¥ regh

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion del volumen:

v=tn(bh) b = 2w
3"\ T

Derivando esta expresion con respecto a t:

av._ 1 . dh
dt 16" dt
Remplazando los datos, despejando y evaluando en h=5 m:
dh 32 32 m .
E — W — ﬁ = 0.4074@ = 40.74 cm/mm

El nivel de agua sube a una tasa de 40.74 cm/min cuando el agua ha
alcanzado una profundidad de 5 m.

1. Dos automéviles, uno va hacia el este a una tasa de 90 km/h, y
el otro hacia el sur a 60 km/h se dirigen a la interseccién de dos
carreteras, ;a qué tasa se estan aproximando uno al otro en el
instante en que los automoviles estdn a 0.2 km y 0.15 km respec-
tivamente de la interseccion?

245
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Figura 5.3 Automoéviles del ejemplo 3, seccién 5.1

z km SR
X km
Datos:
dx_ 90-dy— 60 ;x=0.2
dt dt =
— s dz_?
y =0 dt

La relacién entre las variables es: 22 = x2 + yz

Al deri toat 2ziE = gplE 54
erivar con respectoat: 2z = 2x - + 2y o
dx d
dz _ xﬁ + J’d_J;
dt — z

Cuando x = 0.2y y = 0.15 se tiene que z=0.25. Reemplazando los
datos:
dz _ 0.2(=90) + 0.15(—60)
dt 0.25

En el instante en cuestion, lo carros se aproximan uno al otro a una
tasa de 108 km/h.
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Miximos y minimos

Ejemplos:

1. Un fabricante de cajas de cartén quiere elaborar cajas abiertas
a partir de trozos rectangulares con dimensiones de 10 x 17
pulg cortando cuadrados en las cuatro esquinas y doblando los
lados hacia arriba. Se desea determinar la longitud del lado de
los cuadrados que se deben cortar de modo que la caja tenga el
mayor volumen posible.

Figura 5.4 Caja de carton del ejemplo 1, seccion 5.2
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Si x es la longitud de los lados de los cuadrados, el volumen de la
caja es:

V(x) =x(10 - 2x)(17 — 2x)
V(x) = 170x — 54x? + 4x3
Para obtener los niimeros criticos se calcula V’(x) y se determinan
los valores de x para los que V'(x)=0.

V'(x) = 170 — 108x + 12x% =

47
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De donde se obtiene x = 6.97 y x = 2.03, de modo que el unico valor
critico de V es 2.03 ya que x no puede ser superior a 5, por lo tanto:

V(2.03) = 156.03 pulg?
Que es el volumen méximo cuando x = 2.03 pulg.

1. Un terreno rectangular se encuentra a la orilla de un rio y se
desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de
la orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por
pie colocado y $18 por pie colocado para el lado paralelo al rio.
Determine las dimensiones del terreno de mayor area posible
que pueda limitarse con $5400 de cerca.

Figura 5.5 Terreno rectangular del ejemplo 2, seccion 5.2

Dadas las dimensiones de la figura el area es:
A=xy
La ecuacion que establece el costo de la cerca es:

12x + 12x + 18y = 5400

A fin de expresar el drea en términos de
Una sola variable despejamos y en la tltima ecuacién y la sustitui-
mos en la ecuacion del area:
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4 4
A(x) =x (300 - gx) = 300x —§x2

Igualamos a cero la derivada de esta expresion para hallar los puntos
criticos:

8
A'(x) =300 — gx =0

900
x = 5 = 112.5 pies

Y por consiguiente y = 150 pies

Por lo tanto, el terreno de mayor area posible que se puede cercar
con $5400 de cerca tiene un area de 16 875 pie2, cuando la longitud del
lado paralelo al rio mide 150 pies y la longitud de cada lado no paralelo al
rio es de 112.5 pies.

2. Estime las dimensiones del cilindro circular recto de mayor
volumen que pueda inscribirse en un cono circular recto cuyo
radio mide 5 cm y su altura es de 12 cm.

Figura 5.6 Cilindro circular recto inscrito en el cono circular
del ejemplo 3, seccion 5.2

Volumen del cilindro: V=nr’h
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A fin de expresar v en términos de solamente una variable se necesi-
ta otra ecuacion que contengaa 7' y /i la que obtenemos de los tridngulos
semejantes de la figura 5.6.

12—h 12
r 5
60 — 12r

- s

Sustituimos esta expresion en la formula del volumen, derivamos e
igualamos a cero la derivada.

V(r) = %R’(ST‘Z -r3)

12
V(r) = —5—fr(10r -3r¥) =0
r(10-3r) =0

_ 10 3.3
r= 3~ 33,

10
Por lo tanto, cuando T = = ,h = 4y el volumen del cilindro es:

~ 139.63 ¢cm?

10 4007
v (?) T
Regla de 'hopital

Sean f(x) y g(x) dos funciones diferenciables y g’(x)#0 suponga
que:
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lim f(x)
x=a g (x)
limy,q f(x) =0 ¥ limyqg(x) =0
Iimx—»a f(x) =too Yy

limy_,q g(x) = £

i £ _ g, PO
im——-_-=

lim
xsag(x) x-ag'(x)

Ejemplos:
1. Encuentre |im In x
x»1x—1

~ Inx Inl1 0
lim

— — Indeterminacion
Xx—1X — 1 1—-1 0
1
Inx dx (Inx) x )
lim = =lim= =lim—-=1
x>1X — -1d gy x1 x>1X
dx (x )

. e
2. Encuentre limy_, =

e* o

lim — = — Indeterminacién
X=X (e 0]

2% = - Indeterminacién
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Aplicamos nuevamente la regla:
: eX z e 3 oo
llmx_,m;; = lim &—= lim—=

3. E tre lim s __ln -
. Encuentre
X—00 3 r"x

lim G Indeterminacior
X203k o

d
. Inx | gglnx) = . 3
lim == = lim — = lim >=limz==0
X=00 & X=00 d fucs X=00 1 s X=00 A
— x3 =X 3
3
. tanx — x
4. Encuentre lim———-
x—=0 X
l. tanx—x_O—O_OI dt . .,
imyo—5— = =~ = ; [ndeterminacién
d
. tanx — x . getanx—x) . sec?x-1 0 S
limy_,g—=— = lim % = lim 5— = - Indeterminacién
X x—=0 E(,@) x=0 3x (1]
Aplicamos nuevamente la regla:
. secix—1 : %(SECZX—U . 2sec’xtanx _ 0 o
lim —=— = lim <5 = lim = - Indeterminacién
x—0 3X X0 —=(3x?) Xx—0 6x 0
Y aplicamos la regla por tercera vez:
2 d 2 2 2 4
. 2sec’xtanx &(Zsec xtanx)  4sec®xtan®x + 2sec*x 1
im————=lim = lim =—
X—0 6X x—0 d x—0 6 3

I (6x)
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El texto esta dividido en 5 capitulos, su contenido a gran-
des rasgos es el siguiente: en el capitulo 1 se abarcan temas de
Geometria Analitica en el plano, en donde se estudian las seccio-
nes coénicas y las rectas. El capitulo 2 analiza las funciones de una
variable real, entre las principales esta la funcién cuadrética, y la
funcién valor absoluto, entre otras. El capitulo 3 trata sobre el
limite de una funcién, asi como sus principales teoremas y propie-
dades. En el capitulo 4 se estudia la derivada y sus propiedades,
para finalizar en el capitulo 5 se realizan aplicaciones de las
derivadas resolviendo ejercicios de optimizacién usando maximos
y minimos.
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