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El estudio del flujo de agua en canales abiertos ha sido abordado siempre de una manera
simplista, esto se ha debido principalmente a la dificultad que plateaba la resolucién de las
ecuaciones y modelos matematicos que conlleva un flujo en la realidad. Como es bien conocido
las corrientes y flujos en la naturaleza son de carécter tridimensional con sus complejidades
propias como es el caso de las vorticidades, saltos hidraulicos, variaciones de rugosidad,
pendiente, seccidn, caudal, etc. Particularidades que se presentan a lo largo del tiempo y que
influencian directamente en las condiciones hidraulicas del flujo. EI advenimiento de las
computadoras y el desarrollo del Método de los Elementos Finitos han permitido abordar el
problema considerando las diferentes variables que presenta.

Las investigaciones realizadas hasta la actualidad, sobre los fenémenos de flujo transitorio,
tienen un caracter matematico complejo que ha hecho que los Ingenieros Civiles se mantengan
un poco alejados del tema, en contraste con esto, los software comerciales que se manejan
actualmente para el analisis de los flujos y disefio de estructuras hidraulicas constituyen
verdaderas cajas negras sobre las cuales no existe conocimiento alguno sobre su funciona-
miento y calidad de resultados obtenidos.

Con la presente investigacion se pretende dar una introduccion al tema del analisis del flujo
transitorio, enfocandose en el flujo a superficie libre en canales trapezoidales, que sirva como
base para una serie de estudios posteriores relacionados con el tema.
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LISTA DE SIMBOLOS

LISTA DE SIMBOLOS

A propiedad cualquiera del flujo.
A area de la seccidn transversal de un volumen de control, area

mojada.
b vector de fuerzas masicas.
C coeficiente de Chézy.
dp diferencial de presion.
ds, dA diferencial de superficie.
dt diferencial de tiempo.
dv diferencial de volumen.
dx diferencial de longitud.
F vector de fuerzas.
Fp fuerza de presion.
Fr fuerza de rozamiento viscoso en las paredes del canal.
g aceleracion de la gravedad.
h profundidad del flujo.
hg profundidad del centro de gravedad de una seccion transversal.
L longitud del volumen de control.
My cantidad de masa contenida en el volumen V.
0 vector unitario normal a la superficie de contorno de un volumen
= 0 medio continuo.
n coeficiente de rugosidad de Manning.
p presion termodindmica, campo de presiones.
P perimetro mojado.
P funcion que define a un fluido barotrépico.
Q caudal.

caudal de entrada o salida al volumen de control por unidad de
d longitud.
R radio hidraulico.
So pendiente del fondo del canal.
St pendiente de la linea de energia.
t coordenada temporal.
i vector de tensiones actuantes sobre el contorno del volumen de
- control.
T ancho de la superficie libre.
tr vector de tensiones por rozamiento.
v campo de velocidades.
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LISTA DE SIMBOLOS

v velocidad media del flujo.

\Y volumen de control.

Vnentrada ~ VElocidad normal de entrada de flujo al volumen de control.
Vnsalida  velocidad normal de salida de flujo del volumen de control.
peso del volumen de control.

vector posicién.

altura o calado de flujo.

operador para todo.

operador diferencial o derivada parcial.

producto escalar.

potencial de velocidades.

diferencia finita, operador laplaciano.

potencial de fuerzas masicas.

divergencia.

angulo del inclinacion del canal.

densidad

matriz de tensiones o tensor de tensiones en notacién ingenieril.
esfuerzo cortante promedio.

cantidad de la propiedad A por unidad de masa.

tensor unidad.

vector vorticidad.
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PREFACIO

PREFACIO

El estudio del flujo de agua en canales abiertos ha sido abordado siempre de una
manera simplista, esto se ha debido principalmente a la dificultad que planteaba la
resolucion de las ecuaciones y modelos matematicos que conlleva un flujo en la
realidad. Como es bien conocido las corrientes y flujos en la naturaleza son de caracter
tridimensional con sus complejidades propias como es el caso de las vorticidades,
saltos hidraulicos, variaciones de rugosidad, pendiente, seccién, caudal, etc.
Particularidades que se presentan a lo largo del tiempo y que influencian directamente
en las condiciones hidraulicas del flujo. EI advenimiento de las computadoras y el
desarrollo del Método de los Elementos Finitos han permitido abordar el problema
considerando las diferentes variables que presenta.

Las investigaciones realizadas hasta la actualidad, sobre los fenémenos de flujo
transitorio, tienen un caracter matematico complejo que ha hecho que los Ingenieros
Civiles se mantengan un poco alejados del tema, en contraste con esto, los software
comerciales que se manejan actualmente para el andlisis de los flujos y disefio de
estructuras hidraulicas constituyen verdaderas cajas negras sobre las cuales no existe
conocimiento alguno sobre su funcionamiento y calidad de resultados obtenidos.
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PROLOGO

PROLOGO

El presente manuscrito trata de la modelacion numérica de un flujo transitorio en un
canal trapezoidal, mediante el Método de los Elementos Finitos contrastado con el
Método de los Incrementos Finitos o Diferencias Finitas.

El objetivo principal del presente estudio es establecer un modelo matematico
adecuado que permita simular todos los fendmenos fisicos que influencian en un
problema transitorio de flujo de fluidos a superficie libre, concretamente el flujo de
agua en un canal abierto tipo trapezoidal.

Una vez establecidos los resultados de ambos métodos numéricos se contrastan las
soluciones obtenidas de forma que nos permitan ver las potencialidades y debilidades
de cada uno de ellos.

La formulacion matematica que se ha utilizado permite concatenar las ecuaciones
fundamentales de la Mecéanica de Medios Continuos con el caso particular del flujo de
fluidos a superficie libre, obteniéndose la Ecuaciones Hidraulicas tan conocidas para
los Canales Abiertos.

Finalmente con la presente investigacion se pretende dar una contribucién al campo de
la Mecéanica de Fluidos que sea la base y el punto de partida para futuras
investigaciones en la rama de la Hidraulica Ingenieril.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

1.1 Antecedentes. Estado del Arte

El estudio del flujo en canales comenzd hace varios milenios atras, en la antigua
Mesopotamia, con los canales de riego que permitian el abastecimiento de agua para el
cultivo. En el afio 1000 AC los romanos perfeccionaron la técnica para el disefio y
construccion de canales y acueductos que permitian abastecer del liquido vital a las
principales ciudades del imperio, aunque los conocimientos de estas épocas eran
puramente empiricos permitieron una adecuada comprension del transporte y
abastecimiento de agua mediante cauces y estructuras artificiales.

A inicios del siglo XVIII, durante las primeras décadas de los afios 1700, el ingeniero
hidraulico Antoine de Chézy, desarroll6 los primeros modelos mateméticos que
permitian aproximar el comportamiento del flujo en canales abiertos.

A mediados el siglo XIX, el ingeniero hidraulico Henri-Emile Bazin, prosigui6 con el
estudio de Chézy, estableciendo un mejor modelo matematico para la descripcion del
flujo a superficie libre en un canal asi como el comportamiento hidraulico de algunas
estructuras como vertederos y compuertas.

Paralelamente a Bazin, el ingeniero hidraulico Robert Manning, desarrollo su propia
ecuacion para predecir el flujo de canales hacia finales del siglo XIX, para ello
compard y evaluo siete de las mejores y mas conocidas formulas de la época: Du Buat
(1786), Eyelwein (1814), Weisbach (1845), St. Venant (1851), Neville (1860), Darcy
— Bazin (1865) y Ganguillet — Kutter (1869).

Entre finales del siglo XVIII e inicios del siglo XX, los fisicos Claude Louis Marie
Henri Navier y George Gabriel Stokes, desarrollaron las formas diferenciales de las
ecuaciones fundamentales para la Dindmica de Fluidos, que son las que se utilizan
hasta la actualidad.

De forma paralela a Navier y Stokes el cientifico Adhémar Jean Claude Barré de
Saint-Venant desarrollo las ecuaciones dindmicas para flujo 1D, las cuales pueden
deducirse a partir de las Ecuaciones Fundamentales de Navier-Stokes.

Ven Te Chow, a mediados del siglo XX, desarrollé algunos métodos y mejord
notablemente los modelos matematicos para el disefio de canales y diversas
estructuras hidraulicas.

Con el advenimiento de las computadoras y el desarrollo del Método de las
Diferencias Finitas (1941) y el Método de los Elementos Finitos (1956), se pudo
realizar analisis e hipotesis mas complejas considerando flujos transitorios vy
tridimensionales que en épocas anteriores hubieran sido imposibles de resolver.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

En los dltimos afios la utilizacion del Método de los Elementos Finitos ha permitido
analizar casos muy complejos de flujos, tanto compresibles como incompresibles. Esto
ha hecho posible el disefio de transbordadores, submarinos, trenes bala, torpedos,
vehiculos de carrera, etc., supliendo cada vez mas la construccidn de modelos a escala
0 prototipos y sus respectivas pruebas en tineles de viento e instalaciones afines.

1.2 Justificacion

El disefio adecuado de canales y estructuras hidraulicas es de fundamental importancia
para el abastecimiento de agua potable y el tratamiento de agua residuales, debido
principalmente a la necesidad béasica que representa este tipo de obras en la vida del
ser humano.

Las obras de abastecimiento de agua potable son de caracter fundamental, pues se
puede carecer de muchas otras necesidades como energia, vivienda, vestido, etc., pero
del agua no, debido a que es de primordial necesidad para sostener la vida del ser
humano en la actualidad.

En cuanto a las estructuras para tratamiento de aguas residuales en los Gltimos afios se
han convertido en el pilar de las sociedades modernas, pues para evitar la
contaminacién de los cursos naturales de agua, los cuales sirven para el
abastecimiento de agua, es necesaria la depuracién de las aguas residuales.

En general, el estudio de los cursos naturales de agua, represas, acueductos, canales y
diferentes estructuras requiere de una modelacion muy acorde a la realidad pues la no
abundancia de recursos naturales y econémicos en nuestro medio hace primordial que
los estudios y disefios sean 6ptimos de forma que dichos recursos sean aprovechados
al méximo

1.3 Objetivo General

Modelar el comportamiento hidraulico de un flujo transitorio en un canal trapezoidal,
contrastando los datos obtenidos con el método completo o0 método de incrementos
finitos, considerando ademaés la influencia de las simplificaciones asumidas por este
método para el analisis de este fendmeno.

1.4 Objetivos Especificos
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Los principales fines a los que se pretende alcanzar con la presente investigacién son:

e Establecer los pardmetros necesarios como condiciones de contorno,
condiciones iniciales, geometrias y demas caracteristicas necesarias para
modelar el flujo a superficie libre de caracter transitorio en un canal
trapezoidal.

e Contrastar y comparar el grado de influencia de las simplificaciones
hidrdulicas que siempre se han considerado dentro del estudio y disefio de los
canales abiertos y de las estructuras hidraulicas, y su influencia en la
modelacion de los flujos a superficie libre en canales por el Método de los
Elementos Finitos.
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CAPITULO 2
FLUJO TRANSITORIO EN CANALES
ABIERTOS
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CAPITULO 2: FLUJO TRANSITORIO EN CANALES ABIERTOS

2.1 Introduccidn al Flujo Transitorio en Canales Abiertos

El flujo no permanente o transitorio es la forma mas comun de flujo encontrado en la
naturaleza, para caso de los canales abiertos naturales y artificiales, la variabilidad de
la condiciones del flujo del agua es notoria, debido a la presencia de diversos
fendmenos que alteran dichas condiciones, entre estos fendmenos, los cuales pueden
ser naturales o causados por el hombre, estan:

- Escorrentia Superficial, la lluvia provoca un aumento de caudal en el canal
tanto en el espacio como en el tiempo.

- Fendmenos de Infiltracion, la infiltracion produce una disminucién progresiva
del caudal que conduce el canal, esto es de especial atencién cuando se presentan
suelos altamente porosos y en extensiones grandes del canal, en donde las pérdidas
pueden ser significativas. Generalmente la infiltracién se produce en todo tipo de
canales tanto naturales como artificiales, pero es mas palpable para el caso de cursos
naturales de agua como rios, quebradas, etc., o en canales artificiales en tierra o en
suelos poco consolidados.

- Deslizamientos, los derrumbes de material solido pueden provocar el
taponamiento del flujo en el canal y causar el embalsamiento del agua, lo cual a su vez
genera una onda traslacional hacia aguas arriba del embalse que altera los niveles o
calados del agua en el canal y por ende el caudal transportado.

- Manipulacion de Estructuras de Control, la apertura o cierre de compuertas,
exclusas, aliviaderos, orificios, etc., alteran visiblemente el flujo, pues dichas
estructuras regulan considerablemente los calados y los caudales del agua en los
canales.

El flujo no permanente en canales generalmente estd relacionado con ondas
traslacionales, las cuales son ondas gravitacionales que se propagan en un canal
abierto provocando un desplazamiento significativo de las particulas del agua en una
direccion paralela al flujo.

Para propdsitos de analisis, el flujo no permanente en canales abiertos suele
clasificarse en dos tipos: el flujo no permanente gradualmente variado y el flujo no
permanente rapidamente variado.

El flujo no permanente gradualmente variado se caracteriza por presentar una
curvatura del perfil de onda suave y un cambio gradual de la profundidad del agua. La
componente vertical de la aceleracion de las particulas del agua es insignificante
comparada con la aceleracion total, por lo que puede despreciarse para el caso de un
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analisis. Este tipo de flujo se presenta en las ondas de creciente y en las debidas a la
operacién lenta de estructuras de control.

En el caso del flujo no permanente rapidamente variado, la curvatura del perfil de
onda es muy grande, a tal punto que puede volverse virtualmente discontinua. La
componente vertical de la aceleracién es de consideracién y desempefia un papel
preponderante en la forma del perfil del agua. Algunos ejemplos de flujo no
permanente rapidamente variado son las oleadas provocadas por la operacién rapida
de estructuras de control, colapsos de diques, etc.

Actualmente es conocido el interés de la Hidraulica en establecer modelos fisicos que
permitan resolver los problemas transitorios de forma rapida, eficiente y precisa. A lo
largo de la historia del desarrollo de la Hidraulica se han planteado modelos empiricos
y numéricos que han permitido establecer el comportamiento de los transitorios
hidraulicos. La principal barrera que existia en el pasado era la imposibilidad de
resolver las ecuaciones diferenciales parciales que resultaban de la aplicacion de los
principios fisicos fundamentales de la mecénica, sin embargo con la aparicién de los
métodos numéricos y el advenimiento de los computadores estos problemas han sido
superados.

En el campo de la Mecanica de Fluidos el principal método numérico empleado es el
Método de Incrementos Finitos, actualmente el Método de los Elementos Finitos y el
Método de los Volumenes Finitos estan en pleno auge en el campo de los fluidos y su
aplicacion esta poco a poco ganando un espacio importante a nivel mundial. Cabe
recalcar que en el analisis de flujos bidimensionales y tridimensionales el Método de
los Elementos Finitos y el Método de los VVolimenes Finitos resultan mas apropiados
pues se ajustan de mejor forma a todo tipo de geometrias. Para flujos
unidimensionales donde la geometria no sea predominante en el problema y se
requiera Unicamente el conocimiento de unos pocos pardmetros del flujo en algunos
puntos de interés es recomendable la aplicacion del Método de Incrementos Finitos
por la simplicidad de su aplicacién.

El presente manuscrito se centrara en el analisis del flujo no permanente gradualmente
variado, el cual es de mucho interés en el disefio de estructuras hidraulicas como
bocatomas de agua, represas, canales, etc., donde permanentemente se requiere un
analisis de los caudales de operacion, los cuales son generalmente captados de cursos
naturales de agua, mismos que se caracterizan por una variabilidad marcada en las
condiciones de circulacion del flujo. Particularmente analizaremos el caso de flujo
unidimensional no permanente gradualmente variado para el caso de un canal
trapezoidal con un aporte lateral de caudal. Para la resolucién de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el flujo unidimensional no permanente gradualmente
variado, en el caso descrito anteriormente, se empleara el Método de los Incrementos
Finitos por su versatilidad de aplicacion, al tratarse de un caso singular de flujo
unidimensional.
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2.2 Ecuaciones fundamentales para flujo unidimensional no
permanente gradualmente variado en canales

Las hip6tesis a asumir se indican a continuacion:

1)

2)

3)

4)

5)

El agua se considerara como un fluido barotropico perfecto e incompresible.

El flujo se asumira unidimensional e irrotacional, pues generalmente para el
caso de canales, las lineas de corriente estan bien definidas y las particulas de
agua siguen trayectorias paralelas al eje longitudinal del canal, en cuanto a la
presencia de vortices estos se despreciaran, pues en la realidad las vorticidades
en el flujo a superficie libre se presentan de forma localizada en desniveles o
saltos del fondo del canal, a la salida de compuertas o vertederos, etc., en
donde el flujo es altamente turbulento. En la extension propia del canal, fuera
de las estructuras de control, generalmente el flujo es subcritico y cercano a
laminar.

Las variaciones del nivel del agua se consideraran graduales, de forma gque no
se tomaran en cuenta las aceleraciones verticales debidas a frentes de onda
denominados también oleajes, los cuales son transiciones bruscas en el perfil
de flujo, debidas a la manipulacion brusca de estructuras de control como
rejas, compuertas, la presencia de derrumbes, etc.

Para el estudio de la Hidraulica de Canales con flujo transitorio se utilizara
una descripcion espacial o descripcién Euleriana, pues para el caso de fluidos
es mas conveniente el estudio de la evolucion de sus propiedades fisicas en
volimenes de control fijos en el espacio.

Las Unicas fuerzas masicas que acttan sobre el flujo seran las gravitatorias,
supuestas constantes en el espacio y en el tiempo.

Para establecer las ecuaciones que gobiernan el flujo transitorio en canales partiremos
de los Postulados de Conservacion Balance sobre los cuales se fundamenta la
Mecéanica de Medios Continuos, en particular emplearemos los Principios de
Conservacion de la Masa y de la Cantidad de Movimiento.

2.2.1 Ecuacion del Balance de Masa o Ecuacién de la Continuidad

Para un medio continuo la ecuacién de conservacién de la masa en forma local
espacial esta dada por (Oliver, 2002, p.135):
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dp D
o eV y)=0 (2.2)

donde:

p= p(p), la densidad del medio continuo. (Ecuacion Cinética de Estado).
V= y(x,t), el campo de velocidades del medio continuo.
p, presion termodinamica.

X, vector posicion.
t, coordenada temporal.

Utilizando la expresién para la derivada material de la descripcidn espacial de una

propiedad (%’f :aaf+v-(y,o)j (Oliver, 2002, p.133) y substituyendo en (2.1)

tendriamos:

P>,y V=P v ()=
v (V)+ plVv) =TV (pv) =0 (22)

Si integramos la expresion (2.2) dentro de un volumen de control fijo en el espacio,
obtenemos la siguiente forma integral para el principio del balance de masa o ecuacion
de la continuidad (Jovi¢, 2013, p.415):

op
jath+JV-(pv)dV=0 (2.3)

\Y

Aplicando el concepto de derivada local de una integral de volumen, y el teorema de
la divergencia, al primer y segundo términos de la expresion (2.3), respectivamente,
obtenemos lo siguiente:

Derivada Local de una integral de volumen (Oliver, 2002, p.130):

(2.4)
| P gy =2 [pav
% ot ot %
Teorema de la divergencia (Oliver, 2002, p.137):
2.5
[v-(pv)av = [ p(v-n)ds #9)
v v
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Reemplazando las expresiones (2.4) y (2.5) en la ecuacion (2.3), tendriamos:
0
~[pdv+[p(v-n)ds=0 (2.6)
at \Y oV

La integral del primer término de la expresion (2.6), .[’0 dV, representa la cantidad
\Y

de masa contenida en el volumen de control en un instante cualquiera de tiempo t, es
decir:

Mv(t)sz dv (2.7)

Cabe indicar que el volumen de control puede estar vacio, con una determinada
cantidad de materia o completamente lleno.

Si sustituimos la relacion (2.7) en la expresion (2.6) obtenemos lo siguiente:

oM,

+ [ plv-n)ds =0 (2.8)
oV

P Rl T v _Buperficie del agua
- "'-—,1* 'i / despubs de ot

Supsrficie
inlcia
del agua %: a1

Figura No. 1 Volumen de Control Diferencial en un Canal con Flujo Transitorio.
Fuente: Chow, 2006.

Ahora si consideramos como volumen de control un volumen diferencial de
dimensiones dV = Adx, como puede verse en la Figura No. 1, la cantidad de masa
contenida en dicho volumen diferencial en un instante de tiempo t cualquiera, seria:

M, (t)= pAdx (2.9)
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siendo:

Mdv(t), la masa contenida en el volumen de control diferencial en un instante
cualquierart.
A= A(x,t), porcion de la seccidn transversal del volumen de control diferencial que

contiene fluido, en el caso de un canal esta seccion representa el area mojada del flujo.
dx, diferencial de longitud del canal.

Sustituyendo la expresion (2.9) en la ecuacion (2.8) y considerando un volumen de
control diferencial dV , tendriamos lo siguiente:

d(pA
(;)dH jp(y.n)d5=0 (2.10)

odv

El segundo término de (2.10) representa los flujos masicos a través del contorno
odV , al cual se le denominada también superficie de control del volumen de control
diferencial dV . Como puede verse en el segundo término de la expresion (2.10) , al

existir un producto punto en el integrando, la integral jp(\l'n) dS sera positiva
odv
cuando y(x,t) y n tengan el mismo sentido, y negativa cuando sean de sentidos
opuestos. Tanto \_/()_(,t) como n tienen el mismo sentido cuando el flujo de masa sale
del volumen de control, de forma que jp(y- n) dS > 0, para las entradas de masa al
odv
volumen de control y(x,t) y n son de sentido contrario y por tanto

Ip(y-n)dS <0.
odv

Asumiendo flujo unidimensional e incompresible, la integral jp(y- n) dS, se puede
odVv
evaluar de la siguiente manera:

Flujo Masico de Entrada:

Ip(\l- ﬂ) ds = —,OI (\l entrada * entrada) dA = —,DIVn entrada dA = (2.11)
adV entrada A A
—PVA=-Q
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Flujo Mésico de Salida:

J.,O(\,/ : ﬂ) ds = PI (\l salida * N salida) dA = /0_[ Vn salida dA =
A

odV salida A

a(vA)

X

(2.12)

dx:pQ+p@dx
OX

AVA+ p

donde:

V. onradar VElOCidad normal a la superficie de control transversal de entrada del flujo al
volumen de control.

V, <aigar Velocidad normal a la superficie de control transversal de salida del flujo del
volumen de control.

v, velocidad media del flujo en la superficie de control de entrada al volumen de
control, viene expresada por (Chow, 2006, p.29):

J.Vn entrada dA
A

A

v (2.13)

A= A(x,t), porcién de la superficie de control transversal del volumen de control

diferencial que contiene fluido, para un instante cualquiera de tiempo t, esta coincide
con las superficies de control transversales tanto de entrada como de salida del
volumen de control, al ser este un volumen diferencial.

Q, caudal de entrada al volumen de control, se expresa mediante (Chow, 2006, p.5):
Q=VA (2.14)

En la ecuacion (2.12) el caudal de salida Ivn «aiisa JA se ha expresado en funcién del
A

caudal de entrada de la siguiente manera:

jvn salida dA = J‘Vn entrada dA + g (J' Vn entrada dAJdX
A A aX A

(2.15)
O(VA
.[Vn satiza AA = VA+ —( )dx
A OX
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Baséndonos en las expresiones (2.11) y (2.12), la integral Ip(y- n) dS, valdria:
adv

[plv-n)ds = pQ+p—QdX R=p

adVv

de

& (2.16)

Si existiera una extraccion o un aporte de un caudal g por unidad de longitud, de o

hacia el canal, respectivamente, se deberé considerar de la misma forma que para el
caudal masico, es decir que para el caso de una extraccion de caudal, g seria positivo

pues sale del volumen de control, cuando se trata de un aporte de caudal, q seria

negativo pues dicho caudal entra al volumen de control. Teniendo presente esto, la
expresion (2.16) se puede escribir de la siguiente manera:

Ip(y-n )dS = p—QdX+pqu (2.17)

adv
siendo:

g, caudal por unidad de longitud, negativo cuando entra al volumen de control y
positivo cuando sale del mismo.

Si reemplazamos la expresion (2.17), en la ecuacion (2.10) se tiene que:

a(pA) oQ aQ
dx + —dx+ dx = —dx+ —=dx+ pqdx =0 2.18
ot P pUaX = p ot P4 Jor (2.18)

Si dividimos toda la expresion (2.18) para pdx se obtiene finalmente lo siguiente:
—+——+09=0 (2.19)
X

La expresién (2.19) constituye una forma diferencial de la ecuacién de la continuidad
para flujo no permanente en canales abiertos cuando existe un aporte o una extraccion
de caudal por unidad de longitud.
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2.2.2 Ecuacion del Balance de la Cantidad de Movimiento

La forma global del principio del balance de la cantidad de movimiento para un medio
continuo viene dada por la siguiente expresion (Oliver, 2002, p.142):

gt [ pudv = [ pbdv + [tds (2.20)
v % v

donde:

p= p(p), la densidad del medio continuo en funcion de la presion p . (Ecuacion
Cinética de Estado).

V= y(x,t), el campo de velocidades del medio continuo.

b , vector de fuerzas masicas.

X, vector posicion.

t, vector de tensiones actuantes sobre el contorno 6V del medio continuo.

V , volumen material del medio continuo, en el analisis posterior se le considerara
como fijo, es decir como un volumen de control.

dS , diferencial de area del contorno del medio continuo.
t, el tiempo.

Si aplicamos el Lema de Reynolds al término de la izquierda de la igualdad de la
expresion (2.20), obtenemos lo siguiente (Oliver, 2002, p.136):

d dv
—| pvdV = —=dVv
dth Jp i (2.21)

Utilizando el Teorema del Transporte de Reynolds, para el caso en que la propiedad a
considerar sea la cantidad de movimiento, tendriamos (Oliver, 2002, p.137):

Teorema del Transporte de Reynolds:

0 dy
— av = | p——aV - -n)dsS (2.22)
5 Jpl// Jp d JVPW(V n)

w = cantidad de la propiedad A por unidad de masa
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Si Q(t)= Ipydv es la cantidad de la cantidad de movimiento en el instante t,

Vt =V

entonces la cantidad de la cantidad de movimiento por unidad de masa  seria v .

Segun esto el Teorema de Reynolds, para el caso en que la propiedad # considerada
sea la cantidad de movimiento, tendria la forma siguiente:

dv 0
J P V=2 J pvdV +G£ pv(v-n)ds (2.23)

Despejando el primer término del lado derecho de la igualdad de la ecuacién (2.23) se
tiene que (Jovi¢, 2013, p.418):

5 d
2 [ pvav = [ p=Eav — [ pv(v-n)ds (2.24)
8t \Y \ dt ov

Sustituyendo las expresiones (2.21) y (2.24) en la ecuacion(2.20), se obtiene la
expresion siguiente:

st [ pvav + [ pulv-n)ds = [ pbdV + [tds (2.25)
\Y oV \ oV

Al igual que para el caso del principio de conservacion de la masa si consideramos un
volumen de control diferencial de dimensiones dV = Adx, es decir de longitud dx y

seccion transversal A= A(x,t), la expresion (2.25) se puede escribir de la siguiente
manera:

aatdjv pvaV + [ pv(v-n)ds = dvabdv + [tds

odv odv

Si consideramos que : j pvdV = pvAdx
dv

y j pbdV = pbAdx, entonces

3 (2.26)
de-l- j pv(v-n)dS = pbAdx + ILdS
ot adv adv
o )dx + I pv(v-n)dS = pbAdx + j[dS
ot adv adv
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siendo:

v, velocidad media del flujo en la entrada al volumen de control, se expresada
mediante:

IydA
v A (2.27)
A
Q, caudal de entrada al volumen de control, se define como:
Q=VA (2.28)

La segunda integral del lado izquierdo de la igualdad de la expresion (2.25) representa

los flujos de cantidad de movimiento a través de la superficie de control. De la misma

forma que para el flujo maésico, al existir un producto punto dentro del integrando,
Ipy(y- n) dS sera positiva cuando y(x,t) y n tengan el mismo sentido y negativa
adv

cuando sean de sentidos opuestos. Cuando el flujo de cantidad de movimiento sale del

volumen de control, y(x,t) y n tienen el mismo sentido, de forma que

Ipy(y-n) dS >0, para el caso de flujos de entrada de cantidad de movimiento al
adv

volumen de control, y(x,t) y n son de sentido contrario y por tanto
Ipy(y-n)dS <0.

odv

Para flujo unidimensional e incompresible, y considerando un volumen de control

diferencial de longitud dx y seccion transversal A, la integral Ipy(y-ﬂ) dsS, se
adv
puede calcular asi:

Flujo de Cantidad de Movimiento de Entrada:

IP!(! : D) ds = _I PV entrada(\l entrada * entrada) dA=

adV entrada A (229)
- IPL’ entrada (Vn entrada dA) = —,UV(V ) = —p\/Q
A
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Flujo de Cantidad de Movimiento de Salida:

adv'!.aﬁ\:(v n dS J‘,DV sallda( salida * sallda dA J.,DV salida V n salida dA: (230)

8(va) o(vQ) Q i
OX OX

PR+ p =2 X = NQ+ p = Sk = piQ+ p

Las variables V, . yadar Vosatigar Vo A'Y Q. se definen de la misma forma que para el

caso de la ecuaciones (2.11) y(2.12).

Al igual gque para el caso del flujo mésico, en la ecuacion (2.30), el caudal de cantidad
de movimiento de salida Ipy salidaVp salisa A S€ ha expresado en funcién del caudal

de cantidad de movimiento de entrada de la siguiente manera:

_[P\l salidaVp satiga AA = Ip\l entrada (Vn entrada dA)+
A

8X [I pV entrada (Vn entrada d )]d)( (231)
J.'O\l salidaV salida dA = ,UV(VA)+ Yo, 6(VVA) dx
A OX

En base a las expresiones (2.29) y (2.30), la integral Ip\_/(\_/-g) dS, seria igual a:
adv

[pvlv-n)ds = [pv(v-n)ds+ [pv(v-n)ds

adv adV salida adV entrada
) (2.32)
Ip\_/(\_/-n)dszp\/Q+p de wQ=p2ax= p 2 [ o
adv OX ox\ A

De la hipétesis flujo unidimensional, el vector de fuerzas méasicas para el caso de un
canal de pendiente suave seria:

b= [b, ]=[gSend] ~ [gTano]~[gS, ] (2:33)

en donde:

g, aceleracion de la gravedad.
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@, angulo de inclinacion del canal.
S, pendiente del fondo del canal.

Cabe recalcar que la componente vertical del vector de fuerzas masicas no se ha
considerado, pues el flujo se ha asumido como unidimensional, la componente vertical

by = gCos@, solo genera reacciones normales en las paredes del canal debidas al
peso del fluido contenido en el volumen de control. Las componentes del peso de un

volumen de control en las direcciones paralela al eje longitudinal del canal y vertical
se muestran en la Figura No. 2, a continuacion:

————

Figura No. 2 Aplicacion del Principio del Balance de la Cantidad de Movimiento a un Volumen de
Control de un Canal.
Fuente: Chow, 2006.

Para determinar el vector de fuerzas de superficie j[dS, aplicadas al volumen de
adVv

control diferencial dV , consideraremos la hipdtesis de que el agua es un fluido
perfecto, segun esto el tensor de tensiones tendria la forma siguiente (Oliver, 2002,

p.285):

o=-pl (2.34)

Aplicando el Teorema de Cauchy (Oliver, 2002, pp. 83-95), para encontrar el vector
de tensiones t, tomando en cuenta lo expuesto en la expresion (2.34), tenemos:

t=g-n=-pl-n=-pn (2.35)
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En base a lo determinado en la expresion (2.35), el vector de fuerzas superficiales
seria:

[tds = [~ pnds (2.36)

odv odv

La expresion del lado derecho de la igualdad de la relacion (2.36), representa las
fuerzas de presién aplicadas al volumen de control en su contorno. Como podemos

ver, al poseer la integral J-— pndS , el vector normal n dentro del integrando, esta
odv

serd positiva cuando n sea de sentido opuesto al asumido para la variable de posicion

X, y negativa cuando tengan el mismo sentido.

Para el caso de canales abiertos, la integral I— pndS , se puede evaluar considerando
adv

una distribucién hidrostatica de presiones, hecho que es cierto para la mayoria de

flujos a superficie libre donde no existen aceleraciones transversales, como en curvas

cerradas, donde aparece una componente adicional de aceleracion en el flujo, la

aceleracion centrifuga.

Si consideramos una distribucion hidrostatica de presiones, para un instante de tiempo
t determinado, p = pgh (presion a la profundidad h).

Si evaluamos la integral I— pndS , en las superficies de control a la entrada y salida
adv
del volumen de control tendriamos:

Fuerza de Presién a la Entrada:
[~ pnds = [ pghda 237

adV entrada A

Para el caso de flujo incompresible, la expresién (2.37) tendria la forma siguiente:

I— pndS =pgjhdA

adV entrada A

(2.38)
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Recordando que la profundidad del centro de gravedad hg de la seccion mojada de un
[ hdA

A

canal es igual a h, = , podemos escribir las expresion (2.38) de la siguiente

manera:

Fuerza de Presién a la Entrada:

I— pndS = fpghdAz pgjhdA: poh, A (2.39)
A

odV entrada A

Para la salida el signo de la integral I— pndS , seria negativo, al igual que para casos
adv
anteriores podemos expresar la fuerza de presion a la salida de la siguiente manera:

Fuerza de Presién a la Salida:

a(pgh, A) (2.40)

j— pndS = —pgh, A— dx

adV salida

Finalmente la integral J.— pndS , sobre el contorno de volumen de control, valdria:
adv

j— pndS = I— pndS + _[— pndS

adVv adV entrada adV salida

_ olpghyA)  olpgh,A)
aa[v— pnds = pgth—pgth—TdX = —de

(2.41)

La expresion (2.41) permite evaluar las fuerzas superficiales, sobre el contorno del
volumen de control, producto de la presion del agua en el canal, sin embargo para
considerar el efecto de la friccion del agua con las paredes del canal, es preciso afiadir

al término I— pndS de j[dS , la fuerza debida al efecto del rozamiento, a la cual
adv adv

llamaremos F; = IthS , siendo t, el vector de tensiones producidas por la
T'o
friccion.
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El vector de tensiones para el caso de friccion por rozamiento, se expresa mediante:
to =to =[pORS, | (2.42)

siendo:

R, radio hidraulico de la seccion del canal igual a é

A, area mojada de la seccion del canal.
P, perimetro mojado de la seccién del canal.
S, , pendiente de la linea de energia, esta se evalla mediante la ecuacion de Manning:

4

Q2n2P§

Si= = i (2.43)
A3

En la expresion anterior las variables R, A 'y P se definen de la misma forma que
para la ecuacion (2.42), Q es el caudal, v la velocidad, C el coeficiente de Chézy y

n el coeficiente de rugosidad de Manning, estos Ultimos son pardmetros
experimentales y depende del tipo de material del que se componen las paredes del
canal.

La expresion (2.42) se obtiene a partir del equilibrio de las fuerzas, en la direccion de
X, que actian sobre un volumen de control ubicado en un canal sujeto a un régimen
uniforme de flujo, como puede verse en la Figura No. 2:

> F, =0
(2.44)
Fp, — Fp, +WSend—-F; =0

Donde;

Fp,, fuerza de presion del agua en la superficie de control 1 del volumen de control.
Fp, , fuerza de presion del agua en la superficie de control 2 del volumen de control.

W , peso del volumen de control.
6, angulo de inclinacion del canal.
Fx, fuerza de rozamiento del agua con las paredes del canal.
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Para flujo uniforme los calados y, y Yy, (Ver Figura No. 2), son iguales, de forma
que:

Fp, = Fp, (2.45)

En base a la relacién (2.45), la ecuacidn (2.45) se reduce a lo siguiente:

> F. =0

(2.46)
WSené = F,
El peso del volumen de control W , segln la Figura No. 2, valdria:

Si suponemos que la friccion del agua con las paredes del canal produce un esfuerzo
cortante promedio 7, debido al rozamiento, la fuerza F, valdria:

Fr, =7;PL (2.48)
Reemplazando las relaciones (2.47) y (2.48) en la ecuacion (2.46), se tiene que:

PIALSend = 7, PL (2.49)

Despejando 7, de la expresion (2.49), para el caso de un canal de pendiente suave,
tenemos:

TR = pgéSené’ = pgRSend = pgRTand ~ pgRS,, (2.50)

Para poder utilizar la expresiéon (2.50) cuando el régimen de flujo no sea uniforme,
como es en el caso actual de estudio, se recomienda utilizar en lugar de la pendiente

del canal S, la pendiente de la linea de energia S, , la cual considera las pérdidas de

energia para el caso de transiciones graduales del perfil, de esta forma el esfuerzo
cortante en un canal con régimen no permanente se puede evaluar de la siguiente
manera:

7x = PIRS, (2.51)
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En base a lo expuesto anteriormente, la fuerza de rozamiento I;RdS , producto de la
T'o
friccion del agua con las paredes del canal, seria:

[teds = [~ puRS dS = —pgRS, [dS
T'o T'o

I'o

(2.52)
signo () debido a que F, es opuesta a la direccién del flujo.

Para el caso de un volumen de control diferencial de longitud dx y seccién transversal
A,y ya que el esfuerzo cortante se desarrolla en el contorno lateral del mismo, es

decir en las paredes del canal, tendriamos que de = Pdx, en base a esto la
I'o
expresion (2.52) se puede escribir como:

[tedS = [~ pRS (dS = —pgRS, [dS =—pg§8f Pdx = —pgAS, dx  (2.53)
T'o T'o

T'o

Reemplazando las expresiones (2.32), (2.33), (2.41)y (2.53) en la ecuacion (2.26),
finalmente obtenemos:
olpgh, A)

OX

2
de + paﬁ(%jdx = pgS, Adx —
X

p dx — pgAS , dx (2.54)

Dividiendo toda la ecuacion (2.54) para pgdx, y reordenando términos, tendriamos:

10Q o(Q?
aE'F&(J'thAJ—A(SO—Sf):O (255)

A las expresiones (2.19) y (2.55) se les conoce como las Ecuaciones de Saint —
Venant.

Las expresiones anteriores nos permiten resolver el problema transitorio para ciertas
geometrias de flujo, sin embargo para cauces naturales o para el caso de secciones de
forma irregular o compuesta, su aplicacion es casi nula debido a la complejidad
matematica que se presenta para su resolucion.
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3.1 Introduccidn

Para la resolucidon del Problema Transitorio de Flujo de Fluidos existen algunos
Métodos Numéricos que permiten solventar los analisis no permanentes de flujo. Entre
los principales estan el Método de Diferencias Finitas, Incrementos Finitos y el
Método de los Elementos Finitos.

Los dos primeros métodos antes mencionados funcionan muy bien para el caso de
geometrias regulares de flujo, como es el caso de canales abiertos, compuertas,
vertederos, etc. Sin embargo para el caso de geometrias irregulares como es el caso de
cauces naturales o estructuras hidraulicas de formas diversas, la aplicacion de dichos
métodos es muy dificil y conlleva a resultados erroneos o simplemente no se pueden
utilizar.

3.2 El Método de los Elementos Finitos en problemas de Flujo
Transitorio

El Método de los Elementos Finitos (MEF), en contraste con el Método de las
Diferencias Finitas o Incrementos Finitos, se ha convertido en la actualidad en la
técnica mas utilizada para la resolucion de problemas de mucha complejidad ya sea
esta matematica o geométrica, principalmente por la potencialidad que presenta para
adaptarse a diversas geometrias de flujo, a mas de la simplificacion que permite para
el analisis y resolucion de las ecuaciones hidraulicas que gobiernan este tipo de
fendmenos.

La ventaja principal del método de los elementos finitos es que al considerar todas las
variables que intervienen en el flujo de un canal, el andlisis de los problemas es mucho
méas real pues considera dentro del flujo los diferentes campos de velocidades,
presiones, niveles, etc., y su variabilidad con el tiempo, a més que permite incluir
analisis de turbulencia y flujos convectivos. En la Figura No. 3 a continuacion, se
observa el flujo real del agua debajo de un puente, las zonas de turbulencia,
sedimentacion y socavacion del lecho.
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Figura No. 3 Flujo bidimensional real en un cauce de un rio a través de una pila de un puente.
Fuente: Autores.

En la mayoria de los disefios hidraulicos para obras de gran envergadura se procura
construir prototipos de las diferentes estructuras hidraulicas para poner a prueba su
desempefio hidraulico, sin embargo su gran costo y la dificultad de producir las
condiciones de flujo necesarias constituyen un problema que hace muy dificultoso la
toma de decisiones sobre la eleccion de un determinado modelo para su posterior
gjecucion.

En los actuales momentos los ensayos experimentales con prototipos estan siendo
sustituidos cada vez mas por la simulacion numérica, la cual proporciona una forma
méas rapida y menos costosa de evaluar conceptos y detalles del disefio de las
estructuras. Como método numérico para la simulacién se emplea el Método de los
Elementos Finitos, pues constituye el método mas difundido en los ultimos afios.

Como mencionamos en parrafos anteriores una de las ventajas fundamentales del
Método de los Elementos Finitos es que se adapta a cualquier geometria de flujo por
lo que es especialmente Gtil para el andlisis de flujos en rios y cauces naturales, asi
como para estructuras de control de caudales, transito de avenidas, sedimentadores,
floculadores, canales etc., que presentan formas y contornos de diversa indole. Como
podemos observar en la Figura No. 4, la modelacién de flujos bi y tridimensionales
para cualquier geometria es completamente realizable con el Método de los Elementos
Finitos.
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Figura No. 4 Simulacién computacional del flujo en un cauce natural.
Fuente: Autores.

3.2.1 Ecuaciones fundamentales para Flujo en Régimen Transitorio.

Para la solucion del problema de flujo transitorio en canales abiertos por el MEF, se
utilizardn de las ecuaciones fundamentales de la Mecanica de Medios Continuos,
como son la Ecuacion de la Conservacion de la Masa dada por la expresion (2.1) y la
Ecuacion de la Conservacion de la Cantidad de Movimiento Lineal definida por la

relacion (2.20) (Zienkiewicz, 2005, pp. 5-10).

Como punto de partida emplearemos la ecuacion de balance de la cantidad de
movimiento en descripcion espacial, la cual viene dada por:

—V{P+¢+1v2}:av+2wxv (3.1)
2 ot
donde:

p
P= P(x,t) = P(p(x,t)) = ‘[Rlad p =funcién que define a un fluido barotrépico.
0

p:p(ﬁ), la densidad del medio continuo en funcion de la presion p . (Ecuacion
Cinética de Estado).
P= ¢(x,t), potencial de fuerza masicas.

Ing. Boris F. Mejia R. Modelacién de flujo transitorio en un canal trapezoidal Pag.
Ing. Marcelo S. Tamayo M. por El Método de los Elementos Finitos 31



CAPITULO 3: METODOS PARA RESOLUCION DEL PROBLEMA DE FLUJO TRANSITORIO

v =V(x,t), el campo de velocidades del medio continuo.
X

, Vector posicion.
p(x,t)zcampo de presiones.
p =presion.

t, coordenada temporal.
2w = vector vorticidad.

Ya que en el caso de canales abiertos con flujo transitorio gradualmente variado no se
consideran los vortices por flujo turbulento, es decir 2w =0 la expresion (3.1) se
reduce a:

1 ov
VIP+g+-V? |[+—=0 3.2
{ ¢ 2 } ot (32

Ya que el flujo es irrotacional podemos definir una funcion escalar, llamada potencial
de velocidades ;((x,t) gue cumple:

v(x,t)=Vx(xt) (3.3)

Si reemplazamos la relacion (3.3) en la ecuacion (3.2), e integramos obtenemos lo
siguiente:

1., 0x
P+o+_vi+—2 =gt 34
¢ 5 ot () (3.4)

Asumiendo un potencial de velocidades modificado ;?(x,t):;((x,t)— go(t)dt, la

O Sy —+

expresion (3.4), se transforma en:
P+¢+;(V;()2 +‘Zf:o VX, Vit (3.5)

Siguiendo el mismo criterio que para la relacion (3.4), la ecuacion de la continuidad
definida en la expresion (2.1), se escribiria como:

dp dp _ dp ”—

S+ pVV=—"+pV-\Vy)=—"+pV ¥y =0 3.6

at pv -y at P ( Z) dt PV X (3.6)
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Si a las expresiones (3.5) y (3.6), adjuntamos la ecuacion cinética de estado
p:p(p), se obtiene un sistema de tres ecuaciones escalares con tres incognitas

p(x,t), p(x,t) y x(xt), que puede ser integrado en el dominio del volumen de
control (Zienkiewicz, 2005, pp. 50-73).

Calculado el potencial ;?(x,t), el campo de velocidades vendria dado por:

v(x,t)=Vx(xt) 3.7)
3.2.2 Condiciones de contorno

La potencialidad del MEF también se nota en la facilidad y flexibilidad que presenta
para las condiciones de contorno en problemas de flujo transitorio, de forma que
podemos partir de condiciones iniciales ya sean estas de flujo o velocidad, o de
presion o calado. Ademas podemos afiadir condiciones de presion, entrada y salida de
flujo en la superficie de contorno.

3.2.3 Mallado y discretizacion

Para la aplicacion del MEF en problemas de fluidos es recomendable la utilizacion de
elementos triangulares pues dichos elementos se adaptan mucho mejor a las
geometrias complejas. EI nimero de nodos a utilizar por elementos dependera de la
complejidad del andlisis y principalmente de la exactitud de los resultados esperados,
Cabe indicar que es recomendable la utilizacién de elementos finitos triangulares de 4
nodos para problemas de fluidos pues mejora el balance de las ecuaciones
fundamentales del flujo de fluidos en problemas transitorios dentro de las geometrias
consideradas.

El tamafio de los elementos a discretizar también dependera del tipo de fendmeno a
estudiar, asi para andlisis de capa limite se reduciran los elementos cerca de esta y
progresivamente aumentaran de tamafio a medida que nos alejamos del flujo laminar
de contacto en una superficie.

Para el caso de vertederos, compuertas y demas estructuras hidraulicas se procurara
disminuir el tamafio de los elementos en lugares donde se presente la contraccion
stbita del flujo.
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La Figura No. 5y Figura No. 6, a continuacion, nos ilustran la forma, tamafio y
caracteristicas del mallado para un correcto anélisis del flujo de fluidos en varias
condiciones:

Figura No. 5 Discretizacion y mallado para el analisis del flujo alrededor de un ala de avién.
Fuente: Lohner, 2008.

Maving
grid .__
/ RD""—O =16
w'p; i R, s/r=08
p=505°
85—
Aa—

Figura No. 6 Mallado mdvil para el andlisis del flujo en un tubo Venturi.
Fuente: Léhner, 2008.
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Como puede observarse en las figuras anteriores para un correcto analisis por el MEF,
se ha procurado disminuir el tamafio de los elementos y aumentar su cantidad en los
lugares cercanos a las estructuras que influyen considerablemente en el flujo. Asi
mismo puede notarse el uso combinado de elementos rectangulares y triangulares,
ademés de mallas moviles para un analisis mas exacto del flujo de fluidos en
condiciones transitorias (L6hner, 2008, pp. 35-121).

3.3 El Método de los Incrementos Finitos en problemas de Flujo
Transitorio

Las ecuaciones (2.19) y (2.55) permiten el analisis del flujo transitorio en un canal
prismético, sin embargo la solucion de dichas expresiones es extremadamente
compleja, a tal punto que no existe una solucién analitica exacta.

Debido a lo anterior se han desarrollado métodos aproximados que permiten encontrar
una solucidn al problema transitorio, uno de los principales métodos numéricos es el
Método de las Incrementos Finitos.

Para la aplicacién de este método se divide al canal en tramos de longitud AX vy el
tiempo se analiza en intervalos At, como puede observarse en la Figura No. 7 a
continuacion:

Figura No. 7 Esquema de discretizacion y andlisis de flujo transitorio en un canal prismatico por el
Método de los Incrementos Finitos.
Fuente: Chow, 2006.

Se consideran las secciones transversales del canal aguas arriba y aguas abajo de
forma que los subindices 1 y 3, establecen los diferentes parametros de flujo en el
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tiempo t, a diferencia de los subindices 2 y 4, que definen los parametros de flujo en
el tiempo t+ At.

Las secciones transversales de flujo se definen de la siguiente manera:

A_ATAEATA DA
4

4
T T 4T 4T, T
4 4 (3.8)
R RitR +R +R, _2.R
4 4
V:vl+v2+v3+v4 _ ZV
4 4

siendo:

A = area promedio.
A, = area de la seccion i.

T =ancho de la superficie libre promedio.
T. = ancho de la superficie libre de la seccion i.

R = radio hidraulico promedio.

R, = g = radio hidraulico de la seccion i.
i

P. = perimetro mojado de la seccion i.

v = velocidad media.

v. = velocidad media de la seccion i.

Si expresamos las derivadas parciales de las ecuaciones (2.19) y (2.55), tendriamos:
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@__y1+Y2_Y3_y4

OX 2AX

NV HV, V-V,

x 2AX

2Q _a(Av) _ AV + AV, —Av - Ay, 9
OX OX 2AX

g:_yl_y2+y3_y4

ot 2At

N V=V, +V -V,

a 2At

Si sustituimos las expresiones definidas en (3.8) y (3.9) en la relaciéon (2.19), y
resolviendo para Vv, , obtenemos:

Vi—= VY, +Y,—Y
:AXZT( : 24At3 4)+A1V1+A2V2_A3V3_q (3.10)

A4

Vv,

Si utilizamos la ecuacion (2.43) y las relaciones (3.8) y (3.9), reemplazédndolas en la
expresion (2.55), y simplificando tendriamos lo siguiente:

_ >vf CVitYa Vs Ve DMV -V -v,)
° 4C?YR 2AX 8gAX
V=V, V-V,
20At

(3.11)

3.3.1 Condiciones de contorno

Para el analisis y solucién de problemas transitorios en canales con el Método de los
Incrementos Finitos se conocen las cantidades y,, A, V;, Y,, Ay, V,, V3, Ay, V3,
ya sea partiendo de las condiciones iniciales o de una iteracion anterior. Las
cantidades desconocidas son Yy, y V,, estas pueden encontrase resolviendo
simultdneamente las ecuaciones (3.10) y (3.11). Si procedemos de la misma manera
con el resto de tramos AX;, se puede construir el perfil de flujo completo en el canal,
asi como la variacion de la velocidad en las diferentes secciones.
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4.1 Ejemplo de flujo transitorio analizado en un canal
trapezoidal por el Método de los Incrementos Finitos.

A manera de ejemplo de analisis para la aplicacion del Método de los Incrementos
Finitos contrastado con el Método de los Elementos Finitos descrito en el numeral 4.2,
analizaremos el flujo transitorio en el canal trapezoidal de la Figura No. 8, el cual
descarga a una corriente natural. En condiciones normales de flujo el caudal del canal
ingresa libre al rio, sin embargo al producirse una creciente en la corriente natural, el

nivel y, del rio, con respecto al fondo, es variable con el tiempo, de forma que la
altura de descarga del canal Y;, en el rio, también cambia con el tiempo, de manera

que las condiciones de flujo normales en el canal se ven alteradas por la profundidad
de descarga.

Canal Ri
i0
Jr — — Sj\ii ==
o 2018161412108 6 4 2 N
X > {
L 30 \
1 1 N WA

Figura No. 8 Flujo transitorio en un canal trapezoidal que descarga en una corriente natural.
Fuente: Autores.

Como mencionamos anteriormente, antes de comenzar la crecida subita del caudal del
rio, el canal trapezoidal descarga de forma libre el flujo en el mismo, produciéndose
en la seccion x =0, la altura critica de flujo, de forma que el perfil inicial de flujo
partiendo de la altura critica en la descarga corresponderia a las condiciones iniciales
de calados o alturas en el canal. La variacion temporal de la altura de descarga vendra
dada por el limnigrama de calados en la descarga del canal o el limnigrama de alturas
del rio, ambas en funcidon del tiempo.

Los datos de la seccién del canal se indican en la Figura No. 9 mostrada a
continuacién. Se ha considerado un canal de hormigén con una pendiente

S, =0.001, tipica de los canales de régimen subcritico, el coeficiente de rugosidad
de Manning para hormigén se ha asumido en n=0.025.

El problema a analizar es un problema cotidiano que permite establecer la altura de
proteccion del canal de una descarga de alcantarillado proveniente de un divisor de
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caudales de un colector marginal combinado. Una vez captadas las aguas lluvias y
servidas de un sector, el colector conduce el agua a un derivador de caudal que separa
las aguas lluvias de las residuales de forma gque solamente lleguen las aguas servidas a
los tratamientos convencionales de lagunas de oxigenacion o humedales.

Generalmente estas las alturas de proteccion de los canales son sobreestimadas, y se
construyen generalmente exagerando su dimension, debido a que los andlisis de flujo
transitorio son dificiles de realizar pues conllevan célculos complicados y a veces casi
imposibles de efectuar.

El sobredimensionamiento de estas estructuras conlleva un incremento considerable
de costos de ejecucidn de este tipo de obras hidréaulicas.

0.6

Figura No. 9 Seccidn transversal del canal trapezoidal del problema a analizar.
Fuente: Autores.

El presente anélisis no solo es aplicable a este tipo de fenGmenos también se pueden
analizar casos como transito de crecientes en corrientes naturales, calculos de remanso
en canales naturales vy artificiales, disefio de cunetas, colectores, divisores de caudal,
estructuras de proteccion de obras hidraulicas, vertederos de exceso, y cualquier
fendmeno de flujo en donde exista régimen transitorio.

Para el analisis de los diferentes tipos de estructuras y fendémenos antes mencionados
se deberdn modificar las ecuaciones (2.19) y (2.55), adaptandolas a cada caso en
particular con sus propias hipétesis y simplificaciones.

4.1.1 Datos iniciales

Los datos iniciales para el canal serian:
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3
Q, =1.086 ™"/’ (Caudal)
Sy = 0'001% (Pendiente Longitudinal )
n=0.025 (Coeficiente de Manning )
(

b=0.6m Ancho del canal)

=05 % (Talud de lasparedes)

Para establecer el perfil inicial de flujo se resuelven las ecuaciones (2.19) y (2.55) sin
considerar los términos temporales, partiendo de la altura critica en la descarga
ubicada en la abscisa X =0, se obtiene lo siguiente:

Abscisa Altura Perimetro Area Velocidad
Mojado
X y P A \
(m) (m) (m) (m?) (m/s)
0 0.5700 1.8746 0.5045 2.0537
1 0.6367 2.0238 0.5848 1.7717
2 0.6604 2.0767 0.6143 1.6864
3 0.6780 2.1161 0.6367 1.6272
4 0.6925 2.1485 0.6553 1.5810
5 0.7049 2.1763 0.6714 1.5430
6 0.7159 2.2008 0.6858 1.5106
7 0.7258 2.2230 0.6989 1.4824
8 0.7349 2.2432 0.7109 1.4573
9 0.7432 2.2618 0.7221 1.4347
10 0.7510 2.2792 0.7325 1.4142
11 0.7582 2.2955 0.7424 1.3955
12 0.7651 2.3107 0.7517 1.3782
13 0.7715 2.3252 0.7606 1.3622
14 0.7777 2.3389 0.7690 1.3472
15 0.7835 2.3520 0.7771 1.3332
16 0.7891 2.3645 0.7848 1.3201
17 0.7944 2.3764 0.7922 1.3077
18 0.7996 2.3879 0.7994 1.2960
19 0.8045 2.3989 0.8063 1.2849
20 0.8092 2.4095 0.8130 1.2743

Tabla No. 1 Perfil y parametros de Flujo en el canal para el tiempo t=0.
Fuente: Autores.
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Figura No. 10 Calados del agua en las diferentes abscisas del canal.
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06925
07049
0.7159
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Fuente: Autores.

Ahora para considerar la variacion del calado en la descarga en funcion del tiempo
asumiremos el siguiente limnigrama, tipico para los primeros segundos de una crecida:

Tabla No. 2 Limnigrama de alturas en la descarga del canal.

y

(x=0)

~~
(%2
N—r

(m)

0.5700

0.6000

0.6500

0.7000

0.7500

0.8000

0.8500

0.9000

1.0000

© (00N | |01 (B |WIN|F-k O

1.0500

[N
o

1.0900

Fuente: Autores.
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Aplicando el Método de los Incrementos Finitos se obtiene lo siguiente:

CALADOS ¥ (m)

Tiempo ¢ (5)

() 0 1 1 3 4 5 b 7 § 9 10
0 05700 | 06000 | 06300 | 07000 | 07500 | 08000 | 08500 | 05000 | L0000 | 1000 | LOSO0
I 06367 | 06382 | 0611 | 06M6 | 06628 | 075 | 07976 | 0820 | 09164 | 1004 | L06L2

1 06604 | 06570 | 0665 | 08550 | 06104 | 0510 | 07486 | ORD | OBRTL | 0979 | LI
] 06780 | 06785 | 06695 | 08812 | 0694 | 0638 | 0607 | 07719 | 0BG43 | 0936 | L0
4 06925 | 06914 | 06951 | 04789 | 06863 | 07307 | 06389 | 04279 | OBI00 | 05100 | 0984
5 07049 | 07045 | 07010 | OTI20 | 06872 | 08851 | 07665 | 06689 | 03599 | 08619 | 0567
i 07199 | 07183 | 0711 | 07079 | 07198 | 06931 | 0682 | 08008 | 08627 | 04919 | 09500
1
§
§

07258 | 0753 | 079 | 07260 | 0715 | 0TS | 06906 | 06780 | 083 | 0T | 0768
0749 | 0743 | 07 | 0B | 0TI | 0716 | 07506 | 06705 | 07236 | 09193 | 0750
0432 | 0747 | 07 | 0D | 0TI | 0TS | 07N | 0729 | 0632 | 07866 | LMS)
10 07510 | 07505 | 07495 | 07485 | OTHR6 | OM | 0TI | OT19% | 0639 | 0614 | LMK
11 07582 | 07578 | 07568 | 07559 | 0749 | 07362 | 0M | 0W7 | ;% | 0643 | 0850
1 07650 | 07846 | 07637 | 07628 | 07620 | 07607 | 07841 | 07561 | ORI | 07186 | 06089
4 07715 | 0T | 0TIL | 0768 ) 07685 | 07678 | 07861 | 07719 | 071 | 089 | 06836
14 N I L I T e A I I Y I
1i 07835 | 07831 | 0783 | OB | 07806 | 07799 | 07 | 0778 | 07ET | 0TS | 08I
16 0780 | 07887 | 08T | OJRTL | 07863 | 0783 | O7R4R | 07841 | 0780 | 07803 | 0RO
17 0754 | 0790 | 07931 | 079 | 07907 | 07509 | 0702 | 0789 | 0788 | 070 | 07
1§ 07936 | 07992 | 07984 | 07976 | 0799 | 07860 | 079 | 07348 | 07D | 0794 | 070
19 08045 | 084 | 08033 | 08026 | 08019 | OR0IL | 080M | 079% | 07%0 | 07%3 | 079%
] 08092 | 08085 | 08081 | 08074 | 08067 | 08000 | 08053 | 08046 | 08M0 | 08033 | 0801

Tabla No. 3 Resultados obtenidos aplicando el Método de los Incrementos Finitos.
Fuente: Autores.

En la Figura No. 11, indicada a continuacion, podemos notar la evolucién de los
perfiles del agua con el tiempo t. Ademas se puede apreciar el movimiento de la onda
traslacional de agua a partir de la descarga hacia aguas arriba y la influencia de esta en
el perfil de flujo.

Como puede verse a partir del t =2 s, la onda comienza a viajar hacia aguas arriba y

aumenta su amplitud segin el incremento de calado en la descarga producto de la
subida precipitada de caudal en el rio.
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Variacion del calado con el tiempo t
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0.2000
——t=8 s
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0.0000 ==

01 2 3 4 5 6 7 8 910111213 14151617 18 1920 21 —8—t=10s
Abscisas x

Figura No. 11 Variacion de los calados del agua en las diferentes abscisas del canal con el tiempo t.
Fuente: Autores.

A partir de la Tabla No. 3 y de la Figura No. 11, también podemos notar que las ondas
traslacionales se disipan aguas arriba y practicamente se eliminan en las proximidades
del calado uniforme a una distancia mayor a los 20 m, medidos a partir de la descarga.

4.2 Ejemplo de flujo transitorio analizado en un canal
trapezoidal por el Método de los Elementos Finitos.

Para la comparacion de resultados se utilizara un software computacional que emplea
el Método de los Elementos finitos. Se realizaran dos simulaciones, la primera
considerara el flujo del canal con todas las influencias que el rio ejerce sobre el
mismo, no solo en el calado, sino también considerando el cambio de direccién del
flujo, transferencia de momento y turbulencias. La segunda simulacion se realizara
considerando un vertedero en el rio que regule los niveles de crecida, y permita
reducir al minimo la influencia de la velocidad, turbulencia y deméas fendmenos
propios del flujo en condiciones naturales, esto con el objetivo de contrastar resultados
entre ambos métodos numéricos, pues como se menciond en el numeral 4.1, el Método
de los Incrementos Finitos solamente considera la variacion de calados y caudales,
maés no el influjo del resto de parametros anteriormente descritos.
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4.2.1 Simulacion 1: Flujo en canal principal y secundario (rio)

Como primer paso definiremos la geometria del problema establecido en el numeral
4.1. Utilizaremos un canal principal del cual vamos a estudiar sus calados; y un canal
secundario (rio) el cual servird para establecer las crecidas y analizar el canal
principal. Se utilizard un modelo tridimensional pues esto nos permite analizar un
canal trapezoidal con todos sus particularidades. (Ver Figura No. 12).

Seguidamente procedemos al mallado, para lo cual utilizaremos elementos tetraédricos
con tamafio méximo de 0.25 m. Realizaremos un refinado de la malla a la salida del
canal principal con un tamafio maximo del elemento de 0.05 m. Esta distribucion nos
da un numero de 28953 nodos y 151784 elementos. (Figura No. 13).

Canal Principal

0.000 5.000 10.000 (m)
- ]
2,500 7.500

Figura No. 12 Geometria del problema.
Fuente: Autores.

Figura No. 13 Mallado.
Fuente: Autores.

Definimos las superficies de entrada que en este caso son dos: INLET1 para el canal
principal e INLET2 para el canal secundario. La superficie de salida: OUTLET vy las
superficies libres: AMBIENT.
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[A&] NLeT

[B] inLeT2
[€] ouTLeT
[B] amBiENT

A
0.000 10.000 (m) X
]

5.000

Figura No. 14 Definir superficies de contorno.
Fuente: Autores.

Seguidamente ingresamos las caracteristicas fisicas del modelo, como son flujo
transitorio, modelo multifase con volumen de fluido, viscosidad k-epsilon, definicion
de los fluidos que en este caso son aire y agua y materiales del canal que es hormigon.
Definimos en sentido del eje en que actda la gravedad y la interaccion del agua y aire.

Establecemos las condiciones de contorno en las distintas superficies:

INLETL: Condiciones de velocidad y fraccion de aire en el ingreso=0.
INLET2: Condiciones de velocidad y fraccion de aire en el ingreso=0.
OUTLET: Fraccion de aire en el ingreso=1.
AMBIET: Fraccion de aire en el ingreso=1.

Realizamos la modelacion con las diferentes crecidas, obteniendo los siguientes
resultados de los perfiles ya estabilizados:

x Variacion del calado con las crecidas
Modelacion
(m) Reglmen_ Crecida 1 | Crecida 2 | Crecida 3
estacionario
0.0 0.564 0.744 0.936 1.216
0.5 0.643 0.700 0.782 0.985
1.0 0.688 0.706 0.730 0.839
15 0.690 0.696 0.704 0.744
2.0 0.705 0.701 0.709 0.729
3.0 0.713 0.712 0.719 0.721
4.0 0.720 0.725 0.722 0.723
Ing. Boris F. Mejia R. Modelacién de flujo transitorio en un canal trapezoidal Péag.
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5.0 0.732 0.732 0.732 0.732
6.0 0.730 0.731 0.731 0.730
7.0 0.757 0.764 0.761 0.764
8.0 0.740 0.738 0.744 0.745
9.0 0.767 0.770 0.773 0.771
10.0 0.776 0.778 0.780 0.773

Tabla No. 4 Resultados obtenidos de la modelacion.
Fuente: Autores.

Se establece curvas ya estabilizadas debido a las condiciones reales en las que se
estable las crecidas que son simuladas por el software y que seran tomadas como
valores comparativos con el método de las diferencias finitas.

Los valores anteriores son mostrados en la figura siguiente, en la cual se puede
observar que Unicamente en los primeros metros se produce una variacion en el perfil
del canal.

Variacion del calado con las crecidas

1.300

1.100

1.000 \
0.900 X
0.800 | \

W!
0.700 =

0.600
4

0.500 ——— ———— ———— ———— ————
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
—#—Régimen estacionario == Crecida 1 Crecida2 =——Crecida 3

Figura No. 15 Variacion del calado del canal con las crecidas.
Fuente: Autores.
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En este caso vemos que los valores se aproximan desde una distancia de 3 m medida
desde la descarga del canal principal, siendo su desviacion estandar promedio de 0.002
m.

El coste computacional en las simulaciones es muy alto, pues se deben realizar varias
corridas para calibrar el sistema y cotejar resultados ya sea con experimentacion,
mediciones realizadas en campo o con otros métodos numéricos.

A continuacion se muestran varias instancias del calculo y postproceso de los
resultados obtenidos:

0 2,500 5.000 (m) ® [
— T ) X

1.250 3.750

Figura No. 16 Postproceso: Resultados mediante la utilizacion de planos auxiliares.
Fuente: Autores.
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L
0 3.000 6.000 (m) X !
[ T ]
1.500 4500

Figura No. 17 Postproceso: Resultados mediante la utilizacion de iso-superficies.
Fuente: Autores.

Figura No. 18 Postproceso: Resultados mediante la renderizacion de voldmenes.
Fuente: Autores.
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robe At [0.00192870.743849[0.007746¢ - | Water.Voume Fraction v | [0.692669 | ]

Figura No. 19 Postproceso: Resultados numéricos en regiones determinadas.
Fuente: Autores.

Figura No. 20 Postproceso: Resultados con lineas de corriente y volimenes de fluido. Presencia de
turbulencia.
Fuente: Autores.
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[ 2.500 5.000 (m)
1.250 3750

Figura No. 21 Postproceso: Resultados con iso-superficies. Presencia de turbulencia.
Fuente: Autores.

4.2.2 Simulacion 2: Flujo en canal principal y vertedero de regulacion de
niveles y caudales en canal secundario (rio)

Realizaremos una nueva simulacion del problema para comprobacion de resultados
utilizando un vertedero como control de nivel en el canal secundario, para de esta
manera minimizar la influencia de la velocidad del canal secundario sobre en canal
principal.

La geometria del problema planteado seria la siguiente:

Canal Principal

Canal Secundario

X

Figura No. 22 Geometria para segunda simulacion.
Fuente: Autores.
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Figura No. 23 Mallado, con refinado malla en la descarga del canal principal.
Fuente: Autores.

[ ee—]
3500

Figura No. 24 Definicion de superficies de contorno.
Fuente: Autores.
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Los resultados obtenidos con esta modelacion se resumen en la siguiente tabla:

X Variacion del calado con las crecidas
Modelacion

(m) es?ae(ggnzrr]io Crecida 1 | Crecida 2
0.0 0.564 0.746 0.940
0.5 0.643 0.705 0.783
1.0 0.688 0.687 0.735
15 0.690 0.659 0.706
2.0 0.705 0.682 0.700
3.0 0.713 0.695 0.725
4.0 0.720 0.711 0.720
5.0 0.732 0.709 0.720
6.0 0.730 0.744 0.727
7.0 0.757 0.743 0.736
8.0 0.740 0.765 0.748
9.0 0.767 0.749 0.760
10.0 0.776 0.811 0.791

Tabla No. 5 Resultados obtenidos de la modelacion.
Fuente: Autores.

Variacion del calado con las crecidas
1.000
0.950 5
0.900
0.850
0.800 +— A
0.750 Mér
0.700 e . =
0.650
0.600
0.550
0.500
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
=—4—Régimen estacionario == Crecida 1 Crecida 2
Figura No. 25 Variacion del calado con las crecidas.
Fuente: Autores.
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Es este caso vemos que los valores se aproximan desde una distancia de 3 m medida
desde la descarga del canal principal, siendo su desviacién estandar promedio de 0.011
m. Mostraremos a continuacion como parte del postproceso, resultados gréaficos que
nos ayudan a visualizar y conceptualizar de mejor manera el problema.

Figura No. 26 Postproceso: Resultados mediante la utilizacion de planos auxiliares.
Fuente: Autores.

Figura No. 27 Postproceso: Lineas de flujo con sus respectivas velocidades.
Fuente: Autores.
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Figura No. 28 Postproceso: Resultados mediante la utilizacion de iso-superficies.
Fuente: Autores.

Ahora realizaremos una comparacion de los calados obtenidos para las dos
simulaciones con la ayuda de las siguientes figuras:

Variacion del calado con las crecidas.
Comparacion de Simulaciones.

0.900
0.850
0.800
0.750
0.700
0.650
0.600
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
=—¢—Crecida 1. Simulacion 1 == Crecida 1. Simulacion 2
Figura No. 29 Comparacion de resultados de simulaciones de la crecida 1.
Fuente: Autores.
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Variacion del calado con las crecidas.
Comparacion de Simulaciones.

1.000
0.950 *
0.900

0.850 \
0.800 -
0.750 -
0.700
0.650
0.600

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

—&—Crecida 2. Simulacion 1 —fl— Crecida 2. Simulacion 2

Figura No. 30 Comparacién de resultados de simulaciones de la crecida 2.
Fuente: Autores.

De las figuras anteriores podemos indicar que sus valores tienen desviaciones estandar
promedio de 0.014 m y 0.005 m para las crecidas 1 y 2 respectivamente.

Ing. Boris F. Mejia R. Modelacion de flujo transitorio en un canal trapezoidal Pag.
Ing. Marcelo S. Tamayo M. por El Método de los Elementos Finitos 58



CAPITULO 5: ANALISIS DE RESULTADOS
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5.1 Comparacion de resultados

En la Tabla No. 6, mostrada a continuacion, se puede observar que los resultados
obtenidos para los calados, segun cada método aplicado, son muy similares, sin
embargo es de resaltar que el Método de los Elementos Finitos refina los resultados de
mejor manera entre iteraciones, a mas que considera todas las variables del flujo en
tres dimensiones.

< CALADOS y (m)
Régimen Estacionario Crecidalt=4s Crecida2 =7 s Crecida2 t=10 s
(m) Incre. Fini. | MEF |Incre.Fini.] MEF |Incre.Fini.| MEF |Incre.Fini.| MEF
0.0 0.5700 0.5640 0.7500 0.7440 0.9000 0.9360 1.0900 1.2160
0.3 0.6367 0.6430 0.6628 0.7000 0.8522 0.7820 1.0612 0.9850
1.0 0.6604 0.6880 0.6204 0.7060 0.8272 0.7300 1.0533 0.8390
1.3 0.6780 0.6900 0.6934 0.6960 0.7719 0.7040 1.0334 0.7440
2.0 0.6925 0.7050 0.6863 0.7010 0.6279 0.7090 0.9954 0.7290
30 0.7049 0.7130 0.6872 0.7120 0.6689 0.7190 0.9667 0.7210
4.0 0.7159 0.7200 0.7298 0.7250 0.8008 0.7220 0.9500 0.7230
50 0.7258 0.7320 0.7125 0.7320 0.6780 0.7320 0.7643 0.7320
6.0 0.7349 0.7300 0.7382 0.7310 0.6703 0.7310 0.7570 0.7300
70 0.7432 0.7570 0.7374 0.7640 0.7229 0.7610 1.0052 0.7640
30 0.7510 0.7400 0.7486 0.7378 0.7195 0.7440 1.0475 0.7450
9.0 0.7582 0.7670 0.7549 0.7700 0.7973 0.7730 0.8510 0.7710
10.0 0.7651 0.7760 0.7620 0.7780 0.7561 0.7800 0.6089 0.7730

Tabla No. 6 Comparacion de los resultados obtenidos segun los Método de Incrementos Finitos y
Elementos Finitos
Fuente: Autores.

En la Figura No. 31, Figura No. 32, Figura No. 33 y Figura No. 34, podemos ver gque
la aproximacion de la solucion segun cada método es muy parecida, sin embargo
luego del tiempo t =7 s, los resultados obtenidos por el Método de los Incrementos

Finitos, presentan ya una variacion considerable respecto del Método de los Elementos
Finitos, debido a la acumulacién del error que conlleva la aproximacion de las
ecuaciones (2.19) y (2.55), mediante diferencias finitas, esto debido principalmente al
caracter no lineal de dichas ecuaciones.

Cabe indicar que a pesar de la variacion de las soluciones, el Método de los
Incrementos Finitos constituye una muy buena aproximacion, que puede ser mejorada
calibrando el modelo con experimentacion sobre todo en las iteraciones de las
soluciones y en la aproximacion con diferencias finitas. Es de aclarar también que
como es conocido en el campo de la Hidraulica, dentro de la Ingenieria Civil, todos
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los modelos mateméticos son calibrados y validados con experimentacion, inclusive el
Método de los Elementos Finitos, a pesar de su gran potencialidad.

Comparacion resultados Inc. Fin - MEF t=0s

0.8000

0.7000
=
=
'5 0.6000 )
= —8—t=0 Inc. Fin.
-

—e—1{=0 MEF
0.5000
0.4000
0.0 1.0 2.0 3.0 40 50 6.0 7.0 80 9.0 100 11.0

Abscisas x

Figura No. 31 Comparacion de resultados de ambos métodos en flujo estacionario.
Fuente: Autores.

Comparacion resultados Inc. Fin - MEF t=4 s

0.8000

0.7000

g 0.6000 )
t=4 Inc. Fin.

t=4 MEF

Alturas y

0.5000

0.4000
0.0 1.0 20 3.0 40 50 60 7.0 80 90 100 11.0

Abscisas x

Figura No. 32 Comparacion de resultados de ambos métodos en flujo transitorio t=4 s.
Fuente: Autores.
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Comparacién resultados Inc. Fin - MEF t=7s

1.0000
0.9000
5., 0.8000
w
=
E —8—t=7 Inc. Fin.
=
0.7000 —8—t=7 MEF
0.6000
0.5000
0.0 1.0 20 30 40 50 60 7.0 80 9.0 100 110

Abscisas x©

Figura No. 33 Comparacion de resultados de ambos métodos en flujo transitorio t=7 s.
Fuente: Autores.

Comparacion resultados Inc. Fin - MEF t=10's

1.3000

1.2000

1.1000
7+ 1.0000
w

0.9000 ‘
—&—t=10 Inc. Fin

0.8000
—8—{=10 MEF
0.7000

0.6000

Altura

0.5000
0123456789101112131415161718192021

-

Abscisas x

Figura No. 34 Comparacion de resultados de ambos métodos en flujo transitorio t=7 s.
Fuente: Autores.
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Bésicamente la calibracion de los modelos en lo referente al campo de la Hidraulica,
se centra en la determinacion de los coeficientes de Chézy, Manning y las pérdidas
que se generan en el flujo debido a los cambios de trayectoria de las lineas de
corriente, contraccion de las venas de flujo, la influencia de la superficie libre, las
vorticidades, resaltos hidraulicos, cavitacion y demas fendmenos que se presentan en
la realidad.

A pesar de lo expuesto anteriormente se pueden ajustar los resultados obtenidos con
los Métodos de los Incrementos Finitos y Elementos Finitos, mediante curvas de
aproximacion que permitan determinar la altura de seguridad del canal de descarga.

A simple vista y basdndonos en la crecida de mayor magnitud mostrada en la Figura
No. 34, podemos concluir que la altura de seguridad en el canal cerca de la descarga
debe ser de 1.2 m y reducirse progresivamente hasta 0.90 cm aguas abajo.
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6.1 CONCLUSIONES

- El nivel de seguridad estructural e hidraulico en un canal trapezoidal obtenido
a partir de un andlisis transitorio de flujo es mucho mayor al calculado a partir
de un analisis simplificado utilizando el método de incrementos finitos de la
hidraulica tradicional.

- Laeconomia en el disefio de los elementos hidraulicos es notoria debido a que
con un analisis transitorio es posible disefiar los canales abiertos y las
estructuras afines basandonos en criterios muy aproximados a la realidad.

- Los métodos de analisis por incrementos finitos y elementos finitos deberan
ser calibrados y probados experimentalmente a pesar de sus potencialidades,
debido a la complejidad de las ecuaciones no lineales que rigen los fendmenos
transitorios.

- Las simplificaciones realizadas para aproximar el comportamiento real de un
flujo transitorio, influyen de manera considerable en los resultados obtenidos
en especial en métodos iterativos de aproximacion diferencial.

6.2 RECOMENDACIONES

- Considerar como un requisito indispensable para los disefios hidraulicos de
canales abiertos la realizacion de un andlisis transitorio, debido a todas las
ventajas que proporciona.

- Impartir una introduccién al tema en los cursos de pregrado que incentive a
los ingenieros, en especial en el campo de la ingenieria civil, a desarrollar los
calculos y disefios hidraulicos en base a un analisis transitorio y por el MEF.

- Incentivar continuamente la investigacién cientifica en este campo, generando
politicas de cooperacion entre las universidades y las entidades publicas y
privadas, que permita un beneficio comun, pues la importancia de este campo
es muy notoria no solamente en el campo de la construccion de obras
hidraulicas, sino también en la industria y manufactura de productos.
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A.1 Método de Preissmann para la Resolucion de Problemas de
Flujo Transitorio

Para la resolucion de las ecuaciones que gobiernan el flujo no permanente
gradualmente variado existen numerosos métodos numéricos, los cuales proporcionan
soluciones aproximadas al problema. Uno de los métodos mas utilizados en la
resolucién de las ecuaciones de flujo no permanente, es el Esquema de Diferencias
Finitas Implicito de Preissmann. Esta técnica permite que el modelo utilice segmentos
de diferentes longitudes y un esquema que va desde centrado hasta totalmente
adelantado en el tiempo. Los métodos de solucion implicitos son muy utilizados en
hidraulica, debido a su estabilidad y a que permiten la eleccidn arbitraria de los
tamafios de la malla, lo cual es muy ventajoso en el caso de una malla de diferencias
finitas.

Como se puede observar en la Figura No. 35, el esquema de Preissmann considera un
sistema de grilla espacio — temporal, que define regiones dentro de las cuales las
ecuaciones de flujo no permanente son resueltas. Las derivadas espacial y temporal
del valor funcional, f, el cual puede representar cualquier variable dependiente, por

ejemplo velocidad, caudal, nivel de agua, etc., se discretizan de la siguiente manera:

1
L
L % ! %
-2 dr
4 . fd= .{‘ Ci-1)>ém i
G
M, v | "
- -
&
I!II - »
- », i X |
Figura No. 35 Grilla Espacio — Temporal del Esquema de Preissmann.
Fuente: Autores.
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Derivada Espacial:

6f n+ n+ n n (A 1)
T AL S A T (M|
Derivada Temporal:
6f n+ n n+ n
ot ~ Alt (1_¢>(fi+11 - fi+l)+¢(fi - )] (A.2)
At=At =At, =...=At,

Siendo:

f , el valor funcional.
¢ , factor de peso para el espacio.

6, factor de peso para el tiempo.
n, indice para el tiempo.
i, indice para el espacio.

Los pardmetros € y ¢ son factores de ponderacion utilizados para indicar la posicion
temporal y espacial, respectivamente, dentro del incremento de distancia AX; e
incremento de tiempo At , en los cuales la derivada y las funciones seran evaluadas.

Generalmente para los valores de 8 y ¢, se considera lo siguiente:

(A. 3)

Si asumimos que ¢ =1/2, se produce una derivada temporal en la posicion espacial
i +1/2. De la misma forma, cuando consideramos & =1/2 la derivada espacial esta
centrada en la direccion temporal n+1/2.

El error inherente al método es del orden del cuadrado del diferencial de mayor
magnitud considerado. Se ha llegado a determinar que para valores de €>1/2 se

introducen errores adicionales de truncamiento que producen disipacion numérica. Las
derivadas temporales normalmente son calculadas con ¢ =1/2, aunque otros valores

pueden ser ventajosos cuando se utilizan segmentos de longitudes desiguales.
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En base a las expresiones (A. 1) y (A. 2), la funcién f , se puede escribir como:

f(xt)=¢-[0- 1" +0-0) 1] +(-9)-[0- 11 +01-0) 1] (A9

i+1

La expresion (A. 4) permite ponderar el valor de f , dentro de la region mostrada en

f n+l f n+l

la Figura No. 35, en funcién de los valores extremos f.", f.7 , y f.;°, que

limitan dicha region.

A.1.1 Discretizacion de la Ecuacion del Balance de Masa o Ecuacién de la
Continuidad

En la ecuacion (2.19), g es el caudal lateral por unidad de longitud que sale o entra al

volumen de control. Si consideramos un volumen de control diferencial de longitud
AX 'y seccion transversal A, entonces el caudal lateral total G, que ingresa o se
descarga del volumen de control diferencial, seria:

G = gAX (A.5)

El valor de g se calcula en la mitad de cada celda, para ello se considera ¢ =1/2 en
la expresion (A. 4).

Basandonos en las expresiones (A. 1), (A. 2) y (A. 4), la ecuacidn (2.19), del principio
del balance de masa, a la cual llamaremos por C, segun el esquema de diferencias
finitas de Preissmann, tendria la forma siguiente:

9-(@1;1—@?*1 G;G}
©- ericn) | (A 6)
1-6)- (Q.ﬂ Qi“+'2'+lj |
Fla-g)- (A - An v (A - A7) ax=0
en donde:

Ecuacién de la Continuidad:
(A.7)
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C= aﬁ+@+q:0
ot ox

Derivada Espacial del Caudal:

0 1 n+ n+ n n (A 8)
83 Ax[ ( I+11_Qi 1)+(1_9)_( i+1_Qi )]
Derivada Temporal del Area:
aA 1 n+1 n+1 (A 9)
bR [
Secli-g)- (A -AL)re- (A - A
Caudal Lateral de Entrada por Unidad de Longitud:
1 1 . ) (A. 10)
q( +E n+ 2) [9 ql (1 0 ql ]+ [9 q|+11+( 0)'qi+l]
Caudal Lateral de Entrada Total:
G(i+1,n+1jz q(i+1,n+1J-Ax
2 2 2 2
- 1 n+. n
G( 5 n+2j [9 g7t +(1-0)-q7 |- Ax+ (A. 11)

E[‘g'qn+l + (1_0)' qirll].AX

i+1

G(i ;n+2j oG ra-0)6]+t [0 G+ (1-0)-G,

Segun las expresiones (A. 10) y (A. 11) el caudal q por unidad de longitud, en el
centro de la celda, se puede expresar mediante
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G i+£,n+1

(. 1 1] 2 2
qi+-,n+-|=

2 2 AX

A. 12
q(i+;,n+;jzZL([H-Gi“”+(1—6’)-Gi“]+ ( )

ZiX[H -Gl + (1_ 9)' Girll]

Si reemplazamos las expresiones (A. 8), (A. 9) y (A. 12), en la ecuacion (A. 7)y
operamos, se obtiene la expresion (A. 6) descrita anteriormente.

A.1.2 Discretizacion de la Ecuacion del Balance de la Cantidad de
Movimiento

Para efectos de célculo, se definen las siguientes variables, en la expresién (2.55):

H=h,A (A. 13)

D=AS, =~ (A. 14)

A partir de las expresiones (A. 13)y (A. 14)la ecuacion (2.55) , tendria la siguiente
forma:

2
1R 01 ] as,+D=0 (A. 15)
g ot ox| gA

Procediendo de igual forma que para el caso de la discretizacion de la ecuacion de la
continuidad, en base a las expresiones (A. 1), (A. 2) y (A. 4), la ecuacion (A. 15),
correspondiente al principio del balance de la cantidad de movimiento, la misma
denominaremos como M , segln el esquema de diferencias finitas de Preissmann, se
expresa mediante
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[t-9)

M

i+1

: (Q ir:l

n+l

9_(H_n+l+(Q _

i+1

- Qirlrl )"‘ ¢ ’ (Qin+l - Qin )

H n+1 (Qin+1) }_*_

n+l
i+1

)2

- gAin+l

AX

p—

AL —

n (Qirlrl )2 n (Qin )2
1-6)-| H. -H' -2
( ) { i+l + gAin+l i gAin (A 16)
1o- A" +(1-6) A
_{f’j lo-A +n(+1 )AL n ]}-(SOAxAt)+
(1_¢)' [9' Ai+1 + (1_ 9)' Ai+1
. . D_n+l 1— . D_n
+{? -0 +0-0)-07] -(AxAt)=0
+ (1_ ¢) [‘9' D + (1_ 9)' D4
siendo:
Ecuacidn de la Cantidad de Movimiento:
2 (A.17)
M~ 900 ) as +D=0
g ot oOx\gA
Derivada Temporal del Caudal:
8 1 n+ n n+ n (A 18)
EQ ~ E[(1_¢) (Qi+ll _Qi+1)+ @ (Q. ' -Q )]
Derivada Espacial de la Variable H:
oH 1 (A.19)
_z_e H_n+1_H_n+l 1_0 H-n —H-n
6X AX [ ( i+1 i )+( ) ( i+1 i )]
Derivada Espacial de Q?/gA:
o(@).alp[@r @ g [l QF] eo
ox\ gA)  Ax gALY  OA™ gAL, oA
Area A: (A 21)
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Akt =¢-[0- At +1-0)- A'] +@-9)-[o- At +(1-0)- AL

Variable D:

(A. 22)
D(x.t)=¢-[6- D" +@-0)- D] +(-)-fo- Dpit +(1-0)- D)

Sustituyendo las expresiones (A. 18), (A. 19), (A. 20), (A. 21)y (A. 22) en la
ecuacion(A. 17), y operando, obtenemos la expresion(A. 16).

Las ecuaciones (A. 6) y(A. 16), se aplican para cada una de las celdas de la malla de
diferencias finitas, y en cada uno de los tiempos considerados. Las expresiones
obtenidas de la aplicacion de (A. 6) y(A. 16), para cada una de las celdas de la malla,
para un tiempo n cualquiera, forman un sistema no lineal de ecuaciones, que deben
resolverse simultdneamente para cada tiempo. El sistema de ecuaciones obtenido es no
lineal debido a la presencia de potencias cuadraticas y negativas, en los términos de

caudal (QM™'y QM) y area (A™y A", respectivamente, dentro de la

i+1
expresion(A. 16), correspondiente a la forma discreta, en diferencias finitas, de la
ecuacion del principio de balance de la cantidad de movimiento.

En las ecuaciones (A. 6) y(A. 16), las incognitas son: Q*, Q'H, A™ y A™ Lo

i+l !
términos que tienen el superindice n, se conocen, ya sea de las condiciones |n|C|aIes 0
de una solucion del sistema de ecuaciones no lineal de Saint — Venant, en una linea de
tiempo previa.

Si el nimero de nodos de la malla de diferencias finitas es N , el nimero de celdas
donde se aplicaran las ecuaciones de continuidad y balance de la cantidad de
movimiento, serd& N —1, de forma que dispondremos de 2N —2 ecuaciones, para
2N incognitas. Las 2 ecuaciones que faltan se obtienen de las condiciones de frontera
de los nodos extremos de la malla.

A.2 Condiciones de frontera para las Ecuaciones se Saint -
Venant

Para solucionar el modelo matematico de las ecuaciones de Saint — Venant se requiere
de la formulaciéon de condiciones de frontera en los puntos extremos del canal a
considerar, durante todo el tiempo de simulacion, para proveer el namero suficiente de
ecuaciones adicionales y satisfacer los requerimientos de la técnica de simulacion.
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Existen varias combinaciones para las condiciones de frontera externas, estas pueden
consistir en descargas nulas al final del canal, un caudal o un nivel de agua conocido
en funcion del tiempo, o una curva de calibracion conocida. Cuando una condicion de
frontera se plantea en base a la variacién del caudal con el tiempo, en un extremo
cualquiera del canal, se cuenta entonces con un hidrograma de caudales, si en cambio
la condicion de frontera se formula con una curva de variacién del nivel del agua con
el tiempo, se tiene un limnigrama de calados o alturas del agua. En cuanto a las curvas
de calibracion, estas permiten calcular el caudal en funcién del nivel del agua, el cual
al variar con el tiempo puede expresarse mediante un limnigrama, de forma que las
curvas de calibracién pueden constituirse de una combinacion de hidrogramas y
limnigramas.

A.3 Condiciones iniciales para las Ecuaciones de Saint - Venant

El calculo hidrodinamico parte de las condiciones de flujo en el sistema para el tiempo
t=0. La forma de establecer las condiciones iniciales adecuadas es encontrar las
condiciones de flujo en todos los nodos de la malla. Dichas condiciones se pueden
obtener de datos medidos en la realidad o calculados mediante algun tipo de
aproximacion. Es razonable asumir como aproximacion inicial una condicién de flujo
permanente en todos los nodos de la malla de diferencias finitas. Dependiendo del
caso se puede considerar un estado de flujo permanente uniforme o gradualmente
variado, por ejemplo cuando el canal sea muy extenso y de pendiente relativamente
suave se puede asumir un flujo uniforme del agua, para el caso de tramos cortos del
canal con pendientes fuertes o cambios graduales de pendiente, el flujo se puede
considerar como permanente gradualmente variado.

A.4 Método de Solucién de las Ecuaciones de Saint — Venant
discretizadas en Diferencias Finitas segun el esquema de
Preissmann

Como se menciond anteriormente, producto del proceso de discretizacion en
diferencias finitas de las ecuaciones de Saint — Venant, segin el esquema de
Preissmann, considerando una malla de N nodos, se obtienen 2N ecuaciones que
forman un sistema no lineal con 2N incognitas. Para poder calcular las 2N
incognitas en un tiempo N cualesquiera, se utiliza el Método de Newton — Raphson,
que consiste en un proceso de prueba y error, el cual se describe a continuacién
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A.5 Método de Newton — Raphson para la Solucion de Sistemas
de Ecuaciones No Lineales

Consideremos el sistema de ecuaciones no lineales siguiente:

fl(xll X2 Xgyens Xn)= U,
£, (X, Xy, Xg ey X, ) = U
fg(Xl,Xz,Xg,...,Xn):u3 (A.23)

fn(X1'X2'X37---7Xn): u

Este sistema puede verse como una transformacion de R" — R". Si estamos
interesados en el comportamiento de esta transformacién cerca del punto
(xl',xz',xg',...,xn'), cuya imagen es el punto (ul',uz',ug',...,un'), y si las dos
funciones tienen derivadas parciales continuas, entonces podemos usar la diferencial
del sistema para escribir un sistema de aproximaciones incrementales lineales validas
cerca del punto (xl', Xy Xg' ey X, ) en cuestion:

.0 Cu . n, O Co . .
u, -y zg f1(X1 1 Xz 1 Xz pee Xy )(X1 —X )+§ f1(X1 1 Xg 1 Xz yen X, )(Xz - X, )+
1 2
+if1(xl',x2',x3',...,x ‘)(x3—x3')+~~+ifl(xl',xz',xa',...,x Yx, —x,')

axs n aX n n n

n

0 Gy , N, O Vg , :
Uy = U, zGT fZ(Xl 1 X X3 e Xy )(Xl _X1)+67 fZ(Xl 1 X0 X5 e Xy )(Xz =% )+

1 2
0 Cy oy \ \ 0 Dy \ \
+6X3 fz(xl 1 X s Xg e Xy )(X3 — X3 )"'"""axn fZ(Xl 1 Xg 0 Xg s Xy )(Xn _Xn)
.0 Dy \ n, O Dy . . .
Us —U; Nai f3(X1 1 Xp 0 Xg e X, )(Xl_xl)+ f3(X1 1 Xp 0 Xg e X, )(Xz — X, )+ (A 24)
X, oX,
+if (X X0 Xg ey X, (X5 — X ')+-~-+if (X X" Xg e X, NX, = X, )
6X3 3\ 2 3 n 3 3 aXn 3\ 2 3 n n n
U —u zif (X", Xy Xg" ey X ')(xl—xl')+—a £ X, Xy e X, X, = X, 1)+
n n axl n 3 n axz n 3 n
+if (%, %, Xy ey X, )X —x3')+~~-+if (%, %, " Xy e, X, X, = X,
6X3 n 1 2 n 3 aXn n 1 2 n n n

El sistema (A. 24) es una aproximacion lineal local que nos da una idea del efecto que
pequefios cambios en las variables independientes producen en las variables
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dependientes. Si usamos la matriz jacobiana g(xl',xz',xg,',...,xn ) la expresion (A.
24) se puede escribir como:

0 0 0 0
) P f,(x) P f,(x) P f,(x) P f,(x) )
ul _ ull al a2 a3 an X1 - Xll
u, -u,’ a—xlfz(l) Efz(l) afz(l() afz(l) X, = X,
U; —us'|=| 0 0 0 0 N R (A. 25)
— f —f — f —f
” 5(x) . 5(x) ” 5(x) . )7
U5—U5| : : Xn_an
- - 0 0 0 0 - -
—f (x) —f (x) —f (X —f (X
B 2 (x) . 2 (x) o 2 (x) ox n(x)_

siendo:
()_('): (Xlll Xp's Xg e X '): X

Si escribimos el sistema (A. 23) como una funcion vectorial U = E(l) entonces la
matriz jacobiana J(X,',X,",X,',....X,") es el analogo n-dimensional de la derivada,
pues a partir de la expresion(A. 25), tendriamos:

AF(X)~ J(%" X, " X' 1o Xy JAX (A. 26)

Ahora si hacemos que (ul,uz,ug,...,un): (0,0,0,---O), en el sistema de ecuaciones
no lineales (A. 23), este tendria la forma siguiente:

£, (X, Xy, X500 X, )= 0
fz(xl’ Xz’st"’Xn): 0
£, (X, Xy X500 X, ) = 0 (A. 27)

f (X)) Xys Xgpey X, ) =0

Suponiendo que X"= ()_("):(X ",Xz",x3",...,xn") es una soluciéon del sistema de
ecuaciones lineales (A. 27), se tendria que:
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£ %, X" X, ) = 0
£, 06" %" X" X, ") = 0
fu (X" X" X"y X, ") = 0 (A. 28)

" %" X" X, ") =0

Si consideramos pequefios cambios de las funciones cerca de un punto inicial
X'=(x)= (X" %", Xg " reer X, ) muy proximo a la solucion

X"= ()_(")— (x1 X X Xn"), podemos expresar dichos cambios de la siguiente
manera;

Au; =u, —u;" , AX =X - X
Au, =u, —U," , AX, =X, =X,
AUy =U; —Uy" , AXy =X — X5 (A. 29)
Au, =u,-u," , AX,=X,—X,'

Asumiendo que (X,, Xy, Xz, X, ) = (X", X%,", X500, X, ), €N la expresion (A. 23) y

usando los resultados obtenidos en las expresiones (A. 28) y(A. 29), los cambios en
las variables dependientes serian:

X)) (A. 30)

donde:

(X)=X"= (%", %" X" 1000 X, ")

s Ap

()= X"= (6" ")

1 Ap

En base a las expresiones(A. 25), (A. 29)y(A. 30), podemos deducir lo siguiente:
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] a ] ]
_f 1 _f 1 _f 1 _f 1
I I @)_AX_ r
2h) L) Lt - B0 | || e
OX, 2 oX, 2 OX, 2 OX,, 2 AX, f, ()_( )
0 N O N , 0 N ESSEERANS
L0 2 Sl - L)) )
1 2 3 n . .
: ! : - AX f.(x)
0 0 d G L] LR
o (x) —=/—f(x) —f(x) - —f(x
B ,(x) . ,(x) ” ,(x) . n(>_<)_

Si la matriz jacobiana i()_(') que aparece en la expresion (A. 31) es invertible,

entonces podemos despejar AX de manera que:
AX = =3 (x)"F(x) (A. 32)

Esto nos proporciona la siguiente aproximacion de X a la solucion

X"=(x")= (%", %,", X;",..., X,"), si denominamos a dicha aproximacién como X i,
entonces se tendria que

Xi=X+AX =X -J(x)"F(x) (A. 33)

Generalizando lo anterior podemos escribir la aproximacion i-ésima a la solucion
mediante la siguiente expresion:

Xi=Xiyi+AX 1 =X, _i(ﬁia )_l F(li—l) (A. 34)
Segun lo descrito, en los péarrafos anteriores, podemos ver que el proceso de
resolucién de un sistema de ecuaciones no lineal, mediante la aplicaciéon del Método
de Newton — Raphson, es de caracter iterativo. Este método de prueba y error se
realiza hasta que dos soluciones, obtenidas en iteraciones sucesivas, Sean
practicamente iguales entre si. Como criterio para determinar si dos soluciones son

muy proximas entre si, se puede emplear la norma |}, la cual permite calcular la

distancia entre dos puntos X e Y en R", dicha norma se define de la siguiente
manera:
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X =Y[ =[x, -y (A. 35)
=

El criterio para la convergencia de la solucion se puede establecer mediante una
tolerancia tol , la cual se puede comparar con la norma [*{,, descrita anteriormente,

de forma que se encontraria una solucion aceptable cuando la norma [, , aplicada a

dos soluciones, obtenidas en iteraciones sucesivas, cumpla con lo siguiente:
X, ~ X, <tol

El Método de Newton — Raphson utilizado en la resolucion de sistemas no lineales de
ecuaciones, generalmente converge a la solucion cuando las no linealidades presentes
en las ecuaciones son de carécter simple, como es el caso de potencias enteras por
ejemplo. La principal dificultad del Método de Newton — Raphson radica en encontrar
las derivadas parciales de cada una de las ecuaciones del sistema, respecto de cada
incdgnita.

A continuacién procederemos a encontrar las derivadas parciales de las ecuaciones de
Saint — Venant, discretizadas en diferencias finitas, segin el esquema de Preissmann,

n+1 n+l

respecto de las incognitas Q*, Qi Ay A"

A.6 Derivadas parciales de las Ecuaciones de Saint — Venant
Discretizadas en Diferencias segun el Esquema De Preissmann
respecto de Qin+l Qn+l Ain+l A_n+l

i+1 , y i+1

Derivadas parciales de la Ecuacién del Balance de Masa discretizada
seguin el Esquema de Preissmann respectoa Q*, Q™' A"y A"

i+1 i+1
Derivando la expresion (A. 6) respecto de Q™*, Q[+', A™ y A", tendriamos:

n+l .

Derivada parcial de C respecto a Q;""":

A. 36
oc (A. 36)
8Q n+l = _0 ’ At
i
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n+l .
i+1 -

Derivada parcial de C respecto a Q

(A. 37)
X _ga
oQ:
Derivada parcial de C respecto a A"":
oC  6-At oG (A 38)
n+1 = n+1 + ¢ - AX
oA 2 OA
Derivada parcial de C respecto a A"™":
oC  6-At6G™ (A 39)
n+1 = n+l + ¢ - AX
oA 2 OA
Derivada parcial de C respecto a A"
ac 0. At 5G™ (A. 40)
=) ax s EE D
oA 2 N

Las derivadas parciales del caudal lateral total G, de entrada al canal o de salida del
mismo, respecto al area, dependen del tipo de estructura hidraulica que permite el
ingreso o0 descarga de caudal, segin sea el caso. Entre las principales estructuras
hidraulicas de ingreso o descarga de caudal podemos mencionar a los vertederos
laterales, compuertas laterales, orificios, sifones, etc.

Cuando el calado del agua en el canal tiene influencia directa sobre el caudal
entregado o descargado por la estructura hidraulica considerada, las derivadas
parciales de G, respecto al area, existen y son no nulas. Si el caudal que ingresa o
descarga la estructura hidraulica no se ve afectado por el nivel de agua en el canal,
entonces las derivadas parciales de G, respecto del area, son iguales a cero. Cabe
indicar que para la simulacion planteada mas adelante se considerara que el caudal de
entrada al canal no se ve influenciado por el nivel de agua en el mismo, esta situacion
se presenta comunmente para el caso de vertederos laterales que descargan libremente
un caudal a un canal, como es el caso de vertederos de exceso laterales, que eliminan
los picos de caudal que entran a las bocatomas durante las avenidas o crecidas en rios
0 en canales.
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Derivadas parciales de La Ecuacion del Balance de la Cantidad de
Movimiento discretizada segun el Esquema de Preissmann respecto a

Qn+l Qn+l An+l An+l

i+l i+1

Derivando la expresion (A. 16) respecto de Q™, Q:', A™ y A", tendriamos:

n+1

Derivada parcial de M respecto a Q,

A. 41)
. X _n+l Dn+l (
al\il = ¢ A - 20t QIn+1 (2(9 ¢) n+1 AxAt
oQ, 9 g A Qi

Derivada parcial de M respecto a Q7'

_ n+l n+1 (A 42)

R 2N 0.0 g s
aQ|+1 g g i+1 Q|+1

n+l

Derivada parcial de M respecto a A,

n+l n+l n+1 (A 43)
a'\:I-¢—l = 9 At - H n+1 + (QI ) ¢ . AX(% B SO]
oA oA g ( A|n+1) oA

n+l.

Derivada parcial de M respecto a A/} :

M _, oHn Q)
8A|n+1 aAm—l g( _n+l)2

+1

n+l (A 44)
aD|+1 _
+(1-¢)- Ax [8A,”+l SOH

i+1

Las derivadas parciales de H y D, con respecto al area, dependen de la forma de la
seccion transversal del canal

A.7 Ensamblaje del Sistema de Ecuaciones

Ing. Boris F. Mejia R. Modelacién de flujo transitorio en un canal trapezoidal Pag.
Ing. Marcelo S. Tamayo M. por El Método de los Elementos Finitos 85



ANEXOS

Si consideramos una malla de diferencias finitas de N nodos, la expresion (A. 31) ,
aplicada para la resolucion de las ecuaciones de Saint — Venant, discretizadas segun el
esquema de Preissmann, tendria la forma siguiente

LR LR 4 o 0o 0 0. 0 0 0 0 0 0 0 0 0
oA 0Q
AT S
T 0 0o 0 0 0 0 0 0 0
oA 0Q oA, 0Q, n o
M, M, MMy 9. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | M ECR,
A w A xQ aQ | | ¢
o o o O
o o L L G oo 5 9 o 0 0. 0 0 0 0 | M M,
oh % DA 0% AQ, c,
o o M. M, M, M, 5 5 o 0 o0 0 0 0 0 : M,
oA, 0Q, OA, Q4 .
0 0 0 0 PG i1 Lo : : : : : :
ok :c, o o 0 0 o | an c,
86’\/;. 5’3. Q/;)I,, c%lv, AQ, M,
o ol o
0 0 0 0 0 0 0 ! ! ! L0 . 0 0 0 0 | AA, Cis
oA Q oA, Q. = A. 45
o 0o o0 0 0 0 0 o o i AQui | | Miy ( )
o o 0 0 0 0 0 0O O 0 0 0 0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0« 0O O 0 0 0. 0 0 0 0 :
0o o 0 0 0 0 0. 0O 0O 0 0 0 0 0 0 0 :
o o 0 0 0 0 0. 0O 0O 0 0 0 : : : T :
S S S R - : 0 0 |2 |G
0o 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0. L L Luy Luy | A M
oA, Qu. oA, Q. | AQ, | |ECF]
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0. M My My, M,
OAyy;  OQy, Ay aQy
o o
0 o 0o 0 0 ©0 0« 0 O O 0 0. 0 o LR LR
oA, Qy |
siendo:

C,, ecuacion del balance de masa o ecuacién de la continuidad para el nodo i .

M, ecuacion del balance de la cantidad de movimiento para el nodo i .

A, , area mojada de la seccidn transversal del canal en el nodo i .

Q,, caudal que circula por la seccidn transversal A,, correspondiente al nodo i .

AA,, incremento en el area A,, correspondiente al nodo i, para la aproximacion
siguiente a la solucion de A, .

AQ,, incremento en el caudal Q;, correspondiente al nodo i, para la aproximacion
siguiente a la solucion de Q.

ECF,, ecuacion que define la condicion de frontera en el nodo inicial, o de aguas
arriba del canal.
ECF,, ecuacion que define la condicion de frontera en el nodo final, o de aguas

abajo del canal.

Solucionando el sistema (A. 45) encontramos los incrementos A, los cuales
permitirdn calcular la siguiente aproximacion a la solucion, para un mismo tiempo n
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cualquiera. El proceso iterativo se repite hasta encontrar una solucion muy proxima a
su inmediatamente anterior. Una vez encontrada la solucién se pasa al siguiente
tiempo de analisis y el proceso se lleva nuevamente a cabo, todo esto de forma
sucesiva hasta completar el lapso o intervalo de tiempo dentro del cual se realizara el
analisis del flujo gradualmente variado no permanente
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